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Fünfte  Abtheilung. 
Die  Curven  dritter  Ordnung  oder  dritter  Klasse. 

I.    Das  System  der  Wendepunkte. 

Wenn  wir  nunmehr  dazu  übergehen,  die  gewonnenen  allgemeinen 
Sätze 'und  Anschauungen  insbesondere  für  Curven  dritter  Ordnung  zu 
verwerthen*),  so  wollen  wir  dem  Vorstehenden  entsprechend  die  fol- 
genden verschiedenen  Punkte  berücksichtigen: 

1)  Ihre  Beziehung  zur  Polarentheorie  und  zu  den  Plücker'schen 
Formeln,  besonders  also  die  Lage  der  9  Wendepunkte.  Auf 
die  Theorie  der  letzteren,  wielche  bei  den  Curven  dritter  Ord- 
nung zuerst  vorkommen,  wird  sich  unser  Hauptinteresse  con- 
centriren. 

2)  Die  Darstellung  ihrer  Eigenschaften  mittelst  der  Theorie  der 
ternären  cubischen  Formen. 

3)  Die  Geometrie  auf  einer  Curve  dritter  Ordnung.  Für  diese 
werden  wir  dann  durch  Anwendungen  der  Theorie  der  ellipti- 
schen Functionen  ganz  neue  Hülfsmittel  kennen  lernen. 

4)  Curven  dritter  Ordnung  mit  vielfachen  Punkten  und  Ausar- 
tungen dieser  Curven. 

Endlich  könnten  wir  noch  Systeme  von  Curven  3.  Ordnung  unter- 
suchen, besonders  die  Anwendung  der  Methode  der  Charakteristiken 
auf  diese  Systeme.  Darauf  soll  aber  nicht  eingegangen  werden;  es 
sei    nur     daran    erinnert,     dass     die     Elementarsysteme     der    Curven 

*)  Für  die  Ausbildung  der  Theorie  dieser  Curven  sind  besonders  folgende 
Aufsätze  von  Wichtigkeit:  Newton:  Enumeratio  linearum  tertii  ordinis;  Mac- 
laurin:  De  lineai'um  geometricarum  proprietatibus  generalibus  tractatus  (in's 
Französische  übertragen  von  de  Jonquieres:  Melanges  de  geometrie  pure,  p.  197, 
Paris  1856);  Plücker:  System  der  analytischen  Geometrie;  Hesse:  Crelle's  Jour- 
nal, Bd.  28,  36  und  38;  Cayley:  Philosophical  Transactions ,  vol.  147,  sowie  die 
mehrfach  erwähnten  Werke  von  Salmon,  Cremoua  und  Chasles  (Geometrie 
superieure).  Eine  Zusammenstellung  der  geometrischen  Theorien  gab  auch 
Durege:  Die  ebenen  Curven  dritter  Ordnung,  Leipzig  1871.  Auf  letztere  Werke 
sei  in  Betreff  weiterer  Ausführungen  einzelner  Punkte  der  Theorie  verwiesen ; 
man  findet  daselbst  auch  eingehendere  Litteraturnachweise. 
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dritter  Ordnung  mit  Rückkehrpunkt  schon   früher  betrachtet  wurden 
(p.  417).  - 

Zuerst  werden  wir  fragen,  wie  eine  Curve  3*^'  Ordnung  überhaupt 
aussehen  kann,  ob  wir  der  Gestalt  nach  mehrere  projectivisch  ver- 
schiedene Typen  zu  unterscheiden  haben,  oder  ob,  wie  bei  den  Kegel- 
schnitten, jede  reelle  Curve  durch  reelle  Combiuation  (oder  auch  nur 
durch  continuirliche  Verzerrung)  in  jede  andere  reelle  Curve  überge- 
führt werden  kann.  Dass  wir  die  Coefficienten  der  Curvengleichung 
für  diese  gestaltlichen  Ueberlegungen  reell  annehmen  müssen,  braucht 
wohl  kaum  hervorgehoben  zu  werden.  Eine  ganz  imaginäre  Curve 
kann  höchstens  9  reelle  Punkte  besitzen:  die  Schnittpunkte  der 
reellen  Curven  f=0  und  g)  =  0,  wenn  die  imaginäre  Curve  in 
der  Form 


darstellbar  ist,  vorausgesetzt,  dass  diese  Schnittpunkte  reell  sind.  Für 
die  weiteren  algebraischen  Untersuchungen  ist  eine  Annahme  über 
die  Realität  der  Coefficienten  jedoch  nicht  nothwendig. 

Eine  reelle  Curve  3*"  Ordnung  wird  nun  von  einer  Geraden 
immer  in  3  reellen  Punkten,  oder  in  2  conjugirt  imaginären  und 
einem  reellen  getroffen;  und  zwar  gibt  es  in  der  Ebene  immer  gerade 
Linien  beider  Arten.  Geht  man  nämlich  von  einer  Geraden  mit  drei 
reellen  Schnittpunkten  aus  und  dreht  dieselbe  um  einen  beliebigen 
ihrer  Punkte,  so  wird  sie  nach  dem  Gesetze  der  Continuität  allmählich 
in  eine  Lage  kommen,  wo  zwei  der  Schnittpunkte  zusammenfallen. 
Setzt  man  die  Drehung  über  diese  Grenzlage  hinaus  noch  weiter  fort, 
so  müssen  die  beiden  Punkte  imaginär  werden,  denn  sonst  müsste 
der  Berührungspunkt  der  Grenzlage  ein  Doppelpunkt  der  C^  sein;  die 
Existenz  eines  solchen  aber  scbliessen  wir  vorläufig  aus.  So  wird 
man  in  der  That  zu  einer  Geraden  mit  nur  einem  reellen  Schnitt- 
punkte geführt;  von  dieser  ausgehend  kann  man  dasselbe  Verfahren 
rückwärts  anwenden.  —  Insbesondere  muss  auch  die  unendlich  ferne 
Gerade  in  einem  reellen  Punkte  oder  in  drei  solchen  schneiden;  be- 
zeichnen wir  daher  die  Tangente  einer  Curve  in  einem  unendlich 
fernen  Punkte  als  Asymptote  derselben,  so  haben  wir  den  Satz: 

Jede  reelle  Curve  dritter  Ordnung  hat  mindestens  eine  reelle  Asym- 
ptote und  kann  immer  in  eine  Curve  projiciri  werden  y  ivelche  ?iur  eine 
reelle  Asymptote  hat. 

Ausserdem  haben  wir  für  unsern  nächsten  Zweck  noch  den  fol- 
genden Satz  zu  beweisen: 

Jede  reelle  Curve  dritter  Ordnung  hat  drei  reelle  Wendepunkte. 
Dass  auch  nicht  mehr  dieser  Punkte  reell  sein  können,  werden  wir  erst 
später  zeigen. 
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Wie  eben  bewiesen  ist,  können  wir  nämlich  die  Curve  immer  so 
annehmen,  dass  sie  nur  einen  Zweig  besitzt,   welcher  sich  ins  Unend- 
liche erstreckt;  und  dieser  muss  zwischen  den  beiden  Punkten     Fig.  ci. 
A  und    B  in   Fig.   61 ,   in   denen   er   sich   der  Asymptote   zu 
nähern   beginnt,     in    continuirlichem   Zuge   verlaufen.      Nun 
liegen   die   Punkte   A  und  B  immer  auf  verschiedenen  Seiten 
der  Asymptote  (ebenso  wie  bei  der  Hyperbel),  und  auf  beiden 
Seiten  entfernt  sich  die  Curve  zunächst  von  dieser  Linie.  Sollen 
also  beide  Theile  sich  einander  nähern,  um  einen  zusammen- 
hängenden   Zug    zu   bilden,    so   müssen   sie  ihre   Krümmung 
ändern,  d,  h.  etwa  in  W^  und  W^  zwei  Wendepunkte  bilden. 
Dadurch  entstehen   aber  zwei  verschieden   gekrümmte  Theile 
des  Zweiges,  deren  Vereinigung  nur  in  einem  dritten  Wende- 
punkte, etwa   W^,  möglich  ist;  und  damit  ist  unser  Satz  bewiesen. 

Der  hier  beschriebene  Zweig  der  Curve  wird  von  jeder  reellen 
Geraden  der  Ebene  in  einem  reellen  Punkte  geschnitten;  die  Curve 
kann  also  ausserdem  nur  noch  einen  Zweig  enthalten,  der  von  einer 
beliebigen  Geraden  in  höchstens  zwei  reellen  Punkten  getroffen  wird, 
d.  h.  ein  Oval.  Letzteres  kann  aber  auch  ganz  fehlen.  Wir  erhalten 
so  die  folgenden  beiden  Typen  für  die  möglichen  Gestalten  einer  Curve 
dritter  Ordnung: 

1)  Eintheilige  Curve,   bestehend  aus   einem   einzigen  Zuge   mit  3 
Wendepunkten  (1  in  Fig.  62). 

2)  Zweitheilige    Curve,    bestehend    aus   einem    solchen    Zuge    und 
einem  ausserhalb  desselben  gelegenen  Oval  (.3  in  Fig.  62). 

Als  Uebergangscurve  zwischen  beiden  Arten  kann  man  die  Curve 
mit  Doppelpunkt   (2   in   Fig.   ^2)  auffassen  (vgl.  p.  343,  f.);  je  nach 

Fig.  62. 


2— 
3  ■ 


der  Art  und  Weise,  wie  man  sich  diese  aus  einer  allgemeinen  Curve 
3ter  Ordnung  entstanden  denkt,  wird  man  auf  die  ein-  oder  auf  die 
zweitheilige  Curve  geführt,  wie  es  Fig.  62  wohl  hinreichend  veran- 
schaulicht. Und  durch  diesen  Uebergangsprocess  ist  gleichzeitig  der 
im  Obigen  noch  fehlende  Existenzbeweis  für  die  beiden  angeführten 
Typen  geliefert.*) 


*)  Aehnliche  Ueberlegungen  gelten  übrigens  für  Curven  beliebiger  Ordnung. 
Eine  solche  besteht  aus  verschiedenen,   getrennt  verlaufenden  Zügen,    die   man 
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Die  Gestalt  einer  Curve  S*""^  Ordnung  kann  jedoch  von  den  in 
Fig.  62  dargestellten  scheinbar  sehr  verschieden  sein,  indem  das  Oval 
durch  die  unendlich  ferne  Gerade  in  zwei  Theile  getrennt  wird,  indem 
ein  Wendepunkt  unendlich  weit  rückt,  u.  s.  f. ;  und  in  der  Weise  er- 
hält man  je  nach  diesen  Beziehungen  zur  unendlich  fernen  Geraden 
die  mannigfach  verschiedenen  Arten  von  Curven  dritter  Ordnung,  wie 
sie  in  den  Eintheilungen  von  Newton,  Gramer,  Plücker,  Möbius 
und  Cayley*)  augegeben  werden.  —  Durch  unsere  Fundamentalein- 
theilung  in  ein-  und  zweitheilige  Curven  soll  übrigens  keineswegs 
gesagt  sein,  dass  alle  Curven  einer  Klasse  durch  Collineation  in  ein- 
ander übergeführt  werden.  Dies  ist  im  Gegentheile  nicht  möglich; 
denn  eine  Curve  dritter  Ordnung  hat,  wie  wir  später  sehen  werden, 
eine  absolute  Invariante;  und  diese  muss  für  zwei  Curven  denselben 
Werth  haben,  wenn  sie  linear  in  einander  transformirbar  sein 
sollen.**)  — 

Wir  stellen  im  Folgenden  zunächst  eine  Reihe  von  Sätzen  kurz 
zusammen,  welche  sich  aus  früheren  allgemeineren  Erörterungen 
unmittelbar  ergeben,  wenn  man  nur  die  betreffenden  Zahlen  sp'ecialisirt. 
Wir  werden  dadurch  sogleich  auf  wichtige  Sätze  über  die  Lage  der 
Wendepunkte  geführt. 

Die  Curve  o*"  Ordnung  (/"  ^  ci^^  =  0)  ist  im  Allgemeinen  von 
der  6*^''  Klasse  (vgl.  p.  278  und  353),  d.  h.  man  kann  von  einem  be- 
liebigen Punkte  y  aus  an  dieselben  6  Tangenten  legen.  Die  6  Be- 
rührungspunkte der  letzteren  liegen  auf  dem  Kegelschnitte  a^^üy^^, 
der  ersten  Polare  von  y  (p.  309).  Alle  ersten  Polaren  bilden  ein 
Kegelschuittnetz;  unter  ihnen  gibt  es  einfach  unendlich  viele,  die 
einen  Doppelpunkt  haben,  d.  h.  in  ein  Linienj^aar  zerfallen.     Der  Ort 


nach  V.  Stau  dt  (Geometrie  der  Lage,  Nürnberg  1847,  p.  81)  in  paare  und  unpaare 
" einzutheilen  hat.  Ein  unpaarer  Zug  kann,  wie  der  Zug  mit  3  Wendungen  bei 
den  Cg ,  durch  Verzerrung  einer  Geraden  erzeugt  werden ;  ein  paarer  Zug  dagegen 
durch  Verzerrung  eines  Kegelschnittes.  Zwei  unpaare  Züge  schneiden  sich  immer; 
eine  Curve  ohne  Doppelpunkt  kann  daher  höchstens  nur  einen  solchen  Zug  ent- 
halten. Eine  Curve  ungerader  Ordnung  ohne  Doppelpunkt  enthält  auch  immer 
einen  der  Art,  eine  allgemeine  Curve  gerader  Ordnung  besteht  nur  aus  paaren 
Zügen.  —  Vgl.  auch  Klein:  Math.  Annalen,  Bd.  Nl,  p.  577  und  Zeuthen:  ib. 
Bd.  VII,  p.  410. 

*)  Vgl.  darüber  Salmon's  higher  plane  curves. 

**)  Die  ^^3  hat  nämlich  zwei  Invarianten  S  und  T,  derart,  dass  S^  dividirt 
durch  T-  die  absolute  Invariante  ist  (vgl.  unten).  Die  Bedingung  für  einen 
Doppelpunkt  ist  dann  S^  —  6  7'^  =  0 ;  der  Unterscheidung  zweier  Typen  von  C^ 
entspricht  eine  Trennung  der  Fälle,  in  denen  der  Werth  von  S^  —  6  T^ ^  oder  <  0 
ist,  wie  sich  durch  Betrachtung  der  4  von  einem  Punkte  des.  unpaaren  Zuges 
ausgehenden  Tangenten  ergibt,  wenn  man  die  Sätze  über  die  Realität  der  Wur- 
zeln einer  biquadratischen  Gleichung  benutzt  (Clebsch:  Theorie  der  binären 
Formen,  p.  160  und  468);  vgl.  den  Schluss  des  5.  Abschnittes  dieser  Abtheilung. 
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der  Pole  für  diese  Kegelschnitte  ist  eine  Curve  3'°'"  Ordnung  (Deter- 
minante der  zweiten  Differentialquotienten),  die  Hesse' sehe  Curve 
(p.  312): 

{ahey  aybyC,j  =  0  , 

welche  die  Grundpunkte  in  den  9  Wendepunkten  schneidet.  Ihre 
Gleichung  ergibt  sich  durch  Elimination  der  x  aus  den  drei  Glei- 
chungen: 

2^fikyk  =  aid^ciy  =  0, 

wo  /}/,  =^  ö — k— ,  und  wo  die  o:,  die  Coordinaten  des  zu  y  gehörigen 

Doppelpunktes  sind.  Diese  Gleichungen  ändern  sich  aber  nicht,  wenn 
man  die  Xi  mit  den  yi  vertauscht;  und  somit  folgt  der  Satz: 

Für  eine  Curve  dritter  Ordnung  sind  Ke&se'sche  und  Steiner'scÄt' 
Curve  identisch.     Hieraus  ergibt  sich  ferner  (vgl.  p.  365): 

Die  linearen  Polaren  eines  Punktes  y  der  Hesse' sehen  Curve  berühren 
diese  Curve  in  dem  Doppelpunkte  der  ersten  Polare  von  y. 

Auf  das  Verhalten  der  von  den  Linien  xy  umhüllten  Cayley'- 
schen  Curve  werden  wir  erst  später  eingehen.* — 

Wir  können  auch  leicht  die  Gleichung  des  Productes  der  6  von 
y  ausgehenden  Tangenten  angeben.  Ist  nämlich  x  ein  Punkt  einer 
solchen  Tangente,  so  muss  die  Gleichung: 

/- (a:  +  Ay)  =  /  +  3  Ai)/ +  3  A2i)2/- + '^^^Y=  0 , 

wo  /=  «.r^  Df  =  aj'ay,  D''~f  =  a^^a,/,  D'^f  =^  a,j\  für  A  zwei  gleiche 
Wurzeln  ergeben;  d.  h.  ihre  Discriminante  muss  verschwinden.  Das 
Product  der  6  von  ein€m  Punkte  y  ausgehenden  Tangenten  ist  also  ge- 
geben durch  (vgl.  p.  219): 

(1)  4  (/■ .  D''(  -  {DrY)  {Df.DV-  {I>V)')  -  (/■ .  J^V  -  I>f  •  ^V)-  =  0  . 

Rückt  der  Pol  y  in  einen  Punkt  der  Curve,  so  fallen  zwei  der 
von  ihm  ausgehenden  Tangenten  in  die  Tangente  dieses  Punktes,  und 
die  Grundcurve  wird  in  ihm  von  seiner  Polare  berührt.  In  der  That 
erhält  die  Gleichung  (1)  für  />Y=0  den  Factor  {D- /')'-]  von  einem 
Punkte  der  Curve  kann  man  also  noch  4  Tangenten  an  dieselbe  ziehen, 
gegeben  durch: 

(2)  4/-.  i>V— 3(Z>/7  =  0. 

Für  diese  Lage  von  y  sind  die  Punkte  der  ersten  Polare  ebenso  einfach 
geometrisch  zu  definiren,  wie  bei  den  Kegelschnitten.  Es  sei  z  der 
zweite  Schnittpunkt  eines  von  y  ausgehenden  Strahles  mit  der  Polare, 
so  dass  aya~^  =  0.  Sucht  man  dann  die  Schnittpunkte  y -\- kz  des 
Strahles  mit  der  Grundcurve,  so  erhält  man:  ?>ay^a~  +  A^ö,^  =  0,  also 
eine  reine  quadratische  Gleichung  für  A,  und  es  folgt: 
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Sucht  man  auf  den  durch  einen  Punkt  y  der  Curve  gelegten  Strahlen 
zu  ij  und  den  beiden  anderen  Schnittpunkten  den  vierten  harmonischen 
Punkt,  so  beschreibt  dieser  die  erste  Polare  von  y.  Es  folgt  dies  auch 
unmittelbar  aus  unseren  früheren  allgemeinen  Sätzen  über  Polarsysteme 
bei  binären  Formen  (vgl.  p.  205). 

Ist  endlich  der  Pol  y  einer  der  9  Wendepunkte,  so  zerfällt  die 
Polare,  da  y  dann  gleichzeitig  auf  der  Hesse'schen  Curve  liegt;  und 
zwar  in  die  Wendetangente  (da  die  Polare  berühren  muss*))  und  in 
eine  andere  Linie,  die  dem  Wendepunkte  zugehörige  „harmonische 
Gerade.^''  Vo?i  einem  Wendepunkte  aus  kann  mari  daher  nur  noch  3 
Tangenten  an  die  Curve  ziehen;  die  Berührungspunkte  derselben  sind 
die  3  Schnittpunkte  der  ibm  zugehörigen  harmonischen  Geraden  mit 
der  Curve.  Nach  dem  vorigen  Satze  ist  ferner  die  harmonische  Gerade 
selbst  der  Ort  der  vierten  har?nofiischen  Punkte  zu  dem  JFendepunkte  und 
den  beiden  andern  Schnittpunkten  der  durch  diesen  gehenden  Strahlen 
mit  der  Curve. 

Um  nun  die  gegenseitige  Lage  der  Wendepunkte  näher  zu  discu- 
tiren,  knüpfen  wir  an  unser  Fundamentaltheorem  über  Schnittpunktsysteme 
an,  welches  für  Curven  3'^"^  Ordnung  aussagt,  dass  alle  Curven  der 
Art,  welche  8  Punkte  gemein  haben,  auch  durch  einen  bestimmten 
yten  Punkt  gehen  (vgl.  p.  428),  und  welches  uns  früher  einen  einfachen 
Beweis  für  den  Pascal'schen  Satz  lieferte.  Wir  machen  hier  eine 
andere  Anwendung  desselben  Theorems.  Auf  der  vorliegenden  Curve 
nehmen  wir  drei  Punkte  A^,  A.^,  A^  auf  der  Geraden  a,  ebenso  drei 
Punkte  B^,  B^.,  B^  auf  einer  anderen  Geraden  b  und  ziehen  drei 
andere  Linien,  welche  je  einen  Punkt  A  mit  einem  Punkte  B  ver- 
binden, also  z.  B.  die  Linien  A^B^,  A^B^,  -^.B^.  Dieselben  mögen 
bez.  mit  </j ,  d.^,  d^  bezeichnet  werden  und  unsere  Curve  bez.  noch 
in  den  Punkten  C^,  C^,  C^  schneiden.  Wir  behaupten,  dass  diese  drei 
Punkte  C  ebenfalls  auf  einer  Geraden  c  liegen.  Wir  haben  nämlich 
drei  Curven  dritter  Ordnung: 

1)  die  gegebene  Curve 

2)  die  Linien  d^ ,  d.^ ,  d.^ 

3)  die  Linien  a,  b,  c, 

welche  jedenfalls  8  Punkte  gemein  haben,  nämlich  ^, ,  A^,  A^,  B^, 
B^,  B^,  Cj,  C^,  und  folglich  auch  alle  den  neunten  Punkt  C^  ent- 
halten, q.  e.  d.        * 

Verbindet  man  also  je  einen  von  den  drei  Schnittpunkten  einer  Gera- 

*)  Diese  Berührung  kann  in  der  That  keine  uneigentliche  sein ,  d.  h.  nicht 
etwa  dadurch  entstehen,  dass  der  Doppelpunkt  der  zerfallenden  Polare  im  Wende- 
punkte liegt;  denn  sonst  würde  man  auch  von  dem  Wendepunkte  aus  noch  4 
Tangenten  an  die  Cg  ziehen  können,  während  doch  offenbar  eine  von  diesen  zu 
der  Wendetangente  benachbart  liegen  muss. 
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den  mit  einer  Cirrve  dritter  Ordnung  mit  je  einem  von  den  Schnittpunkten 
einer  anderen  Geraden,  so  schneiden  diese  Verbindungslinien  die  Curve 
noch  in  drei  Punkten,  welche  wieder  in  einer  Geraden  liegen. 

In  dieser  Weise  kann  man  unendlich  viele  Gitter  von  je  sechs 
Geraden  construiren,  von  deren  Ecken  immer  9  auf  der  Curve  S*^"" 
Ordnung  liegen.  Durch  besondere  Wahl  derselben  werden  wir  nun 
wieder  auf  die  Wendepunkte  geführt.  Lassen  wir  zunächst  die  Gera- 
den a  und  h  einander  unendlich  nahe  rücken^  so  dass  ein  Punkt  Ai 
zu  Bi  unendlich  benachbart  liegt.  Alsdann  sind  die  Linien  r/j,  d^,  d.^ 
die  Tangenten  der  Curve  in  den  Punkten  ^j,  A.^,  A.\  und  wir  haben 
den  Satz: 

Liegen  die  Berührungspunkte  dreier  Tangenten  eitler  Curve  dritter 
Ordnung  in  gerader  Linie,  so  liegen  ihre  drei  weiteren  Schnittpunkte 
ebenfalls  in  gerader  Linie. 

Gehen  ferner  die  beiden  benachbarten  Geraden  a  und  b  durch 
zwei  Wendepunkte,  sind  also  A^  (=  B^  und  A^  (=  B.^  zwei  Wende- 
punkte der  Curve,  so  sind  die  Linien  d^,  d.^  ihre  Wendetangenten. 
Die  weiteren  Schnittpunkte  C,  und  C^  der  letzteren  fallen  dann  aber 
bez.  mit  A^,  A^  zusammen,  d.  h.  die  Linie  c  fällt  auch  in  die  Linie  «• 
Da  nun  die  Punkte  ^3 ,  B.^,  C^  auch  auf  einer  Geraden  liegen  müssen, 
hier  aber  einander  unendlich  nahe  gerückt  sind,  so  bilden  sie  auch 
einen  Wende^junkt  unserer  Curve.     Also: 

Eine  gerade  Linie,  luelche  zivei  Wendepunkte  verbindet,  geht  immer 
noch  durch  einen  dritten  Wendepunkt.*) 

Die  .9  Wendepunkte  haben  also  eine  besondere  Lage  zu  einander. 
Durch  jeden  gehen  4  „Wendejmnktslinien",  von  denen  jede  je  2  der 
anderen  Wendepunkte  enthält.  Solcher  Wendepunktslinien  muss  es 
also,  da  bei  dieser  Anordnung  jede  Linie  dreimal  auftritt,  -^  9  .  4  =  12 
geben.  —  Wir  bezeichnen  im  Folgenden  die  Wendepunkte  durch  die 
Zahlen 

1     2    3    4    5    6    7    8    9 

und  durch  Liu  eine  Wendepunktslinie,  welche  die  Wendepunkte  i,  k,  h 
enthält.  Es  sind  sonach  1,  2,  3  z.  B.  die  drei  auf  der  Linie  Zj.^^ 
liegenden  Punkte.  Durch  jeden  von  ihnen  gehen  dann  noch  3  Linien 
ausser  L^^^,  so  dass  wir  zusammen  10  Linien  haben.  Es  gibt  also 
noch  zwei  weitere  Wendepunktslinien,  welche  die  Punkte  1,  2,  3  nicht 
enthalten.  Nehmen  wir  nun  an,  dass  4,  5,  6  auf  einer  Geraden  Z^.^ 
liegen,  so  muss  es  eine  12*^  Linie  L^^^  geben,  welche  die  Punkte 
7,  8,  9  enthält.  Eine  solche  Combination  von  drei  Linien  wie  L^^^, 
Zj5Q,  Zygg,  welche  zusammen  alle  neun  Wendepunkte  enthalten,  nennt 


*)  Vgl.  Maclaurin  a.  a.  0.  —  Einen  rein  algebraischen  Beweis  dieses  Satzes 
werden  wir  weiter  unten  kennen  lernen. 
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man  ein  Wendepwiklsdrcieck.  Die  Zahl  dieser  Dreiecke  bestimmt  sich, 
wie  folgt:  Durch  jeden  Wendepunkt  gehen  4  Wendepunktslinien; 
jede  muss  Seite  eines  und  nur  eines  Dreiecks  sein.  Da  aber  der  be- 
trachtete Wendepunkt  in  jedem  Dreiecke  vorkommen  muss,  so  gibt  es 
überhaupt  nur  4  Wendepunktsdreiecke.  Wir  können  somit  den  Satz 
aussprechen : 

Die  9  JVendepunkte  liegen  zu  dreien  auf  12  Geraden,  und  diese 
Geraden  ordnen  sich  in  vier  Gruppen  zu  drei  (JVendepnnkIsdreiecke),  so 
dassjede  aus  3  Linien  bestehende  Gruppe  sämmlliche  0  Wendepunkte  enthält. 

Dieser  Satz  bildet  den  Kern  für  die  algebraische  Behandlung  des 
Wendepunktsproblems,  welche  wir  später  durchführen  werden-,  wir 
skizziren  hier  nur  kurz  den  dabei  zu  befolgenden  Gedankengang.  Aus 
dieser  Gruppirung  der  9  Punkte  folgt  nämlich,  dass  die  Gleichung 
9'^"  Grades,  welche  sie  bestimmt,  einen  ganz  besonderen  Charakter 
hat,  dass  sie  durch  Wurzelziehen  lösbar  ist.  Sie  muss  zuerst  auf  eine 
Gleichung  vierten  Grades  führen,  von  welcher  die  4  Wendepunkts- 
dreiecke abhängen;  zwei  der  letzteren  je  in  ihre  3  Seiten  zu  zerlegen, 
erfordert  dann  nur  je  eine  Gleichung  3'^"  Grades;  die  Schnittpunkte 
der  einzelnen  Seiten  verschiedener  Dreiecke  sind  dann  die  Wende- 
punkte. Zur  Bestimmung  der  letzleren  hätte  man  also  nach  dieser  vor- 
läufigen Abzahlung  ausser  linearen  Gleichungen  nur  eine  biquadratische 
und  zwei  cubische  Gleichungen  zu  lösen.  Um  die  biquadratische  Glei- 
chung selbst  aufzustellen,  hat  man  noch  folgende  geometrische  Ueber- 
legungen  nöthig. 

Die  gegebene  Curve  /=  0  und  ihre  Hesse 'sehe  A  =  0  bestimmen 
den  Büschel  x/'-f-  A  A  ^  0,  dessen  Gruiidpunkte  die  9  Wendepunkte 
sind.  Unter  den  Curven  dieses  Büschels  müssen  auch  die  4  Wende- 
punktsdreiecke enthalten  sein,  denn  jedes  bildet  eine  zerfallende  Curve 
ßter  Ordnung,  welche   durch   die   9    Wendepunkte    geht.     Wir  haben 

also  eine  biquadratische  Gleichung  für  j  zu  bilden,  welche  diese  vier 

besonderen  Curven  des  Büschels  y^f  -\-  AA  =  0  bestimmt.  Durch 
einen  Wendepunkt  gehen  nun  vier  Strahlen,  welche  je  zwei  weitere 
Wendepunkte  enthalten.  Zwei  dieser  Linien  können  wir  dazu  be- 
nutzen, um  die  harmonische  Gerade  des  Wendepunktes  zu  construiren, 
indem  wir  auf  ihnen  die  vierten  harmonischen  Punkte  in  der  ange- 
gebenen Weise  suchen;  die  Verbindungslinie  der  letzteren  ist  die 
gesuchte  harmonische  Gerade.  Diese  Construction  hängt  nur  von  den 
Wendepunkten,  nicht  von  der  gegebenen  Cg  ab;  geht  also  irgend  eine 
Cg  durch  die  9  Wendepunkte,  so  liegen  immer  die  zu  einem  derselben 
in  Bezug  auf  diese  C^  gehörigen  vierten  harmonischen  Punkte  in  einer 
Geraden,  d.  h.  die  Polare  des  Punktes  zerfällt.  Letzteres  tritt  aber  nur 
für   die  Wendepunkte  ein ;  und  somit  haben  wir  den  wichtigen    Satz : 
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Sind  die  0  Fundamentalpunkte  eines  Büschels  von  Curven  dritter 
Ordnung  IVendepunkte  für  eine  Curve  desselben,  so  sind  sie  es  für  alle 
Curven  des  Büschels;*)  oder: 

Alle  Curven  des  Büsche/s  Jif-\-  ZA  =  0  haben  dieselben  9  fV ende- 
punkte.   (Die  Wendetangenten  dagegen  sind  natürlich  verschieden.) 

Insbesondere  folgt  hieraus,  dass  die  Hesse 'sehe  Curve  von 
x/  +  A  A  =  0  wieder  eine  Curve  des  Büschels  ist.  Bezeichnen  wir 
ihre  Gleichung  durch  Ly.i  =  0,  so  haben  wir  also: 

(3)  t\^x  =  Kf^Lb., 

wo  K  und  L  vom  dritten  Grade  va  y,,  l  sind,  da  die  Hesse 'sehe 
Form  immer  vom  dritten  Grade  in  den  Coefficienten  der  Grundform 
ist.  Die  wirkliche  Bestimmung  dieser  Functionen  K ,  L  geschieht  mit 
Hülfe  der  Theorie  der  ternären  cubischen  Formen,  auf  welche  wir 
später  eingehen  werden. 

Unter  den  Curven  des  „si/zy(/etischen"  Büschels  x/" -j-  AA  =  0 
sind  nun,  wie  schon  erwähnt,  auch  die  vier  Wendepunktsdreiecke  ent- 
halten. Dieselben  können  wir  dadurch  charakterisiren ,  dass  ihre 
Hesse'sche  Curve  mit  der  Grundcurve  zusammenfallen  muss;  denn 
auf  einer  aus  drei  Geraden  bestehenden  Curve  ist  jeder  Punkt  ein 
Wendepunkt,  indem  in  jedem  drei  successive  Punkte  auf  gerader  Linie 
liegen.  Soll  also  die  Curve  x/-f-AA  =  0  in  drei  Gerade  zerfallen, 
so  muss  von  den  Gleichungen: 

x/-+AA  =  0,     Ä'/'+ZA^O 

die  eine  eine  Folge  der  andern  sein.  Durch  Elimination  der  Xi  ergibt 
sich  daher  als  die  Gleichung  vierten  Grades,  welche  die  Wendepunkls- 
dreiecke  bestimmt  x 

(4)  %L  —  IK=Q). 

Aus  der  Vertheilung  der  Wendepunkte  auf  die  Seiten  dieser  4 
Dreiecke  können  wir  ferner  Schlüsse  auf  die  Realität  derselben  ziehen. 
Wir  stellen  zu  dem  Zwecke  die  Lage  der  9  Punkte  auf  den  12  Seiten 
in  einem  Schema  übersichtlich  zusammen.  Dabei  benutzen  wir  den 
Satz:  Wenn  durch  einen  Wendepunkt,  etwa  1,  zivei  Wendepunhtslinien, 
etiva  Zj23  und  L^^-  gehen.,  so  schneiden  sich  die  Verbindungslinien  von 
2,  3  mit  je  einem  der  Punkte  4,  7  niemals  in  einem  Wendepunkte.  Denn 
wenn  sich  24  und  37  in  6  schnitten  und  etwa  5  der  Punkt  wäre, 
welchen  16  noch  enthält,  so  müssten  8,  9  (als  die  allein  übrig  blei- 
benden) sowohl  mit  1,  als  mit  6  in  gerader  Linie  liegen,  was  nicht 
möglich    ist.     Hiernach    werden  wir  nun    sogleich    folgendes   Schema 


*)  Vgl.  hier  und  im  Folgenden  Hesse:  a.  a.  0. 
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der  auf  den  12  Wendepunktslinien  liegenden  Tripel  der  9  Punkte 
aufstellen: 

1)  1,2,  3        2)  1,4,7        3)  1,5,9        4)  1 ,  6,  8 

(5)  5)4,5,6        6)2,5,8        7)2,6,7        8)2,4,9 
9)7,8,9       10)3,6,9       11)3,4,8       12)3,5,7. 

Wir  können  nämlich  1),  2),  3),  4)  ganz  beliebig  wählen,  da  durch  1 
jedenfalls  vier  Wendepunktslinien  gehen.  Ferner  können  wir,  wie 
schon  früher  gezeigt  wurde,  annehmen,  dass  4,  5,  6  und  7,  8,  9  je 
auf  einer  Geraden  liegen,  wodurch  dann  5)  und  9)  festgelegt  sind. 
Den  Punkt  2  können  wir  dann  noch  mit  4,  5  und  6  verbinden;  und 
weil  die  Zahlen  24,  25,  26  in  1),  2),  3),  4),  5),  9)  noch  nicht  ver- 
einigt vorkommen,  dagegen  4  mit  7  schon  in  2),  5  mit  9  in  3),  6 
mit  8  in  4)  vereinigt  ist,  so  haben  wir  für  jedes  der  drei  Paare  24, 
25,  26  nur  noch  die  Wahl  zwischen  je  zweien  der  Zahlen  7,  8,  9; 
andere  Zahlen  können  dagegen  nach  obigem  Satze  nicht  hinzugefügt 
werden.  Ebenso  erkennt  man  endlich,  dass  nach  diesen  Bestimmungen 
die  von  3  ausgehenden  Linien  nur  die  in  10),  11),  12)  bezeichneten 
Punkte  enthalten  können.  In  dem  so  entstandenen  Schema  bilden 
gleichzeitig  je  drei  unter  einander  stehende  Gruppen  ein  Wendepunkts- 
dreieck; denn  in  ihnen  kommt  jedesmal  jede  der  Zahlen  1,  2  ...  9 
nur  einmal  vor.  Wir  können  das  Gesetz  dieser  Gruppirung  noch 
übersichtlicher  in  folgender  Weise  darstellen.  Wir  schreiben  die  9 
Zahlen  in  Determinantenform: 

1        2        3 

(6)  4        5        6 

7        8        9. 

Bezeichnen  wir  nun  die  Dreiecke  in  der  Reihenfolge,  wie  sie  in  obigem 
Schema  (5)  neben  einander  stehen,  mit  I,  II,  III,  IV,  so  dass  z.  B. 
III  aus  den  Linien  Zj^g,  L^^-;,  Zgjg  besteht,  so  erkennt  man  sofort  die 
Richtigkeit  der  folgenden  Regel. 

Es  liegen  immer  auf  gerader  Linie: 

in     I  je  drei  Punkte  einer  Horizontalreihe  von  (6)  , 
„     II  „      „  „  „      Verticalreihe  von  (6), 

„  III   „      „  „      ,  welche  in  (6)  als  Determinante  ein  po- 

sitives Glied  geben, 
„   IV   „      „  „      ,  welche  in  der  Weise  ein  negatives  Glied 

ergeben. 
Aeusserlich  noch  einfacher  gestaltet  sich  diese  Gruppirung,  wenn 
wir  jeden    Wendepunkt    (wie    ein   Element  einer   Determinante)    mit 
zwei  Zahlen  bezeichnen,  also  00  für  1,  Ol   für  2  etc.  schreiben.     Wir 
haben  dann  die  9  Wendepunkte: 
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00        Ol        02 

10        11        12 

20  21  22, 
und  die  einfache  Regel:  Es  liegen  immer  und  7iur  drei  solche  Punkte 
in  einer  Geraden,  bei  denen  sowohl  die  Sum?ne  der  ersten  als  die  der 
zweiten  Zahlen  durch  3  theilbar  ist.  Diese  Darstellung  erscheint  hier 
nur  äusserlich  bequemer;  wir  werden  jedoch  später  mit  Hülfe  der 
Theorie  der  elliptischen  Functionen  in  der  Lage  sein,  den  Zahlen- 
paaren 00,  Ol  etc.  eine  reale  Bedeutung  beizulegen,  wodurch  wir  dann 
direct  auf  den  zuletzt  ausgesprochenen  Satz  geführt  werden.  Um  so 
mehr  werden  Avir  uns  im  Folgenden  dieser  Schreibweise  bedienen. 
Bezeichnen  wir  also  durch  Verbindungsstriche  die  Wendepunktslinien, 
und  zwar  durch  parallele  Striche  solche  Linien,  welche  ein  Wende- 
punktsdreieck bilden,  so  haben  wir  das  Schema  (vgl.  p.  15): 

00, 0« Q2z -M (M 


(7) 


oder  man  hat  die  folgenden  Linien  und  Dreiecke: 


I 

00,  Ol,  02 
10,  11,  12 
20,  21,  22 


II 

00,  10,  20 

01,  11,  21 

02,  12,  22 


III 

00,  11,  22 

01,  12,  20 

02,  10,  21 


IV 

00,  12,  21 

01,  10,  22 

02,  11,  20. 


Man  kann  dies  auch  so  aussprechen,  dass  in  I  je  drei  Punkte  mit 
constantem  ersten  Index  auf  einer  Geraden  liegen,  in  II  je  drei  mit 
constantem  zweiten  Index,  in  III  je  drei,  bei  denen  jeder  Index  von 
Punkt  zu  Punkt  um  1  wächst,  in  IV  je  drei,  bei  denen  der  eine 
Index  von  Punkt  zu  Punkt  um  1  abnimmt,  der  andere  aber  um  1 
wächst. 

Eins  der  so  gewonnenen  Dreiecke,  z.  B,  das  erste,  legen  wir  den 
folgenden  Betrachtungen  zu  Grunde  und  bezeichnen  die  Ecken  des- 
selben durch  ^f,,  J^,  A^,  die  gegenüberliegenden  Seiten  durch  a^,  «j, 
«2,  so  dass  auf  «,  die  Punkte  iO,  il,  i2  liegen.  Betrachten  wir. etwa 
die  beiden  Punktreihen: 

a,)    J„    20,     21,    22,     ^„ 

«,)     J,,     10,     12,     11,     A^, 
so  folgt  ans  dem  Vorstehenden,  dass  sie  projectivisch  liegen,  denn  je 
zwei  unter  einander  stehende  Punkte  liegen  mit  00  auf  gerader  Linie. 
Statt  00  können  wir  aber   auch  Ol    oder    02    als    Projectionscentrum 
wählen,   wenn  wir  die  Reihe  «,  nur  bez.  in  folgender  Weise  ordnen: 
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a;)      .^„,     12,     11,     10,     A.,,     und: 
a{')     A„     11,     10,     12,     Ar 

Die  drei  Punktreihen  «,,  «,',  a^'  sind  also  unter  einander  projecti- 
viseh,  da  sie  alle  zu  ff.,  projectivisch  sind;  sie  unterscheiden  sich  aber 
nur  durch  cyclische  Vertauschung  der  Elemente  10,  12,  11  und  sind 
daher  zu  einander  cyclisch- projectivisch  (vgl.  p.  201).  Dasselbe  gilt 
für  die  andern  Dreiecke  und  Linien,  so  dass  wir  den  Satz  ausspre- 
chen können: 

Fasst  man  die  drei  auf  einer  Wendepimktslinie  liegenden  Wendepunkte 
als  ein  cyclisch- jyrojeciivisches  Sy stein  avf^  so  werden  die  beiden  festen 
Grundelemente  durch  die  auf  der  Linie  liegenden  Ecken  des  zugehörigen 
Wendepunktsdreiecks  gegeben;  und  zivar  kann  man  auf  36  Arten  zwei 
Punktreihen  so  ivählen^  dass  sie  perspectivisch  liegen,  und  dass  ihr  Pro- 
jectionscentrum  wieder  ein  Wendepunkt  ist*),  oder  mit  anderen  Worten 
(vgl.  p.  225): 

Fasst  ?nan  die  drei  auf  einer  Geraden  liegenden  Wendepunkte  als 
V erschwindungspunkte  einer  binären  cubischen  Form  auf,  so  werden  die 
Punkte  ihrer  Hesse'scÄew  Form  durch  die  Ecken  des  zugehörigen 
Wendepunktsdreiecks  dargestellt.  Jede  solche  Ecke  bildet  also  mit  den 
drei  Punkten  ein  äquianharmonisches  Doppelverhältniss, 

Hieraus  folgt  schon,  dass-  die  beiden  Ecken  conjugirt  imaginär 
sein  müssen^  wenn  die  drei  Wendepunkte  reell  sind;  denn  vier  Punkte 
mit  äquianharmonisehem  Doppelverhältnisse  können  niemals  sämmt- 
lich  reell  sein.  Sollen  dagegen  die  beiden  Ecken  reell  sein,  so  müssen 
zwei  der  drei  Wendepunkte  conjugirt  imaginär  werden.  Dass  in 
unserm  Falle  nun  nicht  alle  9  Wendepunkte  reell  sein  können,  er- 
kennt man  auch  daraus,  dass  zwei  projectivisch  liegende  Punktreihen, 
wie  «,  und  a^,  nur  ein  reelles  Projectionscentrum  ergeben  können. 
Des  Näheren  gestaltet  sich  die  Vertheilung  von  reellen  und  imaginären 
Punkten  in  folgender  Weise. 

Schon  früher  haben  wir  gesehen,  dass  mindestens  immer  drei 
reelle  Wendepunkte  vorhanden  sein  müssen.  Diese  drei  liegen  alsdann 
auf  einer  Geraden,  denn  die  reelle  Verbindungslinie  von  zweien  der- 
selben muss  die  Curve  in  einem  dritten  reellen  Punkte  treffen;  und 
dies  ist  dann  nach  dem  obigen  Satze  ein  Wendepunkt.  Die  zwei  auf 
dieser  Wendepunktslinie  liegenden  Dreiecksecken  sind  dann  nothwen- 
dig  conjugirt  imaginär,  und  ebenso  die  beiden  durch  sie  gehenden 
Linien,    welche    mit  jener    reellen   Geraden    ein    Wendepunktsdreieck 


*)  Man  schliesst  aus  diesen  Verhältnissen  leicht,  dass  jede  Curve  dritter  Ord- 
nung 18  lineare  Transfurinationen  in  sich  selbst  zulässt;  und  diese  Transformationen 
führen  zugleich  alle  Curven  des  Büschels  m/'-|-  XA  =  0  in  sich  über.  Vgl.  darüber 
Klein:  Math.  Annaleu,  Bd.  4,  p.  35-3;  Harnack:  ib.  Bd.  9,  p.  42  ff. 
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bilden.  Also  siud  alle  die  andern  Wendepunkte  imaginär,  und  zwar 
in  dem  betrachteten  Dreiecke  die  Wendepunkte  einer  Seite  conjugirt 
zu  denen  der  andern.  Verbindet  man  nun  je  zwei  conjugirte  Punkte, 
so  entsteht  ein  zweites  Dreieck,  dessen  Seiten  sämmtlich  reell  sind, 
und  wo  auf  jeder  Seite  ein  reeller  Wendepunkt  liegt.  Die  beiden 
andern  Dreiecke  sind  ganz  imaginär  und  einander  conjugirt,  denn 
sonst  müsste  es  mehr,  als  drei  reelle  Wendepunkte  geben,  was  nicht 
möglich  ist.  Reell  sind  also  immer:  3  Wendepunkle ^  4  Wendepunkls- 
•^linien,  1  Wendepunktsdreieck ,  4  Ecken  von  Wendepnnklsdreiecken.'*) 
Letzteres  sind  die  drei  Ecken  des  reellen  Dreiecks,  und  die  Ecke, 
welche  der  Verbindungslinie  der  drei  reellen  Wendepunkte  in  dem 
zugehörigen  Dreiecke  gegenüberliegt. 

Diese  Verhältnisse  lassen  sich  algebraisch  einfach  darstellen,  wenn 
wir  eines  der  Wendepunktsdreiecke,  etwa  das  reelle,  als  Coordinaten- 
dreieck  einführen,  d.  h.  uns  einer  (reell  herstellbaren)  kanonischen 
Form  für  die  Gleichung  der  Curve  dritter  Ordnung  bedienen.  Während 
eine  solche  vereinfachte  Gleichungsform  bei  den  Kegelschnitten  auf 
dreifach  unendlich  viele  Weisen  möglich  war,  gibt  es  für  sie  bei 
Curven  dritter  Ordnung  nur  vier  verschiedene  Fundamentaldreiecke. 
Bei  höheren  Curven  jedoch  wird  die  durch  eine  kanonische  Form 
veranlasste  Vereinfachung  verhältnissmässig  immer  geringer;  denn 
eine  lineare  Transformation  enthält  8  Constante,  und  man  kann  diese 
so  bestimmen,  dass  8  Constante  der  Curve  fortfallen,  also  in  der  ka- 
nonischen Form  nur  noch  ^n  [n  -{-  3)  —  8  Constante  vorkommen. 
Aber  diese  Zahl  ist  schon  für  «  =  4  gleich  6,  die  erzielte  Verein- 
fachung daher  nicht  mehr  so  bedeutend.  Bei  Curven  dritter  Ordnung 
muss  hiernach  eine  kanonische  Form  möglich  sein,  in  der  nur  noch 
eine  absolute  Constante  vorkommt;  und  diese  Constante  hängt  mit  der 
einen  absoluten  Invariante  der  Curve,  die  wir  später  aufstellen  werden, 
eng  zusammen.  In  der  That  ergibt  sich  eine  kanonische  Form  der 
Art  durch  die  folgenden  Ueberlegungen. 

Ist  z.  B.  durch  y,  =  0  eine  Wendepunktslinie  dargestellt,  so 
haben  wir  auf  ihr  eine  binäre  Coordinatenbestimmung  y.,  :  y.^,  deren 
Grundpunkte  mit  den  auf  y^  =  0  gelegenen  Ecken  des  Coordinaten- 
dreiecks  zusammenfallen.  Diese  Ecken  sollen  nun  —  so  nehmen  wir 
an  —  Ecken  eines  Wendepunktsdreiecks  sein,  also  nach  dem  soeben 
bewiesenen  Satze  die  Hesse 'sehe  Form  der  binären  cubischen  Form 
darstellen,  welche  durch  die  drei  auf  ^i  =  0  gelegenen  Wendepunkte 
gegeben  ist.  Die  Gleichung  der  letzteren  in  dem  binären  Gebiete, 
bezogen  auf  die  Grundpunkte  der  Hesse'schen  Form  y^  =  0,  y^  =  0 


*)  Die  Sätze   über  Gruppirung  und  Realität   der   Wendepunkte    sind   zuerst 
von  Plücker  entwickelt:  System  der  analytischen  Geometrie,  Berlin  1835,  p.  283  ff. 
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kana  aber  nacli  unseru  früheren  Untersuchungen  in  der  Gestalt 
Vi^  +  !/n^  =  ^*)  vorausgesetzt  werden;  und  in  diese  Gleichung  muss 
also  die  Curvengleichung  für  y^  =  0  übergehen.  Ebenso  können  von 
den  Gliedern  derselben  für  t/.,  =  0  und  y.^  =  0  bez.  nur  die  Ausdrücke 

t/\^-\-!//     und     ?/,-'^  +  ?/./ 

stehen  bleiben.  Die  Gleichung  der  Curve  dritter  Ordnung,  bezogen  auf 
ein  Wendepunktsdreieck  ist  daher  von  der  Form: 

(8)  /EEE  a  (y,3  +  y,^3  4_  y^3)  _|.  Qhy^y.^y^  =  0, 

WO  dann  -  eine  für  die  Curve  charakteristische  absolute  Constante  ist, 

a 

deren  geometrische  Bedeutung  wir  später  erkennen  werden.  Diese 
Gleichungsform  tritt  nicht  nur  immer  beim  Wendepunktsdreieck  ein, 
sondern  kommt  auch  ausschliesslich  demselben  zu;  denn  wir  können 
leicht  zeigen,  dass  eine  Curve  von  der  Gleichung  (8)  ihre  Wendepunkte 
immer  auf  den  Seiten  des  Coordinatendreiecks  hat.  Zu  dem  Zwecke 
bilden  wir  die  Gleichung  der  Hesse'schen  Curve;  dieselbe  ist: 

iA=   hy.^         ay^         hy^ 
by^         by^  ay.^ 

=  («3  +  2  b^)  y,y,y,  -  ab^-  (y,^  +  y,^  +  ^33)  =  0 , 
oder  wenn  wir  a  =  —  6  ab"^^  ß  =  a^  -\-  2b^  setzen: 

(9)  A^a  (y,^  +  y,3  _|_  y^3)  +  6  ^«/,y,2/3  =  0, 

also  von  derselben  Form  wie  die  Curvengleichung.  Für  die  Schnitt- 
punkte der  Curven  (8)  und  (9)  haben  wir  also  entweder 

(10)  aß-ba  =  0, 
oder: 

(11)  yi^  +  ^2^  +  «/3^  =  0     und     ?/i?/2y3  =  0. 

Die  letzte  Gleichung  sagt  aber  unmittelbar  aus,  dass  die  Schnittpunkte 
von  (8)  und  (9),  d.  i.  die  Wendepunkte  auf  den  Seiten  y^  ^^0,  y^  =  0, 
^3  =  0  liegen. 

Die  Gleichung  (10)  wird   im   Allgemeinen  nicht  erfüllt  sein;   sie 
gibt  vielmehr  für  a  :  b  die  Gleichung  («3  =  1); 

0  =  «^  +  8  ab^  =  a{a-i-2b)  {a  -\- 2 s b)  {a -\- 2  sH) . 

Wenn  einer  dieser  vier  Factoren  verschwindet,  ist  die  Curve  immer 
ein  Dreieck,  hat  also   unendlich   viele   Wendepunkte    und  kommt  für 


*)  Die  auf  p.  224  benutzte  Form  ^2^  —  ä's'  =  0  geht  offenbar  in  diese  über, 
wenn  man  nur  —  y^  statt  yg  schreibt. 
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uns  jetzt  nicht  in  Betracht.  Für  a  =  0  gibt  nämlich  die  Gleichung 
(8)  direct  i/ii/.,i/^  =  0,  und  für  a  =  —  2£'b  oder  />  =  —  \  a s"^'  geht 
sie  über  in: 

Mit  Hülfe  obiger  kanonischen  Form  beweisen  wir  auch  leicht 
wieder  den  Hesse 'sehen  Satz,  dass  alle  Curven  des  Büschels 
«;/'-|-AA  =  0  die  Wendepunkte  gemeinsam  haben.  Die  Hesse'sche 
Curve  der  Curve 

xZ-f-  AA  =  {xa  +  Aa)  (y,^  +  y./  +  ^3^)  -\-  G  {xb  +  A/3)  v.y.y,  =  ü 

ist  nämlich  gegeben  durch 

(12)  A,,  =  4  W  +  ^2'  +  ys')  +  6  ^yi  ^2^3  =  0 , 

wo  A,  B  von  KCl  -\-  2«,  xh  -\-  Iß  ebenso  abhängen,  wie  or,  ß  von 
a,  Z>,  wo  also: 

A=  —  6  {xa-\-  Aa)  (;t&  +  /l/3)2 
B  =  {xa-j-  Aa)3  4-  2  (;cö  +  A/3)3  ; 

und  da  y[^  -\-  y2^  -\-  y-i^  und  y^y^iij;^  sich  durch  /"  und  A  ausdrücken 
lassen,  so  folgt  wieder  die  Gleichung  (3):  t\y.i  =  K f  -\-  ZA,  was  den 
Hesse'schen  Satz  involvirt. 

Die  Coordinaten  der  9  Wendepunkte,  sowie  die  Gleichungen  der 
12  Wendepunktslinien  können  wir  nun  auch  leicht  angeben.  Nehmen 
wir  an,  die  Linien  y^  =  0,  y^  =  0,  y.^  =  0  seien  reell,  so  haben  wir 
für  y,  =  0 : 

^2^   +   2/3^=0, 

also ,  wenn  y.,  =  1  gesetzt  wird :  ^3  =  —  1 ,  —  £  oder  —  f^ ;  und  so 
findet  man  für  die  Coordinaten  der   9   Wendepunkte  die  Tafel  (£-*  =  1) : 


Ufy,  =  0 

0, 

1; 

-1; 

0, 

1, 

—  8 

0; 

1,  -£2; 

„       ^2  =  ^ 

-^^ 

0, 

1; 

-h 

0, 

1 

—  f; 

0,        1; 

;;      2/3  =  0 

1, 

-^; 

0; 

1, 

-^', 

0 

1, 

-1,       0. 

Und  in  dieser  Anordnung  stimmt  die  Tafel  mit  dem  früheren  Schema 
(7)  vollkommen  überein.  Je  dreimal  drei  neben  oder  unter  einander 
stehende  Punkte  geben  ein  Dreieck,  ebenso  je  dreimal  drei  Punkte 
eines  aus  dem  Schema  abgeleiteten  positiven  oder  negativen  Deter- 
minanten-Gliedes. Man  überzeugt  sich  davon  leicht  direct,  da  die 
aus  den  Coordinaten  je  dreier  solcher  Punkte  zu  bildende  Deter- 
minante verschwindet,  dieselben  also  auf  gerader  Linie  liegen.  —  Für 
die  Producte  der  Seiten  der  4  Wendepunktsdreiecke  haben  wir  die 
Gleichungen : 
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n.    (//i  +    j/2 +  y3)(yi  4- fy.  +  «-2/3)  (yi  +  «^^2  +  «^3)  =  ^, 

III.  (yj  +    £y,  +  ?/;i)  (y,  +    y,  +    f^a)  (2/1  +  «V2  +  «'^3)  =  ^  ; 

IV.  (y,  +  £^2  +  Vi)  iVi  +  2/2  +  ^'2/3)  (2/1  +  ^^2  +  m)  =  0  . 
Hier  entsteht  It  aus  den  positiven  Determinantengliedern  der  Tafel, 
es  enthält  eine  reelle  und  zwei  eonjugirt  imaginäre  Seiten;  III  ent- 
steht aus  den  Horizontalreihen  und  ist  ganz  imaginär-,  IV  entsteht 
aus  den  negativen  Determinantengliedern  und  ist  zu  III,  Seite  für  Seite, 
eonjugirt  imaginär. 

Ganz  analog  gestalten  sich  natürlich  diese  Verhältnisse,  wenn 
man  statt  des  reellen  Dreiecks  eines  der  imaginären  zu  Grunde  legt. 
Den  Uehergang  von  einem  Wendepunktsdreiecke  zu  einem  andern  kann 
man  in  folgender  Weise  bewerkstelligen.  Es  sei  die  Curvengleichung 
/'=0  in  der  Form  (8)  gegeben,  bezogen  auf  das  Dreieck  I  (y,  =  0, 
y  —  0,  2/3  =  0),  dann  setzen  wir,  um  sie  statt  dessen  z.  B.  auf  das 
Dreieck  II  zu  beziehen: 

^1  =  2/1  +     Vi  +     Vi 

^2  =  2/1+    *2/2  +  f^2/3 

2^3  ==  2/1  +  f^2/2  +    ^2/3 
und  zur  Abkürzung: 

^>  =  yx'  ■\-yi'  -\-V'ii   ^  =  2/12/22/3; 

dann  wird: 

9>'  =  ^-1'  +  -2'  +  ^3'  =  3  (2/,^  +  2/2=^  +  V:?)  +  1 8  y,  2/22/3 
=  3  9)  +  18  z/» 

i,'  =  z,  ^22-3  =  2/1^  +  2/2^  +  2/3-  +  3  («  +  ^')  2/12/22/3 

=  (p  —  3t/;, 
also:  9(p  =  (p' -i- Qt',     27  t/»  =  9' —  3  1^' 

und  die  gesuchte  Gleichung  der  Curve,  bezogen  auf  das  neue  Dreieck: 
9/EE^9«9  +  54öi/;  =  («  +  2*)qp'  +  6  {a  —  b)i;'  =  0. 
Zur  wirklichen  Lösung  des  Wendepunktsproblems  bleibt  uns  nach 
diesen  ausführlichen  Erörterungen  über  die  Gruppirung  der  neun 
Punkte  übrig,  die  Transformationsformeln  aufzustellen,  mittelst  deren 
eine  beliebige  Curve  dritter  Ordnung  in  die  als  möglich  erkannte 
kanonische  Form  gebracht,  d.  h.  auf  ein  Wendepunktsdreieck  bezogen 
werden  kann.  Die  Frage  nach  der  Bestimmung  der  Wendepunkte  ist 
also  ebenso  auf  ein  Transformationsproblem  zurückgeführt  wie  die 
früher  behandelte  der  Aufsuchung  der  gemeinsamen  Punkte  zweier 
Kegelschnitte.  Die  biquadratische  Gleichung  (4)  vertritt  dabei  die 
für  letzteres  Problem  benutzte  cubische  Gleichung  A  (A)  =  0  (vgl. 
p.  122  ff.). 
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II.    Die  zugehörigen  Curven  dritter  Klasse. 

Wir  knüpfen  wieder  an  die  Betrachtung  der  zu  den  9  Wende- 
punkten gehörenden  9  harmonischen  Geraden  .an.  Man  kann  eine 
soklic,  wie  schon  erwähnt;  construiren,  indem  man  auf  den  (hirch  den 
zugeliörigen  Wende])unkt  gehenden  WendepunktsHnien  die  vierten 
liarmonischen  Punkte  zu  den  beiden  andern  Wendepunkten  der  Linie 
sucht.  Zufolge  unserer  Untersuchungen  über  binäre  cubische  Formen 
(vgh  p.  225)  baben  wir  den  Satz: 

Fasst  man  die  drei  auf  einer  Geraden  liegenden  Wendepxinkle  als 
Grnndpunkte  einer  bi?iären  cuhischen  Form  auf,  so  bildeti  die  Schnitt- 
punkle  der  zugeliörigcn  drei  harmonischen  Geraden  mit  der  Wendepunkts- 
linie die  Grundpunkte  der  Covariante  Q.  Und  da  die  binäre  quadra- 
tische Covariante  A  durch  die  auf  der  Linie  gelegenen  Ecken  des 
zugehörigen  Wendepunktsdreiecks  dargestellt  wird  (vgl  p.  508),  so 
folgt  weiter: 

Der  Schnittpunkt  der  zu  einem  Wendepunkte  gehörigen  harmonischen 
Geraden  mit  einer  durch  ihn  gehenden  WendepunktsHnie  ist  der  vierte 
liarmonische  Punkt  zu  den  beiden  auf  dieser  Linie  liegenden  Ecken  des 
zugehörigen  Wendepunktsdreieqks  und  dem  Wendepunkte. 

Diesen  Satz  können  wir  auch  leicht  direct  einsehen:  Die  9  har- 
monischen Geraden  sind  für  alle  Curven  des  Büschels  ^t/  -{-  A  A  =  0 
dieselben.  Als  Theile  der  Polaren  der  Wendepunkte  in  Bezug  auf 
alle  diese  Curven  erhält  man  sie  daher  auch,  wenn  man  als  Curve 
dritter  Ordnung  ein  Wendepunktsdreieck  zu  Grunde  legt  und  die 
Polare  eines  Wendepunktes  in  Bezug  auf  dasselbe  construirt.  Letztere 
besteht  dann  aber  aus  der  durch  den  Wendepunkt  gehenden  Seite  des 
Dreiecks  und  aus  der  Polare  in  Bezug  auf  die  beiden  andern  Seiten 
desselben.  Die  harmonische  Gerade  entsteht  also  einfach,  wenn  man 
den  betreffenden  Wendepunkt  mit  der  gegenüberliegenden  Ecke  eines 
der  vier  durch  ihn  gehenden  Wendepunktsdreiecke  verbindet  und  zu 
dieser  Linie  und  zu  den  in  jener  Ecke  zusammenlaufenden  Seiten  des 
Dreiecks  den  vierten  harmonischen  Strahl  sucht.  Die  harmonischen 
Geraden  gehen  hiernach  jede  durch  eine  Ecke  jedes  Wendepunkts- 
dreiecks: 

Die  12  Ecken  der  Wendepunktsdreiecke  liegen  zu  4  auf  den  9 
harmonischen  Geraden.  Und  ferner  erkennt  man  aus  der  Construction 
sofort  den  Satz: 

Die  harmonischen  Geraden,  ivelche  zu  drei  auf  einer  Wendepunkts- 
linie gelegenen  Wendepunkten  gehören,  schneiden  sich  in  einer  Dreiecks- 
ecke, ivelche  dadurch  jener  Wendepunktslinie  entspricht:  Den  Seiten  eines 
Dreiecks  entsprechen  die  gegenüberliegenden  Ecken. 

Clebsch,  Vorlesungen.  33 
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Die  harmouischen  Geraden  bilden  also  hinsichtlich  ihrer  Gruppi- 
rung  ein  den  Wendepunkten  dualistisch  genau  entgegengesetztes 
System;  sie  müssen  daher  ebenso  die  gemeinsamen  Rückkehrtangenten 
einer  Schaar  von  Curveu  dritter  Klasse  sein,  wie  die  Wendepunkte 
allen  Curven  eines  Büschels  von  Curven  dritter  Ordnung  gemeinsam 
sind.  Die  Theorie  der  Curven  dritter  Ordnung  ist  daher  unzertrenn- 
lich von  derjenigen  der  Curven  dritter  Klasse;  die  eine  führt  noth- 
wendig  auf  die  andere.  Ehe  wir  auf  die  erwähnte  Schaar  mit  ge- 
raeinsamen Rückkehrtangenten  eingehen,  wollen  wir  die  bisher 
erhaltenen  vSätze  über  Curven  dritter  Ordnung  dualistisch  auf  Curven 
dritter  Klasse  übertragen  und  kurz  zusammenstellen. 

Was  zunächst  die  Gestalt  der  letzteren  anbetrifft,  so  können  wir 
dieselbe  erhalten,  indem  wir  etwa  die  polaren  Gegenbilder  der  in 
Fig.  62  dargestellten  Curven  in  Bezug  auf  einen  beliebigen  Kegel- 
schnitt construiren.  Aus  einem  Ovale  wird  dabei  wiederum  ein  Oval, 
wie  ein  Kegelschnitt  wieder  in  einen  Kegelschnitt  übergeht;  aus  dem 
Zuge  mit  drei  Wendepunkten  in  gerader  Linie  dagegen  ein  Zug  mit 
drei  Rückkelirtangenten  durch  einen  Punkt,  und  zwar  ein  geschlossener 
Zug*),  denn  derselbe  muss  ebenso  aus  einem  Strahlbüschel  durch  all- 
mählige  Degeneration  erzeugt  werden  können,  wie  jener  Zug  mit  drei 
Wendungen  aus  einer  Geraden.  Wir  haben  demnach  die  folgenden 
Typen  von  Curven  dritter  Klasse: 

1)  FAntheüige  Curven,  bestehend  aus  einem  einzigen  Zuge  mit 
drei  Rückkehrtangenten  (vgl.  Fig.  65  und  3  in  Fig.  64). 

2)  Ziveitheilige  Curve ,  bestehend  aus  einem  solchen  Zuge  und 
einem  ihn  umschliessenden  Ovale  (vgl.  Fig.  63,  und  1  in 
Fig.  64). 

Im  letztern  Falle  kann  das  Oval  nicht  im  Innern  des  dreispitzigen 
Zuges  liegen,    da   es  sonst  Punkte  geben  würde,   von   denen  aus  man 


Fig.  03, 


Fig.  C5. 


fünf  Tangenten  an  die  Curve  ziehen  könnte.     Zwischen  beiden  Curven- 
arten  stellt   sich  als  Uebergangsstufe  **)  die  Curve  mit  Doppeltangente 

*)  Man  erkennt  dies  auch  daraus,  dass  die  Curve  dritter  Klasse  von  der 
sechsten  Ordnung  ist,  und  dass  eine  Curve  gerader  Ordnung  ohne  Doppelpunkt 
nip  einen  unpaaren  Zug  enthalten  darf;  vgl.  die  Anmk.  auf  \).  499. 

**)  Vgl.  dazu  Fig.  53  auf  p.  346. 
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(vgl.  2  in  Fig.  64),  Wie  aus  dieser  Curve  die  zweitheilige  von  Fig. 
63  entsteht,  wird  aus  der  Zeichnung  unmittelbar  klar  sein;  die  Curve 
von  Fig.  05  entsteht  dagegen  aus  der  Curve  3  in  Fig.  64  durch 
passende  Verzerrung  und  Projection. 

Wir  erhalten  ferner  durch  dualistische  Uebertragung  sofort  die 
folgenden  Sätze: 

Eine  Curve  dritter  Klasse  ist  im  Allgemeinen  von  der  .sechsten 
Ordnung  und  hat  neun  Rückkehrtangenteu.  Die  erste  Polare  einer 
Geraden  v  in  Bezug  auf  die  Curve  cp  ^=^  lu?  =  0  ist  ein  Kegelschnitt 
Ua^  Va  =  0,  welcher  die  6  in  den  Schnittpunkten  von  v  mit  99  =  0  an 
diese  Curve  gezogenen  Tangenten  berührt.  Ist  v  insbesondere  eine 
Tangente  von  qo  =  0,  so  berührt  der  Kegelschnitt  die  Curve  dritter 
Klasse  in  ihrem  Berührungspunkte.  Er  zerfällt  in  ein  Punktepaar, 
wenn  die  Gerade  v  der  Bedingung 

A,p  ^  (ocßy)-  VaVjjVy  =  0 

genügt,  d.  h.  die  Hesse'sche  Curve  von  cp  =^  0  berührt;  und  letztere 
Curve  wird  gleichzeitig  von  den  Geraden  berührt,  welche  je  zwei 
Punkte  eines  solchen  Paares  verbinden.  Diese  Curve  hat  dieselben 
Rückkehrtangenten,  wie  q)  =  0,  und  die  gleiche  Eigenschaft  kommt 
allen  Curven  der  Schaar  x(p  -\-  ^.A^  =  0  zu;  doch  sind  ihre  Rückkehr- 
punkte verschieden.  Die  Polare  einer  Rückkehrtangente  zerfällt  in 
zwei  Punkte,  von  denen  der  eine  der  Rückkehrpunkt  selbst  ist,  wäh- 
rend der  andere  einer  harmonischen  Geraden  dualistisch  entspricht, 
und  also  für  alle  Curven  der  Schaar  mit  gemeinsamen  Rückkehr- 
tangenten derselbe  ist. 

Von  jedem  Punkte  einer  Tangente  der  Curve  dritter  Klasse  kann 
man  noch  zwei  weitere  Tangenten  an  dieselbe  ziehen.  Sucht  man  zu 
diesen  und  der  ersteren  die  vierte  harmonische  Gerade,  so  umhüllen 
letztere  Geraden  einen  Kegelschnitt;  und  dies  ist  die  Polare  jener 
ersten  Tangente.  Derselbe  zerfällt,  wie  erwähnt,  in  ein  Punktepaar, 
wenn  die  Tangente  eine  Rückkehrtangente  war.  Die  9  Punkte  der 
so  entstehenden  9  Paare,  welche  nicht  in  die  Rückkehrpunkte  fallen, 
bilden  ein  System  von  Punkten,  welches  gleichzeitig  die  Grundpunkte 
für  einen  syzygetischen  Büschel  von  Curven  dritter  Ordnung  liefert; 
u.  s.  w. 

Wir  werden  nun  zeigen,  dass  die  Schaar  von  Curven  dritter 
Klasse,  welche  zu  dem  Büschel  j£/-{-  AA  =  0  gehört,  nichts  anderes 
ist,  als  die  Gesammtheit  der  Cayley 'sehen  Curven  dieses  Büschels, 
dass  darunter  also  insbesondere  die  Cayley 'sehe  Curve  von  /"=  0 
selbst  enthalten  ist.  Diese  Curve  müsste  unsern  allgemeinen  Formeln 
zufolge  von  der  Klasse  6  sein  (vgl.  p.  368),  da  aber  bei  Curven 
dritter  Ordnung  die  Hesse'sche  und  Steine r'sche   Curve  zusammen- 
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fallen,  so  zählt  jede  Tangente,  als  Verbindungslinie  entsprechender 
Punkte  beider  Curven,  doppelt.  Die  Q^bjlej'sche  ist  daher  von  der 
dritte)}  Klasse. 

Diese  Cutwe  ivird  auch  gleichzeitig  von  den  Linienpaaren  umhüllt, 
in  welche  die  ersten  Polaren  zerfaUen  können.  Betrachten  wir  nämlich 
zwei  einander  conjngirte  Punkte  x  und  y  der  Hesse 'sehen  Curve, 
so  dass  also  die  erste  Polare  von  x  in  y,  und  die  erste  Polare  von  y 
in  X  einen  Doppelpunkt  hat.  Die  beiden  so  entstehenden  Linienpaare 
schneiden  sich  in  vier  Punkten;  und  alle  durch  diese  gehenden  Kegel- 
schnitte haben  ihre  Pole  auf  der  Linie  xy.  Unter  letzteren  Kegel- 
schnitten ist  noch  ein  drittes  Linieupaar,  dessen  Doppelpunkt  z  eben- 
falls auf  der  Hesse'schen  Curve  liegen  muss,  während  der  zugehörige 
Pol  z  ebenfalls  auf  xy  liegt.  In  z  schneiden  sich  ferner  die  Tan- 
genten der  Hesse'schen  Curve  in  x  und  y;  denn  die  ^Tangente  in  y 
ist  nach  dem  Früheren  (p.  501)  zugleich  die  lineare  Polare  von  x  in 
Bezug  auf  die  Grundcurve;  die  letztere  ist  identisch  mit  der  Polare 
von  X  in  Bezug  auf  das  zugehörige  Linienpaar.  Nun  sind  aber  x, 
y,  z  die  Ecken  des  Polardreiecks,  welches  den  Kegelschnitten  des 
erwähnten  Büschels  gemeinsam  ist;  und  also  ist  die  lineare  Polare 
von  X  die  gegenüberliegende  Seite;  sie  geht  somit  durch  z.  Dies  gibt 
den  Satz: 

Die  Tangenten  der  Curve  von  Hesse  in  zwei  conjugirten  Punkten 
X  und  y  derselben  schneiden  sich  auf  dieser  Curve  in  einem  Punkte  z^ 
welcher  der  conjugirte  Pol  des  dritten  Schnittpunktes  derselben  Curve  mit 
der  Geraden  xy  ist. 

Da  also  die  linearen  Polaren  von  x  und  y  sich  in  z  schneiden, 
so  muss  die  erste  Polare  von  z  durch  x  und  y  gehen;  und  weil  z  ein 
Punkt  der  Hesse'schen  Curve,  also  die  Polare  von  z  ein  Linienpaar 
ist,  so  folgt: 

Eine  Gerade,  loelche  zwei  conjugirte  Pole  x  und  y  der  Hbbsq' sehen 
Curve  verbindet,  d.  h.  eine  Tangente  der  Qd^jlej'schen  Curve,  bildet 
einen  Theil  der  ersten  Polare  des  Punktes  z,  ivelcher  dem  dritten  Schnitt- 
punkte der  Linie  xy  mit  der  Hesse'^cA^;?  Curve  auf  letzterer  conjugirt 
ist.     Und  damit  ist  unsere  Behauptung  erwiesen. 

Mit  Hülfe  dieser  neuen  Definition  der  Cayley 'sehen  Curve  können 
wir  ihre  Gleichung  leicht  aufstellen.     Sei 

/  ^  aj  ^  ESZaiUhXiXkXh  =  0 

die  Gleichung  der  Grundcurve  dritter  Ordnung,  und  setzen  wir: 

fik  =  ciiiaXi  -j-  aik2X2  -\-  ttikzXi , 

so  wird  die  Bedingung,  dass  die  erste  Polare  eines  Punktes  x  in  zwei 
Linien  u  und  v  zerfalle,  gegeben  durch  die  Gleichungen: 


Die  Curvcn  dritter  Ordruing  oder  dritter  Klasse. 
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/•  ,  =  u^  v^  2  /23  =  //2  «^:j  +  ^2  ":! 

/22  —  «2^2  ^/31  =  «3^1   +   V-iUi 

/'xi  ==  ^i^ü  2/',2  =  U^V.,  -f  i;,?^2  . 

Eliminireu  wir  hieraus  die   linear  vorkommenden  Grössen  x^  und  y„ 
so  erhalten  wir  die  Gleichung  der  Ca,jley'sche?i  Ciirve  in  der  Form: 


(1) 


«111 

«112 

«113 

W, 

0 

0 

«221 

«222 

«223 

0 

^2 

0 

«331 

«332 

«333 

0 

0 

"3 

2  «231 

2 

«232 

2 

«233 

0 

«3 

«2 

^«311 

2 

«312 

2 

«313 

U, 

0 

U^ 

2  «j2, 

2 

«122 

2 

«123 

«2 

Ul 

0 

=  0, 


in  der  That  eine  Curve  dritter  Klasse;  dieselbe  Gleichung  würde  sich 
für  die  r,-  durch  Elimination  der  Xi  und  Ui  ergeben.  Setzen  wir  ins- 
besondere die  Curve  dritter  Ordnung  in  der  kanonischen  Form  (8)  als 
gegeben  voraus,  so  erhalten  wir  die  ßedingungsgleichungen : 


2/2;$  =  2bXi  =  ti^Vo  -\-  v.,if.^ 
2/'3i  =2bx.,  =  u.^v^  -f  i^.^u^ 

2  /j2  =  2  60:3  =  ?/,  ^2  4"  ^1  Wo  , 

die  drei  Glei- 


/22  =  ftX.,   =  UoV., 

und  hieraus    ergeben  sich_durch    Elimination    der 
diu  11  gen: 

2&z<,  y,  —  a  («2^3  +  ^2^3)  =  ^ 
2  hii.^  v^  —  a  (w,  ^3  +  y,  !/3)  =  0 
2  ^  ?/j  ^3  —  a  {u^  V.,  -{-  V1U2)  =  0  . 

Also   wird   nach  Elimination  der  Vi  die   Gleichung    der  Cayl ey'scheti 
Curve  in  der  kanonischen  Form: 


2bu^ 
—  ÖW3 


«Mo 


—  «w, 
2  buo 


=  0, 


«Wg 

2Z>W2 
«W2        "-  «^I 
oder  entwickelt: 
(2)  a^b  (wi^  _j_  w.a  -f-  ?/3»)  -f  («3  _  4  ^,2)  ^/^  j^,^  ,/,^  ^  0 , 

Diese  Gleichung  ist  genau  von  der  Form,  wie  die  Grundcurve  selbst; 
die  Cayley'sche  Curve  verhält  sich  daher  ebenso  zu  den  Ecken  des 
Coordinatendreiecks,  wie  die  Grundcurve  zu  den  Seiten;  und  daraus 
folgt  dann,  dass  die  Cayley'sche  Curve  in  der  That  die  harmonischen 
Geraden  der  Wendepunkte  der  Grundcurve  zu  Rückkehrtangenten  hat, 
also  in  der  von  uns  betrachteten  Curvenschaar  enthalten  ist.  Dasselbe 
gilt  für  die   Cayley'sche   Curve   einer  beliebigen  Curve  des  Büschels 
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xf-\-kdL  =  0]  denn  um  ihre  Cileithung  zu  erhalten,  braucht  man 
nur  in  (2)  kü  -\-  Xa,  kü  -{-  Iß  statt  a,  b  zu  setzen,  wodurch  die  Form 
der  Gleichung  nicht  geändert  wird. 

Da  nun  bei  denjenigen  9  Linienpaareii,  welche  den  Wendepunkten 
als  erste  Polaren  entsprechen,  immer  eine  Gerade  des  Paares  die 
Wendetangente  ist,  so  werden  auch  letztere  von  der  Cayley 'sehen 
Curve  berührt  und  sie  bestimmen  dieselbe  vollständig.  Mit  Hülfe 
dieser  Bestimmungsstücke  kann  man  dann  die  Cayley 'sehe  Curve  in 
später  zu  erörternder  Weise  construiren.  —  Mit  den  reciproken  Be- 
trachtungen vereinigt  stellen  wir  diese  Resultate  in  den  folgenden 
Sätzen  zusammen: 


Die  9  IFendetanffCtUen  einer  je- 
den Curve  des  Büsche/s  mit  getncin- 
samen  TFendeptink(e?i  bestimmen  eine 
Curve  3""  Klasse,  und  diese  sämmt- 
lichen  Curven  3*"^'"  Klasse  haben  ge- 
meinsame Ri'ickkehrtangeiiten . 

Die  durch  die  9  Wendetangen- 
ten einer  Curve  3*®'  Ordnung  be- 
stimmte Curve  3*®'  Klasse  ist  die  En- 
veloppe  der  Linienpaare ,  in  welche 
die  Polaren  gewisser  Punkte  in  Bezug 
auf  erstelle  Curve  zerfallen  können, 
und  gleichzeitig  die  Enveloppe  der 
Verbindungslinien  dieser  Punkte  mit 
den  Doppelpunkten  der  zugehörigen 
Linienpaare. 


Die  9  Bückkehr  punkte  einer  je- 
den Curve  der  Schaar  mit  gemein- 
sa?)icn  Bückkehr tangenten  bestimmen 
eine  Curve  3**"'  Ordnung,  und  diese 
sämmtlichen  Curven  3*"  Ordnung 
habe7i  gemeinsame  Wendepunkte. 

Die  durch  die  9  Rückkehrpunkte 
einer  Curve  3*^^^  Klasse  bestimmte 
Curve  3**^''  Ordnung  ist  der  Ort  der 
Punktepaare,  in  welche  die  Polaren 
gewisser  Geraden  in  Bezug  auf 
erstere  Curve  zerfallen  können^  und 
gleichzeitig  der  Ort  der  Schnitt  punkte 
dieser  Geraden  mit  den  Doppeltan- 
genten der  zugehörigen  Punktepaare. 


Unter  den  Curven  3*«"^  Ordnung  fanden  sich  indess  4  Systeme  von 
3  Geraden  (Wendepunktsdreiecke);  also  sind  unter  den  Curven  dritter 
Klasse  4  Systeme  von  3  Punkten  (bez.  die  Ecken  jener  Wendepunkts- 
dreiecke). Auch  letztere  Curven  müssen  von  den  Wendetangeuten 
einer  Curve  des  syzygetischen  Büschels  3*^*'  Ordnung  berührt  werden; 
es  folgt  also: 


Unter  den  Curven  mit  gemein- 
samen Wendepunkten  gibt  es  vier 
solche,  deren  Wendetangetiten  sich 
dreimal  zu  drei  in  Punkten  schnei- 
den, welche  die  Ecken  elftes  Wende- 
punktsdreiecks bilden. 


Unier  den  Curven  mit  gemein- 
samen Bückkeh}'tangenten  gibt  es  vier 
solche,  deren  Bückkehrpunkte  drei- 
mal zu  drei  in  geraden  Linie?i  He- 
gen, welche  die  Seiten  eines  Wende- 
punktsdreiecks bilden. 


Dadurch   ist  für    die   betreffenden    Curven    dritter    Ordnung    eine 
besondere    Invarianteneigenschaft    ausgesprochen;     und     wir    werden 


Die  Curven  diitfccf  '^)rdming  oilor  iliittcr  Klasse. 
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später  auch  diu  Jnvariante  aufstellen,    durch  deren  Verschwinden  die- 
selbe bediu<^t  wird.  — 


Die  Hesse  sehe  Curve  einer  Curve  dritter  Ordnung  konnten  wir 
auch  als  Jakobi'sche  Curve  des  Netzes  der  ersten  Polaren  auffassen. 
Wir  haben  gesehen,  dass  dies  Netz  gleichzeitig  das  allgemeinste  Kegel- 
schnittnetz ist  (p.  384);  und  dies  Resultat  Averden  wir  dadurch  be- 
stätigen, dass  wir  geradezu  die  Gleichung  der  zugehörigen  Grundcurve 
3ter  Ordnung  aufstellen.  Wir  können  also  die  Hesse 'sehe  Curve  auch 
von  einem  solchen  Netze  ausgehend  definiren:  sie  ist  der  Ort  der 
Doppelpunkte  zerfallender  Curven  desselben.  Ebenso  lässt  sich  aber 
auch  die  Cayley'sche  Curve  definiren  als  Enveloppe  der  Geraden, 
aus  welchen  diese  zerfallenden  Kegelschnitte  bestehen;  und  unter 
diesem  Gesichtspunkte  pflegt  man  letztere  Curve  als  Hermite'sche 
Curve  des  Systems  zu  bezeichnen.*)  Die  Glciclmny  der  J a k o b i W«67« 
oder  H  e  s  s  e 'A'c/?t'?i  Curve  des  Kegehchnitlnetzes: 

(3)  Küx'  -j-  A/>,:-  -f-  ^C:^  ^  v.EaikXiXu  +  lEhiuXiXu  -|-  ^ZlCi^XiX/,  =  0 
ist  nach  dem  Früheren: 

(4)  7  (r/,  b,  c)  ^  ((ibc)  a^^b^^Cc  =  0  . 

Die  Gleichitmy  der  Her miie' sehen  Curve  desselben  ergibt  sich  aus  den 
Gleichungen : 

2  (xr///,  -f  kbii-  -f-  li'Ciu)  =  UiVic  +  ViUu 
durch  Elimination  von  a,  X,  fi,  y, ,  v.^y  v.^\  sie  ist  also: 


(5) 


Cu 

Kx 

Cn 

«, 

0 

0 

«22 

&22 

Cy. 

() 

Wo 

() 

«r. 

^■i■^ 

C:w 

() 

0 

u. 

2  «23 

2  b,. 

2 

C-n 

0 

u., 

?/2 

2  «3, 

'^K 

2 

c-.n 

U-i 

0 

«1 

2  «12 

2  b,, 

2 

12 

w._, 

Wl 

0 

=  0, 


Symbolisch  lässt  sich  diese  Determinante  sehr  einfach  darstellen,  wie 
wir  sogleich  sehen  werden.  Wir  bezeichnen  als  zicei  zu  einander  in 
Bezug  auf  das  Netz  conjugirte  Punkte  zwei  Punkte  der  Jak obi "sehen 
Curve  der  Art,  dass  sich  die  Polaren  des  einen  in  Bezug  auf  alle 
Kegelschnitte  des  Netzes  in  dem  andern  schneiden  (vgl.  p.  377). 
Zwei  solche  conjugirte  Punkte  stehen  hiernach  zu  einander  in  derselben 

*)  Vgl.  Hermite  in  Crelle's  Journal,  Bd.  57.  —  Für  die  folgenden  Untei- 
suchiingen  über  Kegelschnittnetze  und  conjugirte  Gewebe  vgl.  Smith:  Procee- 
dings  of  the  London  Math.  Society,  Mai  1868  und  Rosanes:  Math.  Annalen, 
Bd.  6,  p.  264  ff.  —  Rein  algebraisch  sind  diese  Verhältnisse  neuerdings  von 
Gundelfinger  dargestellt  und  erweitert:  Crelle's  Journal,  Bd.  80,  p.  73. 
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Beziehung,  wie  zwei  Punkte  der  Hesse 'sehen  Curve  einer  Curve 
dritter  Ordnung,  Pol  und  Doppelpunkt  seiner  Polaren,  welche  wir 
früher  als  conjugirt  bezeichneten.  Die  Enveloppe  der  Verbindungs- 
linien dieser  Punkte  war  aber  die  Cayley'sehe  Curve;  also  haben 
wir  den  Satz  (welchen  man  übrigens  auch  direct  für  Kegelschnittnetze 
leicht  in  obiger  Weise  ableitet) : 

Die  HermiteW^e  Curve  eines  KcgclschniUnetzes  ist  die  Enveloppe 
der  Geraden,  welche  die  in  Bezug  auf  das  Netz  einander  conjugirten 
Punkte  paanveise  verbinden. 

Betrachten  wir  eine  Tangente  der  Curve,  so  müssen  hiernach  die 
Schnittpunkte  eines  beliebigen  Kegelschnittes  des  Netzes  mit  ihr  har- 
monisch liegen  zu  den  beiden  conjugirten  Punkten,  deren  Verbindungs- 
linien die  betrachtete  Tangente  ist.  Letztere  wird  also  von  den 
Curven  des  Netzes  in  Punktepaaren  einer  Involution  getroffen.  Es 
ist  aber  die  Bedingung  dafür,  dass  drei  binäre  Formen 

^r  =  o,    he  =  Q,   cf'  =  o 

Punktepaare  derselben  Involution  darstellen,  leicht  anzugeben.  Als- 
dann nämlich  müssen  dieselben  zu  dem  nämlichen  vierten  Paare 
gleichzeitig  harmonisch  liegen.  Nun  sind  die  Paare  af  =  0,  b^-  =  0 
jedenfalls  harmonisch  zu  dem  Paare  0'.^^  ^  {ab)  atb^  ==  0  (vgl.  p.  216); 
soll  also  auch  ct^  =  0  zu  letzterem  Paare  harmonisch  liegen,  so  muss 
die  Invariante  (^d'cy  verschwinden.  Die  gesuchte  Bedingung  ist  daher 
gegeben  durch  die  Gleichung: 

{d-cy  =  {ab)(bc)  (ac)  =  0. 

Nach  unserm  Uebertragungsprincipe  (vgl.  p.  276)  ist  also  die  Glei- 
chung der  Enveloppe  der  Geraden ,  welche  die  Kegelschnitte 

aj  =  0,     bj  =  0,     c,2  =  0 

in  Punktepaaren  einer  Involution  schneiden,  d.  h.  die  Gleichung  der 
Hermite'irÄ^w  Curve  des  Netzes'^): 

(6)  ff  (a,  b,  c)  ^^  [abu)  (bcu)  (acu)  ==  0, 

Ganz  ähnliche  Ueberlegungen  gelten  für  ein  Kef^clschnitfgewebe., 
wenn  wir  unter  diesem  Ausdrucke  das  dem  Netze  dualistisch  gegen- 
überstehende Gebilde  verstehen,  also  ein  System  von  Kegelschnitten, 
gegeben  durch  die  Gleichung: 

(7)  VUa^  -\-  QUß"^  ~\-  (?w/  =  0  . 

Die  Jakohi' seile  Curve  des  Gewebes,  der  Ort  der  Doppeltangenten  der 
in  Punktepaare  zerfallenden  Curven,  ist  gegeben  durch: 


*)  Die  Vergleicliung  eines  beliebigen  Gliedes  zeigt,  dass  sich  der  Ausdruck 
H{abc)  von  der  Determinante  (5)  durch  den  Factor  —  \  unterscheidet. 
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(8)  H^>  ß}  y)  =--  i^ßy)  ^^ocUaUy  =  0, 

und  die  W^vm'ii&'sche  Curve  des  Gewebes,  der  Ort  der  Punktepaare 
zerfallender  Kegelschnitte,  gegeben  durch: 

(0)  II  (cc,  ß,  y)  =  (a/3aO  (ayx)  (/3ya;)  =  0  . 

Ein  solches  Netz  und  Gewebe  kann  man  nun  direct  in  einfache 
Verbindung  bringen,  so  dass  das  eine  unmittelbar  durch  das  andere 
bedingt  ist.  Alle  Kegelschnitte,  welche  mit  einer  beliebigen  Curve 
des  Netzes  (3)  vereinigt  liegen  (vgl.  p.  385  und  295),  d.  h.  alle  Kegel- 
schnitte u,r  =  0,  für  welche  die  Invarianten  «„^,  ba^,  Ca^  verschwin- 
den, bilden  offenbar  ein  Gewebe;  denn  die  Gleichungen 

rt„2_o,     bc?  =  0,     ^«2  =  0 

geben  drei  lineare  Bedingungen  für  die  Coefficienten  «,/,  von  ?/„^.  Wir 
wollen  das  so  erhaltene,  mit  dem  Netze  (3)  vereinigt  gelegene  Gewebe 
kürzer  als  dem  Kegclschniltnclze  (3)  conjugirt  bezeichnen,  und  umge- 
kehrt dieses  als  jenem  conjugirt. 

Zunächst  entsteht  die  Frage  nach  dem  Zusammenhange  der 
Jakob  i 'sehen  und  Her  mite 'sehen  Curve  des  Netzes  mit  den  ent- 
sprechenden des  conjugirten  Gewebes ;  sie  erledigt  sich  sehr  ein- 
fach. Zwei  in  Bezug  auf  das  Netz  conjugirte  Punkte,  welche  also 
auf  der  Jakobi 'sehen  Curve  desselben  liegen,  sind  harmonische  Pole 
in  Bezug  auf  alle  Curven  des  Netzes  und  bilden  demnach  einen 
Kegelschnitt  des  conjugirten  Gewebes;  denn  die  Bedingung  Uu^  =  0 
geht  für  Ua^  =  w.r  .  Uy  über  in  a-^ciy  =  0.     Wir  haben   also  den  Satz: 

Die  Ja,k oh i' sehe  Curve  eines  Kegelschnitinetzes  ist  identisch  mit  der 
Hermite'scÄ^w  Curve  des   conjugirten  Gewebes.     Und   dualistisch   ent- 
-  sprechend: 

Die  Jakobi'^cÄe  Curve  eines  Kegelschnittgewebes  ist  identisch  mit 
der  Hermite'^cÄen  Curve  des  conjugirten  Netzes. 

Hieraus  können  wir  Schlüsse  auf  die  Beziehungen  zwischen  der 
Hesse'schen  und  Cayley 'sehen  Curve  einer  Curve  dritter  Ordnung 
ziehen.  Die  erstere  ist  gleichzeitig  (in  dualistisch  übertragenem  Sinne) 
die  Cayley 'sehe  Curve  derjenigen  Curve  dritter  Klasse  der  Schaar  mit 
gemeinsamen  Rückkehrtaugenten,  deren  Polarkegelschnitt -Gewebe  zu 
dem  Polaren  -  Netze  der  Grundcurve  conjugirt  ist.  Und  die  Hesse'sche 
Curve  dieser  Curve  dritter  Klasse  ist  identisch  mit  der  Cayley 'sehen 
Curve  der  Grundcurve  dritter.  Ordnung.  Wir  können  die  Gleichung 
dieser  Curve  dritter  Klasse  selbst  auch  aufstellen,  sobald  es  uns  ge- 
lingt, die  Gleichung  der  Curve  dritter  Ordnung  anzugeben,  deren 
Polarsystem  mit  dem  Netze  (3): 

jcrt^'-  +  Ib,^-  -j-  ^Cx^  =  0 
zusammenfällt.     Zu  dem  Zwecke  müssen  wir  einen  Satz  voraussetzen, 
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eleu  wir  später  bei  Betrachtung  der  teniüreii  cubischeu  Formen  be- 
weisen werden.     Ist  uns  die  Olrundcurve  dritter  Ordnung  gegeben  durch 

(10)  p,'  =  qJ  =  rJiE^s.r'  =  ^), 

wo  p,  q,  r,  s  gleichbedeutende  Symbole  sind,  und  soll  ihr  System  von 
ersten  Polaren  mit  dem  Netze  (1)  identisch  sein,  so  ist  die  Gleichung 
ihrer  Hesse 'sehen  Curve: 

]  {a,b,  c)  ^i£  (abc)  a^b^^-Cr  ==  ij  ^  i'J  =e  i"J  =  0 . 
und  die  Gleichung  ihrer  Cayley 'sehen  Curve: 


«/*■ 


tf/i'-'  —  U/t' 


0, 


B  (a,  b,  c)  ^  {(ibu)  (acii)  {bcu) 

Zwischen  p^^  und  ii/^^  besteht  nun  —  und  das  ist  der  erwähnte  Satz 
aus  der  Formentheorie  —  die  Relation: 

(11)  ^Ph^Vh'P.v  =  S  .u^ 

wo  S  eine  Invariante  der  Grundcurve  ist,  nämlich: 
S  =  (^pqt-)  {pqs)  (prs)  (qrs) , 
Die  Gleichung  (11)  sagt  aber  aus,  dass  (wenn  nicht  S"  =  0)  die  Polare 
eines  Punktes  x  in  Bezug  auf  eine  Curve  dritter  Ordnung  mit  der  Polaren 
einer  Geraden  u  in  Bezug  auf  die  Ga.j\ey'sche  Curve  ifnmer  vereinigt  liegt, 
wenn  x  und  u  vereinigt  liegen.  Sind  also  u,  v  zwei  Gerade,  welche 
sich  in  y  schneiden,  so  können  wir  den  Kegelschnitt  des  Netzes  (3), 
welcher  Polarkegelschnitt  von  y  in  Bezug  auf  die  Curve  p^^  ==  0  ist, 
dadurch  bestimmen,  dass  er  mit  den  Polarkegelschnitten  von  v  und  lu 
in  Bezug  auf  H  {et,  b,  c)  =  0  vereinigt  liegen  soll;  d.  h.  es  müssen  die 
Gleichungen  bestehen: 

u,,  {v,air  +  Ibj^  +  yici^)  =  0 

Vk  {y.aic  +  Ibk-  +  i/^cü^)  =  0  . 
Durch  Elimination   von   x,   A,   ft   finden  Avir    hieraus    für  den   Polar- 
kegelsclmitt  des  Schnittpunktes  y  von  u  und  v  (d.  i.  für  y;.^  [puv)  =  0) 
die  Gleichung: 

{^2)  a,^  &/,2  c;^    u,v„=-0. 

I  «A-^  hh^  CiJ^ 

Diese  Determinante  haben  wir  so  umzuformen,  dass  in  ihr  die  Coor- 
dinaten  von  y  statt  derer  von  u  und  v  vorkommen;  wenn  wir  dann 
yi  =  Xi  setzen,  so  resultirt  die  gesuchte  Gleichung  der  Grundcurve 
pj'  =  0.     Zu  dem  Zwecke  betrachten  wir  die  Determinante: 


D 


a.,:- 


ttz' 


bj 
bj' 


C,:' 
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welche  iu  die  linke  Seite  von  (12)  übergeht,  wenn  man  y/  =  Ä„ 
zi=  h'i   setzt  untl  mit  ?//,?'/«'  niultiplicirt. 

Die  Determiniinte  D  verschwindet,  sobald  irgend  zwei  der  Wertli- 
systeme  a,  b,  c  oder  x,  y,  z  einander  gleich  Averden ;  sie  ist  daher  eine 
lineare  Combination  der  beiden  Bildnngen 

6  {xyz)  .  i.^iyi.  =  {xyz)  .  {abc)  .  ^  (f.,-b,,r. 

.r, .)/,  z 

(3  (hf/z)  (hzx)  {hxy)  =    >   (abn)  (acv)  (bete) , 

U,  V,  >u 

wo  sich  die  Summenzeichen  auf  alle  verschiedenen  Ausdrücke  er- 
strecken, welche  durch  Vertauschung  von  x,  y,  z,  aus  (i.,:byC^,  bez. 
von  u,  V,  IV  aus  {abu)  (acv)  [bciv)  entstehen,  und  avo  gesetzt  ist: 

^'i   =  {y  ^)i  =  ^2  -3  —  Uz  ^2 ;  etc. 

t'j   ={zx)^=  z.,x..  —  x.,z.^ ,  etc. 

IV ^  =  {xy\-  =  x.,y.^  —  x^  y, ,  etc. 

Wir  haben  sonach  die  Relation: 

(13)  D  =  m  {xyz)  .  ta:tyh  +  }i  {hyz)  (hzx)  (hxy) , 

wo  m  und  ?i  Zahlenfactoren  sind.  Zur  Bestimmung  derselben  setzen 
wir  insbesondere 

.r,  =  1 ,     X.,  =  0,     .Tg  =  0;         Uf  =  l ,     ti.,  =  0,     ti.  =  0 , 

!/i  =0,     ^2  =  1^     !/i=  ^^5         i'i   =  ^^     «'2  =  1 '     ^'3=0, 
r,  =  0,     z.,  =  0,     ^3  =  1 ;         iVi  =  0,     7V.,  =  0,     iv.^  =  l , 


und: 


■■3 

Dann  wird,  da  81{(r,  b,  c)  gleich  der  Functionaldeterminante  der 
drei  Formen  und  //  (rt,  b,  r)  gleich  der  mit  —  2  multiplicirten  Deter- 
minante (p)  ist*J: 

(14)  /  («,  b,  c)  =  x^x^x^,       H  («,  b,  c)  =  —  iiyU.,u.^ , 
und  also  in  (13): 

{xyz)  =  1 ,     /.,?V?;  =  -^,     (hyz)  (hzx)  (hxy)  =  —  1  . 

während  die  Determinante  B  vermöge  unserer  Substitution  den  Werth 
1  annimmt.     Wir  haben  also: 

6  =  w  —  ?i . 

Zweitens  setzen  wir  r/.^.'- =  .t, a-g ,  b:J^  =  x^x^,  c.r'  =  x^X2]  dann  wird 
in  gleicher  Weise: 

(15)  I  (a,b,  c)  =  {XiXoX^,     H  (^a,b,c')  =  \ii^UoV.^-^ 
*)  Vgl.  die  Anmk.  auf  p.  520. 


524  Fünfte  Abtheilung. 

während  D  jetzt  deu  Werth  0  anuimmt.  Die  Gleichung  (13)  geht 
souacli  über  iu: 

0  =  m  -j-  2  /< ; 

und  aus  den  so  erhaltenen  Gleichungen  für  m,  n  findet  man:  m  =  4, 
n  =  —  2.     Wir  haben  also  das  Resultat*): 

i  ^^X  ^X  ^X 

J)  ^\a/         b,/        Cy^   =  4  {xyz)  ixiyiz  —  2  {hyz)  (hzx)  {hxy)  . 

I   «.2  ö,2  ^^2 

Setzen  wir  hierin  endlich  i/i  =  hi,  zi  =  Ä/  und  multipliciren  mit  iih 
und  f/,',  so  erhalten  wir  links  den  Ausdruck  (1.2)  und  rechts: 

/4(/«A'a:)  i.ri/Jh'  —  2  (Ji'hli)  (Ji" h' x)  {h" xh)\  .  UhVh- . 

Wegen  der  Vertauschbarkeit  von  h  und  li  ist  dies  ferner  gleich: 

/2  {h  H  x)  ixihih {hh'h")  (h"h'x)  {hh"x)\  (u/^v/,'  —  y/,  w^.) . 

Trägt  man  hierin  y»  =  {uv)i  ein,  so  sind  also  die  Gleichwiy  der  Polare 
des  Punktes  y  in  Bezug  auf  die  Curve  dritter  Ordnung,  deren  Hesse - 
sehe  Curve  durch  1  {a,h^  c^^  i^^  =  0,  deren  Qdijley' sehe  Curve  durch 
H  {a,b,  c)  ^  Vh^  =  0  gegeben  ist: 

2{hh'y)  (hh'x)  i^c^hh-  —  {hh'y)  {h" h' x)  {hh"x)  (hh'h")  =  0  . 

Für  yi  =  Xi  erhalten  wir  also  als  Gleichung  der  Curve  dritter  Ordnung, 
deren  Polarennetz  fnit  dem  Netze  (3)  zusamtnen fällt: 

(16)  pj  =  2  (hh'xy  iJiJh-  —  {hh'H')  {hh'x)  {h'h"x)  {h" hx)  =  0. 

Ganz  in  gleicher  Weise  können  wir  nun  auch  die  Curve  dritter 
Klasse  Un^  =  0  finden,  deren  Polarkegelschnitte  das  zu  (3)  conjugirte 
Gewebe : 

VUa^  +  QU^"^  +  (?My^  =  0 

bilden.  Die  Jakobi'sche  und  die  Hermite'sche  Curve  des  letzteren 
seien  gegeben  durch  die  Gleichungen 

/  {a,  ß,  y)  =  ?//3  =  0,     //  {a,  ß,  y)  =  Hj>  =  0  . 

Alsdann  haben  wir  als  Gleichung  dieser  Curve: 

(1 7)  uj>  =  2  {HH'uy  HiHiui  —  {HH'H")  {HH'u)  {H' H" u){H" Hu)  =  0. 

Wir  können  auch  hierin  die  Symbole  von  I  {a,  b,  c)  und  H  {a,  b,  c) 
einführen,  denn  die  Curven  uf^  =  0,  Hr^  =  0  sind  bez.  identisch  mit 
den  Curven  u^^  =  0,  4^  =  0.  Wir  haben  also,  wenn  c,  c  Zahlen- 
factoren  bedeuten: 


*)  Diese  Formel  kann  mau  auch  mit  Hülfe  der  von  Gordau  für  Formen 
mit  mehreren  Reihen  von  Veränderlichen  (x ,  y,  z)  gegebenen  Reihenentwick- 
lungen ableiten:  Math,  Annalen,  Bd.  5,  p.  106. 
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/  {a,  h,  c)  =  c.ff{a,  ß,  y)  ,     H  {a ,  h,  c)  =  c  .  I  {a,  ß,  y)  . 

Um  c,  c  zu  bestimmen,  betrachten  wir  wieder  das  specielle  Kegel- 
schnittnetz, dessen  Curven  ein  gemeinsames  Polardreieck  besitzen: 

"üx^  -\-  A.r.r  -j-  yix.^  =  0, 

und  für  welches  /  {a ,  h ,  c),  H  [a,  h,  c)  durch  (14)  bestimmt  sind. 

Ein  Kegelschnitt  vj  =  0  des  conjugirten  Gewebes  muss  mit  den 
Doppellinicn  a:,- =  0,  a;,^  =  0,  x.^  =  0  vereinigt  liegen,  d.  h.  die 
Linien  .r,  =  0,  x.y  =  0,  Xj  =  0  berühren;  dies  Gewebe  ist  also  dar- 
gestellt durch: 

V  u^  u.,  -\-  Q  u.,  v.^  -\-  6  Uo  11^  =  0 , 
und  wir  haben  daher  wegen  (14)  und  (15): 

(18)  I  ^('^'^'^)  =  ^«^iW2W3  =  -i^(«;^;0^ 
^H  («,  ß,  y)  =  ^^  x^x^x^  =       \  I  {a,  h ,  c) . 

Es  ist  daher  c  =  2,  c  =  —  4  zu  setzen,  und  für  die  Symbole  /,  H, 
h,  i  bestehen  die  Beziehungen: 

B'ühren  wir  mit  Hülfe  dieser  Relationen  die  Symbole  h,  i  in  die  Glei- 
chung (17)  ein,  so  erhalten  wir  endlich  als  Gleichung  der  Curve  äritler 
Klasse^  deinen  Polarkegelschnitte  das  zu  dem  Netze  (3)  conjugirle  Geivehe 
hildeji,  für  ivelche  also  H  {a,h ,  c)  =  0  die  HesseW/e,  ]  {a,  b,  c)  =  0 
die  G&j\ey'sc?ie  Curve  ist: 

(19)  —  -^-  u„^  ^  {ituy  Uhi/J'h  +  {ii'i")  {ii'u)  (i'i"u)  {i"iu~)  =  0  . 

Die  Polare  eines  beliebigen  Punktes  y  in  Bezug  auf  p^^  =  0  und  die 
Polare  einer  beliebigen  Geraden  v  in  Bezug  auf  u„^  =  0  liegen  vereinigt, 
wie  aus  der  Ableitung  der  Gleichung  (19)  folgt;  d.  h.  unabhängig  von 
den  y  und  v  besteht  die  Relation: 

(20)  p„^p,v„  =  0  . 

Die  gewonnenen  Resultate  können  wir  benutzen,  um  die  Besultante 
der  drei  Kegelschnitte  «^.■•^,  b,x'^  c^r  aufzustellen.  Sollen  dieselben  näm- 
lich einen  Punkt  y  gemein  haben,  so  ist"  dieser  Punkt  doppelt  zählend 
ein  Kegelschnitt,  welcher  mit  allen  C^  des  vorliegenden  Netzes  ver- 
einigt liegt,  d.  h.  er  bildet  einen  Kegelschnitt  des  conjugirten  Gewebes; 
und  wir  dürfen  u^^  =  n^-  setzen.  Dann  wird  aber  nach  den  Glei- 
chungen (18): 
1  («,  b,c)  =  2  iaßx)  (ßyx)  (ccyx) ,     H  {a,b,c)  =  —  ^  Uy  .  {aßy)  u^Uß  . 

Die  Jakobi'sche  Curve  ^V  =  0  hat  also  den  Punkt  y  zum  Doppel- 
punkte, und  alle  Polarkegelschnitte  derselben  gehen  durch  y.  Hieraus 
folgt,    dass  der    Kegelschnitt    Uy^  =  0  mit    alle?i    Kegelschnitten    des 
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Systems  der  ersten  Polaren  von  /.,-^  =  0  vereinigt  liegt;  d.  h.  man 
kann  in  dem  Gewebe  r?/„-  +  ?  V  +  <^Wj,-  =  0  eine  Curve  (nämlich 
tty')  SO  bestimmen,  dass  die  drei  Gleichungen  bestehen: 

Und  durch  Elimination  von  v,  q,  0  ergibt  sich: 


(21) 


?«-?! 


i(i'?l  ty'U]  ^a'  V 


i'a'-f'-i  V^«"2  V'^V  =^   C    (^'^"^")   i     ^'"'^         ^'/*'         /'■/■*  1"=^ 

"«"'■^ra     ?7""'^""3     ^""/""'^'"ai  !^"'«'--     ?V'^     '"y'^l 


Nun  besteht  dualistisch  entsprechend  zu  der  für  die  obige  Determinante 
I)  o-efimdenen  Relation  die  Gleichun«: 


// 


O  *>  9 

Ua'  Vß-  lY 


4  (nvio)  V/Viivj  —  2  {ffino)  {fluni)  (Hitv) 


Va-  Vf  Vy- 

lüa  Wp^  lüy- 

oder  wegen  (18): 

B'  =  —  {uvw)  UhVhivi,  —  (iviv)  {i7vu)  {iuv)  . 

D'  aber  gibt  die  in  (21)  auftretende  Determinante,  wenn  wir  darin 
u  durch  ?,  V  durch  i ,  lu  durch  i"  ersetzen.  Die  Bedingung  dafür ^  dass 
die  drei  Kegehchnilte  a^?  =  0,  h^^  =  0,  c^"^  =  0  einefi  Punkt  gemein 
haben  (oder  dass  im  conjugirten  Geioebe  ein  dojjpelt  zählender  Punkt 
auftritt)  ist  also: 

{22)  {ii'i"y  ihi'hi"h  —  {ü'i")  {ii'i'")  {ii"i"')  {ii"i"')  =  0, 

wo  ^a-^  =  0  die  Jakobi'sche,  u/,^  =  0  die  Hermite'sche  Curve  des 
Netzes  darstellt;  und  dualistisch  entsprechend  die  Bedingung  für  das 
Auftreten  einer  Doppcllinie  in  dem  Netze  der  Kegelschnitte  a^r,  h^,  c^r 
(oder  einer  gemeinsamen  Tangente  der  Curven  des  conjugirten  Geivehes)*) : 

(23)      2  {hh'h'y  iki„ik-  +  {hli li'^  {h h'h'")  {hh" Ii")  {h'h"h"')  =  0  . 

Wir  heben  schliesslich  noch  als  Resultat  der  soeben  gelegentlich 
angestellten  Ueberlegungen  über  das  besondere  Kegelschnittnetz : 

xx^^  -\-  kx.f  -f-  ftx^-  =  0 
die  Sätze  hervor: 


*)  Die  von  uus  hier  betrachteten  Bildungen  sind  sämmtlich  (schon  wegen 
ihrer  Bedeutung)  Combinatiten  des  Netzes  bez.  Gewebes  (vgl.  p.  303  und  208). 
Der  in  Obigem  hervortretende  Zusammenhang  derselben  mit  der  Determinante  D 
ist  kein  zufälliger;  vielmehr  hat  Gordan  nachgewiesen,  dass  alle  Combinanten 
des  Netzes  als  Functionalinvarianten  dieser  Determinante  darstellbar  sein  müssen : 
Mafli.  Annalen,  Bd.  5,  p.  116. 
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Das  conjugirie  Gewebe  zu  einem 
Netze,  dessen  Kegelschnilte  ein  ge- 
meinsames Polardreieck  haben,  be- 
sieht aus  den  die  Seilen  des  Breiecks 
berührenden  Kegelschnitten. 


Das  conjvgirte  Gewebe  zueinem 
Netze,  dessen  Kegelschnitte  drei 
Punkte  gemein  haben.,  besteht  aus 
den  Kegelschnitten,  welche  das  durch 
die  Punkte  gebildete  Dreieck  zwn 
Polardreiecke  haben. 


III.    Zur  Geometrie  auf  einer  Curve  dritter  Ordnung.  —  Erzeugungs- 
weisen derselben. 

Zu  jeder  Curve  dritter  Ordnung  des  Büschels  >c/"  -f-  AA  =  0 
mit  gemeinsamen  Wendepunkten  gehört  eine  andere  Curve  desselben 
Büschels  als  deren  Hesse 'sehe,  gegeben  durch  die  Gleichung: 

A.a=ä7+ZA  =  0, 

wo  K ,  L  vom  dritten  Grade  in  %,  A  sind  (vgl.  Gleichung  (3)  p.  505). 
Diese  Beziehung  zwischen  beiden  Curveu  ist  aber  nicht  umkehrbar. 
Soll  nämlich  die  Hesse 'sehe  Curve  von  nf  -\-  l/üik  =  0  mit  f  =0  zu- 
sammenfallen, so  muss  Z=0  sein,  damit  die  Relation  A^i  =  K  . /^ 
bestehen  kann.  Da  aber  L  die  Grössen  x,  A  in  der  dritten  Dimen- 
sion enthält,  so  haben  wir  den  von  Hesse  gefundenen  Satz: 

Eine  allgemeine  Curve  dritter  Ordnung  ist  die  Hesse'^rÄe  Curve  von 
drei  anderen  Ciirven  dritter  Ordnung. 

Fassen  wir  nun  eine  vorliegende  Curve  als  Hesse'sche  einer 
anderen  auf,  so  sind  damit  die  Punkte  derselben  paarweise  einander 
zugeordnet,  und  zwar  der  Art,  dass  der  Polarkegelschnitt  des  einen 
Punktes  eines  Paares  im  andern  Punkte  einen  Doppelpunkt  hat:  Es 
sind,  nach  unserer  früheren  Bezeichnung,  zwei  conjugirte  Pole  in  Bezug 
auf  das  Netz  der  Polarkegelschnitte  der  gewählten  Grundcurve,  oder, 
wie  wir  uns  kurz  ausdrücken  wollen,  ein  Polepaar  der  Hesse  "sehen 
Curve.     Aus  unserem  letzten  Satze  folgt  also: 

Man  kann  eine  allgemeine  Curve  dritter  Ordnung  /'  =  0  auf  drei  ver- 
schiedene Weisen  in  Punktepaare  (Polepaare)  auflösen,  so  dass  die  Punkte 
eines  jeden  Paares  conjugirte  Pole  in  Bezug  auf  das  Netz  der  Polar- 
kegelschnitte einer  Curve  cp  =  0  sind,  für  welche  /  =  0  die  Hesse's^^Ä^ 
Curve  ist.*) 

Wir  haben  also  auf  der  Curve  drei  verschiedene  Systeme  von 
Polepaaren.  Für  die  Paare  eines  Systems  gilt  nun  der  folgende 
wichtige  Satz: 

irenn  man  die  Punkte  zweier  Polepaare  desselben  Systems  kreuz- 
weise verbindet,  so  schneiden  sich  die  Verbindimgslinien  auf  der  Curve, 
und  diese  Schnittpunkte  bilden  ein  drittes  Polepaar  desselben  Systems. 


*)  Vgl.  Macl aurin  und  besonders  Hesse  a.  a.  0. 
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Es  seien  die  Polepaare  1,  1'  und  2,  2'  gegeben;  es  sollen  dann 
die  Linienpaare  12,  l'-S'  und  12',  1'2  sich  in  zwei  Punkten  3  und  3' 
schneiden,  die  wieder  ein  Polepaar  sind.  Wir  nehmen  zum  Beweise  die 
Nebenseiten  des  durch  die  Linien  12,  1'2',  1'2,  12'  bestimmten  voll- 
ständigen Vierecks  zu  Seiten  des  Coordinatendreiecks ;  ferner  bestimmen 
wir  die  Constanten  in  den  Coordinaten  so,  dass  die  Gleichuns  der 
einen  Seite  des  Vierseits,  etwa  12  wird: 

^1  +  •^••>  +  ^^h  =  <) ; 

dann  sind  nach  den  Sätzen  über  das  Vierseit  (p.  50)  die   Gleichungen 

von   1'2'  :       ru,  -{-  x^  —  x.^  =  0  , 
„     r2  :       x^  —  a:2  +  .T3  =  0, 
„      12'  :  —  a:,  +  x.^  -{-  x.^  =  0, 
und  von  11',  22',  33'  bez : 

x^  =  0,     x^  =  0 ,     x^  =  0  . 
Die  Coordinaten  der  Punkte  1,  1'  sind  in  Folge  dieser  Festsetzungen: 

fcVj  -■■— ■  yj  •     VO9     '■'  1  •     cCo  •      '~~  1 

damit  sie  also  conjugirte  Pole  eines  Kegelschnittes  HctikXiXk  =  0  sind, 
muss  «22  —  ^'33  =  ^*  sein,  und  ebenso  damit  2  und  2'  conjugirte  Pole 
in  Bezug  auf  denselben  Kegelschnitt  sind:  a^^  — r/33  ==  0.  Hieraus 
folgt  aber  die  dritte  Gleichung:  r/, ,  —  «^2  =  0,  d.  h.  auch  3,  3'  sind 
conjugirte  Pole  für  die  Curve  UaikXiXk  =  0.  JVenn  also  zwei  Paare 
von  gegenüherlieg enden  Ecken  eines  vollständigen  Vierseits  conjugirte  Pole 
für  einen  Kegelschnitt  sind,  so  sind  es  auch  die  Punkte  des  dritten  Paares. 
Und  hieraus  ergibt  sich  unmittelbar  der  von  uns  aufgestellte  Satz 
über  die  Polepaare  auf  einer  Curve  dritter  Ordnung,  da  sie  als  con- 
jugirte Pole  in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte  eines  Netzes  definirt  waren. 

Aus  diesem  Satze  können  wir  nun  nach  dem  Vorgange  von 
Schröter  eine  sehr  einfache  Constructiou  der  Curve  dritter  Ordnung 
ableiten.  Eine  solche  ist  nämlich  durch  drei  Pole  paare  desselben  Sgste?ns 
vollständig  und  eindeutig  bestimmt;  und  zwar  kann  man  diese  Polepaare 
beliebig  annhemen. 

Ist  für  das  betreffende  System  von  Polepaaren  g?  ^  aj"  =  0  die 
Gleichung  der  Grundcurve,  auf  deren  Hesse'scher  Curve  f  ==  0  die 
Polepaare  liegen  sollen,  und  bezeichnen  wir  mit  x;,  a;/;  y,,  y/5  z,-,  z,'  die 
Coordinaten  der  in  den  drei  gegebenen  Paaren  vorkommenden  Punkte, 
so  bestehen  die  Gleichungen; 
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a,.  «i-- «1  =  0         ayUy-ai  =  0         a~a,'ai  =  0 
(1)  a^a^.-ao  =  0         «^«^.«2  =  0         a:CCz-a2  =^  0 

«.a.v'^y  =  0         ocyay-az  =  0         a-a,.  «3  =  0  . 

Und  dies  sind  9  lineare  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  Coefficienten 
von  q)  =  aj^]  mit  aj^  ist  aber  auch  die  zugehörige  Hesse 'sehe  Curve 
bestimmt,  w.  z.  b.  w.  Um  einzusehen,  dass  die  Gleichungen  (1) 
wirklich  von  einander  unabhängig  sind,  d.  h.  nicht  unendlich  viele  Lö- 
sungen zulassen,  kann  man  folgenden  Weg  einschlagen.  Wir  wählen 
die  drei  Punkte  x,  y,  z  zu  Ecken  eines  Coordinatendreiecks;  durch 
die  zugeordneten  Punkte  x ,  'y,  z  sind  dann  aus  (1)  die  folgenden 
Gleichungen  für  (p  gegeben: 


«,„«^2       _,0 

ay-a^a^  =  0 

Of^'agKj 

-=0 

«i-.  «1 «.,  =  0 

aya^-    =  0 

a^-ag«. 

=  0 

a^-a,  «3  =  0 

ay-  a.,  «3  =  0 

«,.  «32 

=  0. 

(2) 

In  diesem  Gleichungssysteme  kommen  die  Coefficienten  «j,,,  a.,.,^, 
a.j33  nur  in  den  Diagonalgleichungen  vor,  werden  also  am  Schlüsse 
einzeln  bestimmt.  Die  übrigen  a  bestimmen  sich  dann  (abgesehen 
von  «^23 7  durch  welches  alle  anderen  a  sich  ausdrücken)  paarweise 
ans  zwei  der  Gleichungen  (2),  z.  B.  «j^j^  und  «^32  ^'^'^'• 

''^112*^1    ~T~  Cfi22"^2       1"  ^12;H'^3    ^^^^ 
«112^1'  +  «122^2'  +  «123^3'  =  ^^• 

Dabei  muss  jedoch  x(y,^  —  x,^y(  von  Null  verschieden  sein;  es  darf 
also  die  Verbindungslinie  der  zu  zweien  der  Punkte  x,  y,  z  gehörigen 
Punkte  x,  y,  z  nicht  durch  den  dritten  Punkt  gehen.  Alle  Bedin- 
gungen für  die  Ausführbarkeit  der  Operationen  sind  somit  erfüllt,  wenn 
man  festsetzt,  dass  von  den  6  Punkten  der  3  Paare  niemals  drei  zu- 
sammengehörige auf  einer  Geraden  liegen  sollen. 

Geht  man  nun  von  den  drei  gegebenen  Paaren  11',  22',  o3'  aus, 
so  kann  man  beliebig  viele  neue  Paare  nach  dem  soeben  gegebeneu 
Satze  construiren,  dass  die  Verbindungslinien  zweier  Paare  sich  auf 
der  Curve  und  zwar  in  einem  neuen  Paare  schneiden.*)  Man  erhält 
also  z.  B.  durch  die  Schnittpunkte  der  Linien  12,  1'2'  und  12',  1'2 
ein  neues  Paar  44';  ebenso  aus  den  Paaren  11',  33'  ein  neues  Paar 
55',  dann  aus  33',  44'  ein  Paar  66',  aus  55',  22'  ein  neues  Paar 
77',  u.  s.  w. 

Man  kann  hiernach ,  wenn  drei  Polepaare  desselben  Systems  auf  einer 
Curve  dritter  Ordnung  gegeben  sind,  beliebig  viele  Punkte  der  Curve  construiren. 


*)  Diese  Construction  ist  vou  Schröter  augegeben:  Ueber  Ciirven  3ter  Ord- 
nung, Math.  Annalen,  Bd.  V,  p.  50;  vgl.  auch  C  leb  seh:  Ueber  zwei  Erzeugungs- 
arten der  ebenen  Curven  3*«'  Ordnung,  ib.  p.  422. 

Clebs  eil ,  Vorlesiingpn.  34 
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Und  zwar  leistet  diese  von  Schröter  angegebene  Construction 
an  Einfachheit  das  Aeusserste,  was  man  verlangen  kann:  man  erhält 
jeden  neuen  Punkt  der  Curve  als  Kreuzungspunkt  zweier  Geraden, 
ohne  weiterer  Hülfslinien  zu  bedürfen. 

Gegenüber  diesen  drei  Systemen  von  Polepaaren  zeigen  in  Bezug 
auf  das  Reelle  und  Imaginäre  die  ein-  und  zweitheiligen  Curven  dritter 
Ordnung  ein  wesentlich  verschiedenes  Verhalten.  Man  übersieht  dies 
leicht  mit  Hülfe  des  bei  den  Kegelschnittnetzen  (p.  516)  gegebenen 
Satzes,  dass  sich  die  Tangenten  der  Curve  in  den  Punkten  eines  Pole- 
paares wieder  in  einem  Punkte  der  Curve,  „dem  zugehörigen  Tangenüal- 
punkle'^,  schneiden;  ein  Satz,  welcher  sich  übrigens  aus  dem  Hesse- 
schen Satze  über  das  von  zwei  Polepaaren  gebildete  Vierseit  unmittelbar 
ersibt,  wenn  man  die  beiden  Paare  einander  unendlich  benachbart 
annimmt.  Gehen  wir  umgekehrt  von  einem  Punkte  0  als  Tangential- 
punkte  aus,  so  gehören  ihm  vier  Punkte  1,  2,  3,  4  zu:  die  Berüh- 
rungspunkte der  vier  von  ihm  an  die  Curve  gelegten  Tangenten. 
Nehmen  wir  etwa  den  Punkt  1  heraus,  so  kann  zu  ihm  als  conjugirter 
Pol  in  einem  der  drei  Systeme  nur  einer  der  Punkte  2,  3,  4  gehören. 
Also  sind  die  Punkte  2,  3,  4  diejenigen,  welche  bez.  mit  1  in  den 
drei  Systemen  von  Polepaaren  ein  Paar  bilden;  und  wir  haben 
den  Satz: 

Die  vier  Berührungspunkte  der  vier  von  einem  Punkte  der  Curve  an 
dieselbe  zu  legenden  Tangenten  hildßn  sechs  Polepaare;  und  zwar  gehören 
je  zivei  sich  ergänzende  Paare  zu  einem  der  drei  inöglichen  Systeme. 

Letzteres  folgt  daraus,  dass  immer  zwei  der  sechs  Polepaare  12, 
13,  14,  23,  24,  34,  die  keinen  Punkt  gemeinsam  haben,  zu  demselben 
Systeme  gehören  müssen,  und  man  so  die  Paare  nur  in  einer  Weise 
einander  zuordnen  kann.  Da  in  den  vier  Berührungspunkten  der 
Tangenten  die  Grundcurve  von  dem  Polarkegelschnitte  des  Tangential- 
punktes  geschnitten  wird,  können  wir  den  Satz  unter  Berücksichtigung 
des  Hesse 'sehen  Satzes  vom  vollständigen  Vierseit  (p.  527)  auch 
fölgendermassen  aussprechen : 

Der  Polar  kegelschnill  eines  Punktes  der  Curve  dritter  Ordnung 
schneidet  dieselbe  in  vier  Punkten^  deren  kreuzrveise  Verbindungslinien 
sich  wieder  auf  der  Curve  treffen. 

Von  den  betrachteten  vier  Tangenten  gehen  nun,  wenn  ihr  gemein- 
samer Schnittpunkt  auf  dem  Zuge  mit  drei  Wendungen  liegt,  immer 
zwei  an  das  Oval,  welches  bei  einer  zweitheiligen  Curve  vorhanden 
ist,  denn  an  ein  Oval  kann  man,  wie  an  einen  Kegelschnitt,  von 
jedem  Punkte  ausserhalb  desselben  zwei  Tangenten  ziehen:  An  den 
Zug  mit  drei  Wendungen  kann  man  also  von  einem  Punkte  desselben 
nur  noch  zwei  Tangenten  ziehen.  Fehlt  aber  das  Oval  (also  bei 
einer    eintheiligen    Curve),     so    werden     zwei     der    vier    Tangeuten 
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imaginär.  An  eine  eintheilige  Curve  dritter  Ordnung  kann  man 
daher  von  einem  ihrer  Punkte  aus  nur  zwei  reelle  Tangenten  ziehen. 
Von  einem  Punkte  des  Ovals  dagegen  kann  man  überhaupt  keine 
reelle  Tangente  an  die  Curve  legen,  denn  eine  solche  müsste  das  Oval 
immer  noch  in  einem  zweiten  reellen  Punkte  schneiden;  was  nicht 
möglich  ist,  da  die  Gerade  dann  4  Schnittpunkte  mit  der  C.,  haben 
würde.  Aus  diesen  Ueberlegungen  in  Verbindung  mit  dem  Vorher- 
gehenden ergibt  sich  für  die  Vertheilung  der  Polepaare  auf  der  Curve 
das  Folgende. 

Eine  zweilheüige  Curve  kann  man  mittelst  der  Seh  röter 'sehen 
Construction  auf  drei  Arten  in  reeller  Weise  erzeugen.  Bei  zweien 
derselben  durchläuft  ein  Punkt  des  Polepaares  das  Oval,  der  andere 
den  Zug  mit  drei  Wendungen;  bei  der  dritten  Erzeuguugsart  bilden 
die  Punkte  des  Ovals  eine  Scliaar  von  Paaren,  die  Punkte  des  unend- 
lichen Zuges  eine  andere.  Bei  einer  eintheiligcn  Curve  bleibt,  indem 
das  Oval  fortfällt,  nur  die  letzte  Erzeugungsweise  als  einzig  reelle 
bestehen;  eine  solche  Curve  kann  daher  nur  auf  eine  Art  aus  reellen 
Polepaaren  zusammengesetzt  werden.*)   — 

Für  den  hier  betrachteten  Büschel  der  vier  Tangenten  gilt  noch 
der  folgende  fundamentale  Satz: 

Dns  Doppelverhällniss  der  vier  Tangenten ,  ivelche  man  von  einem 
Punkte  der  Curve  dritter  Ordnung  an  dieselbe  legen  kann,  ist  constant 
für  alle  Punkte  der  Curve. 

Wir  geben  hier  einen  einfachen  geometrischen  Beweis,  der  von 
Salmon  herrührt,  indem  wir  einen  directen  algebraischen  auf  später 
verschieben.  Von  einem  Punkte  0  der  Curve  ziehen  wir  die  vier 
Tangeuten 

Ol,     02,     03,     04 

an  dieselbe;  ihre  Berührungspunkte  1,  3,  3,  4  liegen  auf  dem  Polar- 
kegelschuitte  von  0.  Auf  denselben  Kegelschnitt  projiciren  wir  von 
einem  zu  0  benachbarten  Punkte  0'  der  Curve  aus  die  Berührungs- 
punkte r,  2',  3',  4'  der  vier  von  0'  ausgehenden  Tangenten.  Diese 
Projectionspunkte  (d.  h.  die  Schnittpunkte  letzterer  vier  Tangenten 
mit  der  C^)  sind  dann  von  den  Punkten  1,  2,  3,  4  nur  um  unendlich 
kleine  Grössen  zweiter  Ordnung  verschieden,  wenn  0  von  0'  um  eine 
Grösse  erster  Ordnung  entfernt  ist.  Da  ferner  der  Polarkegelschnitt 
von  0  die  Grundcul-ve  in  0  berührt,  d.  h.  (bis  auf  Grössen  zweiter 
Ordnung)  auch  durch  0'  geht,  so  haben  die  Strahlen  von  0  nach 
1,  2,  3,  4  (bis  auf  Grössen  zweiter  Ordnung)  dasselbe  Doppelverhällniss, 

*)  Es  knüpfen  sich  hieran  weitere  Folgerungen  über  die  Abhängigkeil  der 
Gestalt  der  Caylej' 'sehen  Curve  von  der  der  Hesse 'sehen  etc.  Vgl  darüber 
Ilarnack:  Math.  Annalen,  Bd.  9,  p.  9  ff. 
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wie  die  Strahlen  von  0'  nach  1',  2',  3',  4',  oder  von  0'  nach  1,  2,  3,  4, 
Das  Doppelverhältniss  der  vier  Tangenten  wird  somit  nicht  geändert, 
wenn  man  von  Punkt  zu  Punkt  auf  der  Curve  fortschreitet;  es  muss 
also  für  die  ganze  Curve  constant  sein,  q.  e.  d. 

In  demselben  finden  wir  somit  eine  für  die  Curve  charakteristische 
Constante:  Man  wird  nur  solche  Curven  dritter  Ordnung  linear  in 
einander  transformiren  können,  bei  denen  dies  Doppelverhältniss  den- 
selben Werth  hat.  Eine  für  die  Curve  ebenfalls  charakteristische 
Constante  haben  wir  schon  bei   anderer  Gelegenheit  gefunden;  es  ist 

die   Zahl  —  in  der  kanonischen  Form  der  Curvengleichung  (p.  510): 

(3)  a  {x^  -|~  ^'2^  +  ^3^)  ~l"  ^  ^'^'1  ^'2^3  =  0  . 

Daraus,    dass  von    den    Constanten   der  Curve   durch   Coordinatenver- 

änderung   alle  bis  auf  diese  eine    ,-    zerstört    werden     können,     folgt 

gleichzeitig,   dass  der  Werth  jenes  Doppelverhältnisses  nur  von  dieser 

Grösse   k  =  ~  abhängig  sein  kann.     Dies  wird  in  der  That  durch  die 

folgende  Betrachtung  bestätigt.  Wir  bilden  das  Doppelverhältniss  z.  B. 
für  die  vier  Tangenten,  die  von  einem  Wendepunkte  ausgehen,  und 
von  denen  eine  mit  der  Wendetangente  zusammenfällt.  Ein  reeller 
Wendepunkt  ist  z,  B.  gegeben  durch  die  Coordinaten  (vgl.  p.  511): 
x^  =  1,  a:.,  =  —  1,  a\^  =  0.  Die  Gleichung  seiner  ersten  Polare  zerfällt 
in  die  der  Wendetangente: 

(4)  .T,  -\-x,  —2  kx.^  =  0 

und  in  die  der  zugehörigen  harmonischen  Geraden: 

(5)  x^  —  Xj  =  0  . 

Die  Schnittj^unkte  der  letzteren  Linie  mit  der  Grundcurve,  d.  h.  die 
Berührungspunkte  der  drei  vom  Wendepunkte  ausgehenden  Tangenten, 
erhält  man  also  aus  (3)  für  o;,  =  x^,  d.  i.  durch  die  Gleichung: 

(6)  2  a;,3  +  a:/  +  6  kx^^x^  =  0  . 

Das  gesuchte  Doppelverhältniss  ist  nun  gleich  demjenigen,  welches 
diese  drei  Punkte  zusammen  mit  dem  Schnittpunkte  der  harmonischen 
Geraden  und  der  vierten  Tangente,  der  Wendetangente,  bilden.  Für 
diesen  Schnittpunkt  haben  wir  aber  wegen  (4)  und  (5)  die  Coordinaten : 

.  t 

QX^   =  QX2  =^   i.  1       QX-.  =^  -T  . 

Die  Coordinaten  der  vier  Punkte  sind  nur  von  k  abhängig,  und  somit 
auch  ihr  Doppelverhältniss,  wie  behauptet  wurde.  Besser  gestaltet  sich 
auch  diese  Darstellung  in  der  Theorie  der  ternären  ciibischen  Formen ;  das 
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Doppelverhiiltniss  und  die  Constante  k  erscheinen  dann  beide  abhängig 
von  der  absoluten  Invariante  der  Curve.*)  — 

Die  Untersuchungen  über  l'olepaare  auf  der  Curve  dritter  Ord- 
nung, welche  uns  hier  beschäftigten,  unterscheiden  sich  wesentlich 
von  den  Betrachtungen,  welche  wir  bisher  über  die  Geometrie  auf  einer 
allgemeinen  Curve  w*«''"  Ordnung  angestellt  haben.  In  der  That  lassen 
sie  sich  nicht  unmittelbar  auf  Curven  höherer  Ordnung  übertragen, 
denn  eine  solche  kann  im  Allgemeinen  nicht  als  Hesse 'sehe  Curve 
einer  anderen  angesehen  werden.  Auf  die  Theorie  der  Schnittpunkt- 
systeme einer  Curve  dritter  Ordnung  mit  anderen  Curven  wollen  wir 
hier  auch  nicht  weiter  eingehen,  wir  werden  darauf  später  unter  An- 
wendung der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  zurückkommen.  Wir 
behandeln  hier  nur  zAvei  darauf  bezügliche  Probleme: 

1)  die  Lage  solcher  Punkte  auf  der  Curve,  in  denen  Kegelschnitte 
mehrpunktig  berühren  können;  und 

2)  die  Chasles'sche  Erzeugungsweise  der  Curve  aus  einem 
Kegelschuittbüschel  und  einem  ihm  projecti vischen  Strahl- 
büschel, woran  wir  dann  noch  die  Besprechung  der  sogenannten 
Grassmann 'sehen  Erzeugungsweise  anknüpfen. 

Stellen  wir  die  Forderung,  dass  ein  Kegelschnitt  die  Curve  dritter 
Ordnung  berühre,  wo  er  ihr  begegnet,  so  haben  wir  zunächst  folgende 
Fälle  zu  unterscheiden: 

1)  Der  Kegelschnitt  berührt  in  3  Punkten  einfach, 

2)  „         „        „  „        „    2        „        2 -punktig. 

Alle  anderen  Möglichkeiten  erscheinen  als  Grenzfälle  dieser  beiden. 
In  letzteren  sind  je  drei  Bedingungen  gegeben;  es  gibt  also  noch 
doppelt  unendlich  viele  Kegelschnitte,  welche  ihnen  genügen.  Im 
ersten  Falle  können  wir  daher  noch  zwei  Berührungspunkte  willkür- 
lich annehmen  und  nach  der  Lage  des  dritten  fragen.  Derselbe  be- 
stimmt sich  durch  den  Satz: 

Die  Tangential  punkte  der  drei  Punkte,  in  denen  eifi  Kegelschnitt  die 
Curve  dritter  Ordnung  einfach  bcri'ihrt,  liegen  auf  einer  Geraden: 

Der  Beweis  ist  folgender:  Sind  A,  B,  C  die  drei  Berührungs- 
punkte, A,  B,  r  ihre  Tangen tialpunkte  (Schnittpunkte  ihrer  Tangenten 
mit  der  Curve),  so  haben  wir  drei  Curven  dritter  Ordnung  mit  8 
gemeinsamen  Punkten,  nämlich: 

1)  die  gegebene  Curve 

2)  ihre  drei  Taugenten  in   A^  B^  C, 

3)  den  berührenden  Kegelschnitt  und   die  Linie  AB. 

*)  Vgl.  den  Schluss  des  Abschnittes  V  in  dieser  Abtheiluug.  —  Die  absolute 
Invariante  ist  dann  eine  symmetrische  Function  der  6  verschiedenen  Werthe, 
welche  das  Doppelverhiiltniss  von  vier  Punkten  annehmen  kann. 
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Die  8  ihnen  gemeinsamen  Punkte  sind:  die  Punkte  A,  B  uud  die  je 
doppelt  zählenden  Berührungspunkte  A,  B,  C.  Die  drei  Curven 
müssen  daher  auch  den  9"="  Punkt  f  gemein  haben  (vgl.  p.  428), 
q.  e.  d.  Sind  nun  die  Punkte  A,  B  gegeben,  so  ist  es  leicht,  den 
Punkt  C  zu  construiren.  Wir  ziehen  die  Tangenten  in  A  und  B, 
welche  die  Curve  noch  in  A  und  B  treffen.  Die  Linie  AB  liefert  dann 
als  dritten  Schnittpunkt  den  Punkt  f,  und  von  letzterem  aus  haben 
wir  nur  die  vier  Tangenten  an  die  Curve  zu  legen :  Jeder  Berührungs- 
jiunkt  ist  ein  Punkt  C.  Doch  nur  drei  von  ihnen  geben  eine  eigent- 
liche Lösung.  Bezeichnen  wir  nämlich  durch  D  den  dritten  Schnitt- 
punkt der  Curve  mit  AB,  so  liefert  die  Linie  AB,  doppelt  genommen, 
auch  einen  in  den  drei  Punkten  A,  B,  D  berührenden  Kegelschnitt 5 
und  dass  die  Tangente  von  B  in  der  That  auch  durch  f  geht,  folgt 
aus  einem  unserer  ersten  Sätze  über  Curven  dritter  Ordnung  (vgl. 
p.  503). 

Es  gibt  also  drei  verschiedene  Systeme  von  je  zweifach  unendlich 
vielen  Kegelschnitten,  welche  eine  Curve  dritter  Ordnung  in  drei  Punkten 
berühren.*) 

Diese  drei  Systeme  sind  wegen  des  Zusammenhanges  der  Pole- 
paare mit  den  Tangentialpunkten  ebenso  von  einander  vollkommen 
getrennt,  wie  die  drei  verschiedenen  Systeme  von  Polepaaren  auf  der 
Curve.  Ebenso  wie  wir  hier  wieder  auf  die  Polei3aare  geführt  werden, 
kommen  wir  bei  den  zweimal  zweipunktig  berührenden  Kegelschnitten 
auf  die  Wendepunkte.  Es  seien  A  und  B  die  beiden  Berührungs- 
punkte. Wir  legen  durch  dieselben  drei  einander  unendlich  benach- 
barte Gerade,  welche  die  Curve  noch  in  drei  weiteren,  unendlich 
benachbarten  Punkten  schneiden;  letztere  müssen  dann  in  gerader 
Linie  liegen,  d,  h.  einen  Wendepunkt  bilden.  Denn  wir  haben  wie- 
der drei  Curven  dritter  Ordnung,  welche  8  Punkte  und  also  auch  den 
gten  gemein  haben,  nämlich: 

1)  die  gegebene  Curve, 

2)  -die  drei  benachbarten  Geraden  durch  A  und  B, 

3)  die  Wendetangente  und  den  berührenden  Kegelschnitt. 

Hieraus  folgt  de'r  Satz: 

Jede  durch  einen  Wendepunkt  der  Curve  dritter  Ordnung  gehende 
Gerade  bestimmt  durch  ihre  beiden  anderen  Schnittpunkte  mit  derselben 
zwei  solche  Punkte,  in  denen  gleichzeitig  ein  Kegelschnitt  zweipunktig  be- 
rühren kann;  und  weiter,  da  die  Curve  neun  Wendepunkte  hat: 


*)  Vgl.  Plücker  i;nd  Hesse  a.  a.  0.;  über  die  nähere  Beziehung  dieser 
Kegelschnitte  zu  der  Curve  z.  B.  Cremona's  Einleitung  in  die  Theorie  der  al- 
gebraischen Curven. 
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Es  gibt  neun  verschiedene  Systeme  von  Kegelschnitten ,  welche  eine 
Curve  dritter  Ordnung  in  zwei  Punkten  zweipunklig  heri'ihren. 

Die  beiden  Berührungspunkte  A,  B  fallen  insbesondere  zusammen 
für  die  von  dem  Wendepunkte  ausgehenden  Taugenten  an  die  Curve. 
Im  Berührungspunkte  einer  solchen  kann  daher  ein  Kegelschnitt  fünf- 
punktig  berühren.  Da  es  neun  Wendepunkte  gibt  und  von  jedem 
drei  Tangenten  an  die  Curve,  haben  wir  also  den  Satz :  *) 

Es  gibt  21  Kegelschnitte j  ivelche  eine  Curve  dritter  Ordnung  fünf- 
punktig  berühren;  ihre  Berührungspunkte  sind  die  27  Schnittpunkte  der 
0  harmonischen  Geraden  mit  der  Curve.  — 

Wir  wenden  uns  nunmehr  zur  Betrachtung  der  Chasles 'sehen 
Erzeugungsweise  der  Curven  dritter  Ordnung  (vgl,  p.  375).  Nehmen 
wir  auf  derselben  vier  Punkte  beliebig  an,  so  können  wir  durch  sie 
noch  unendlich  viele  Kegelschnitte  legen.  Wir  wählen  zwei  beliebige 
heraus:  (p  =  0  und  ^  ==  0;  ein  jeder  von  ihnen  schneidet  die  Curve 
noch  in  zwei  Punkten,  deren  Verbindungslinien  bez.  A  =  0  und  B  =  0 
sein  mögen.  Wir  haben  dann  wieder  drei  Curven  dritter  Ordnung 
mit  8  gemeinsamen  Punkten,  nämlich: 

1)  die  Grundcurve, 

2)  den  Kegelschnitt  g?  =  0  und  die  Gerade  B  =  0^ 

3)  „         „        „       ^  =  0    „      „        „        ^  =  0. 

Dieselben  müssen   auch   den  9*^"  Punkt,   d.    h.   den   Schnittpunkt   von 
A  =  0  und  B  =  0  gemein  haben.     Wir  erhalten  somit  den  Satz: 

Jeder  Kegelschnitt  eines  Büschels,  dessen  vier  Grundpunkte  auf  der 
Curve  dritter  Ordnung  liegen,  schneidet  letzlere  in  zwei  beweglichen 
Punkten,  deren  Verbindungslinie  immer  durch  einen  festen  Punkt  der 
Curve  geht:  „den  jenen  vier  Grundpunkten  gegenüber  liegenden  Punkt'^. 

Dieser  Satz  ist  übrigens  auch  eine  unmittelbare  Folge  des  Rest- 
satzes: der  Strahlbüschel  ist  mit  dem  Kegelschnittbüschel  äquivalent 
(vgl.  p.  434).  Beide  Büschel  sind  aber  auch  zu  einander  projectivisch**), 
denn,  ist  f=0  die  Gleichung  der  Grundcurve,  so  muss  sein: 

/=  y,q)  ,  B  —  Xip  .  A  ^ 
wo  X,   l   Constante  sind;   die   Gleichung  /"=()  entsteht  daher  durch 
Elimination  von  ^  aus  den  beiden  anderen: 

Nimmt  man  also  vier  beliebige  Punkte  einer  Curve  dritter  Ordnung 
zu  Grundpunkten  eines  Kegelschnittbüschels,  so  gibt  ihr  gegenüberliegender 


*)  Aus  der  auf  p.  -161  gegebenen  Formel  würde  sich  statt  27  zunächst  36  für 
die  Zahl  dieser  Cz  ergeben;  darunter  sind  aber  die  9  Wendetangenten  (jede 
doppelt  zählend)  mit  als  Kegelschnitte  gezählt. 

**)  Dies  folgt  auch  schon  aus  der  eindeutigen  Beziehung  beider  Büschel  auf 
einander  (vgl.  p.  435,  Anmerkung). 
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Pimkt  den  Scheitel  eines  Sirahlbilschch,  ivelches  mit  dem  Kegelschnittbüschel 
zusammen  die  Ciirve  dritter  Ordnung  nach  Cliasles'iY'Ätv  IV eise  erzeugt. 

Mit  Hülfe  dieser  Sätze  lasst  sich  nun  die  Construction  der  Curve 
dritter  Ordnung  aus  9  gegebenen  Punkten  ausführen.*)  Die  neun  Punkte 
dürfen  natürlich  nicht  so  liegen,  dass  durch  sie  noch  unendlich  viele 
Curven  dritter  Ordnung  hindurchgehen,  denn  sonst  würde  die  Lösung 
unbestimmt  werden.  Wie  dann  die  Lösung  selbst  zu  geschehen  hat, 
mag  hier  nur  angedeutet  werden.  Vier  der  gegebeneu  Punkte  wählt 
man  zu  Grundpunkten  eines  Kegelschnittbüschels;  man  kann  dann 
zunächst  den  diesen  vier  Punkten  auf  der  zu  construirenden  Curvc 
gegenüberliegenden  Punkt  M  construiren;  und  zwar  ergibt  sich  dieser 
als  vierter  Schnittpunkt  zweier  Kegelschnitte,  deren  andere  drei 
Schnittpunkte  gegeben  sind,  Ist  so  der  Punkt  M  gefunden,  so  kann 
man  leicht  einen  Strahlbüschel  durch  M  dem  Kegelschnittbüschel  der- 
artig zuordnen,  dass  aus  beiden  die  gesuchte  Curve  nach  Chasles- 
scher  Weise  erzeugt  wird,  dass  also  je  zwei  Punkte  als  Schnittpunkte 
eines  Strahles  mit  einem  Kegelschnitte  gefunden  werden  (vgl.   p.   51). 

An  die  hier  behandelte  Aufgabe  schliesst  sich  sofort  die  folgende 
an:  Es  sind  8  Punkte  beliebig  gegeben^  man  soll  den  zugehörigen  neunten 
Punkt  construiren,  ivelcher  mit  ihnen  zusammen  eine  Curve  dritter  Ord- 
nung nicht  bestimmt.  Die  Lösung  beruht  wieder  wesentlich  darauf, 
dass  man  zu  vier  der  gegebenen  Punkte  für  zwei  verschiedene  Curveu 
des  durch  die  8  Punkte  gehenden  Büschels  den  gegenüberliegenden 
Punkt  construirt  und  dann  den  leicht  zu  erweisenden  Satz  anwendet, 
dass  der  Ort  der  Punkte,  tvelche  vier  Basispunkten  eines  Büschels  von 
Curi^en  3.  Ordnung  auf  den  verschiedenen  Curven  dieses  Büschels  gegen- 
überliegen, ein  Kegelschnitt  ist,  ivelcher  durch  die  fünf  andern  Basispunkte 
geht.  — 

Den  von  uns  besprochenen  Erzeuguugsarten  von  Schröter  und 
Chasles  steht  eine  andere  gegenüber,  die  von  Grassmann**)  ge- 
funden und  auch  auf  Curven  beliebiger  Ordnung  angewandt  wurde; 
dieselbe  ist  von  wesentlich  anderem,  gewissermassen  mechanischem 
Charakter.  Wir  wollen  sie  zunächst  für  Kegelschnitte  aussprechen, 
für  welche  sie  schon  von  Maclaurin  und  Taylor  in  der  Form  an- 
gegeben wurde.     Wir  haben  hier  den  Satz***): 


*)  Vgl.  Chasles:  Construction  de  la  courbe  du  troisieme  ordre  determinee 
par  neuf  points,  Comi^tes  rendus,  Mai  185.S.  Man  findet  die  Lösung  der  Auf- 
gabe auch  eingehend  behandelt  in  den  erwähnten  Werken  von  Cremona  und 
Durege. 

**)  Grassmann:  Die  lineale  Ausdehnungslehre,  Leipzig  18-U,  sowie  verschie- 
dene Aufsätze  in  Crelle's  Journal,  Bd.  31,  36,  42,  52. 

***)  Vgl.  auch  Chasles:  Aperem  historique,  Note  XI. 
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Kig.  66. 


Wenn  ein  Punkt  x  sich  so  hewegt,  dass  seine  Verbindung slinieyi  mit 
zwei  festen  Punkten  a,  b  bez.  zwei  feste  Gerade  a,  ß  in  zivci  Punkten 
schneidet,  deren  Verbindungslinie  immer  durch 
einen  festen  Punkt  c  geht,  so  beschreibt  der 
Punkt  X  einen  Kegelschnitt  (vgl.  Fig.  66). 

Bezeichnen  wir  nämlich  die  Coordinaten 
der  Punkte  x,  a,  b,  c  bez.  mit  Xi,  «,,  ö,,  d 
und  die  der  Geraden  k,  ß  bez.  mit  «/,  ß,-, 
so  sind  die  Coordinaten  der  Verlnndungslinie 
von  X  und  a: 

i/j  =  (o;  a)i ,     u.^=  {x  0)2  ,     W3  =  {x  d)^ , 

wo  zur  Abkürzung: 

(x  «)i  =  X,  «3  —  a-3  «2 ,     {x  a).^  =  X.,  a^  —  x^  a^  ,    {x  a\  =  a;,  a.^  —  x.^  a^  . 

Ebenso  sind  die  Coordinaten  der  Verbindungslinie  von  x  und  b : 

yj  =  {xb)^  ,     V.,  =  {xb)^  ,     i'a  =  {xb\ , 

und  also  die  des  Schnittpunktes  von  u  und  a: 

?/i  =  {xä).^a.:^  —  {xa).^a2  =  [{xa),  0;], 

(7)  ij2  =  {xa\a^  — {xa)^a.^  =  [{xa),a\, 

und  ebenso  die  Coordinaten  des  Schnittpunktes  von  v  und  ß: 

(8)  zi=[{xb-),ß-\i. 

Die  Punkte  y,  z  und  c  sollen  nun  in  gerader  Linie  liegen;  d.  li.  es 
besteht  die  Gleichung: 

\ixa),a\         \Sxb),ß\         q 

(9)  [ixä),a\         [_{xb),ß\         c^   =0. 
[{xa),a\         [_{xb),ß\:^         c^ 

Diese  ist  aber  von  der  zweiten  Ordnung  in  x,  stellt  also  in  der  That 
einen  Kegelschnitt  dar.  Das  Resultat  kann  man  auch  leicht  geome- 
trisch verificiren.  Der  Strahlbüschel  mit  dem  Mittelpunkte  c  nämlich 
schneidet  auf  a  und  ß  zwei  perspectivisch  liegende  Punktreihen  aus ; 
die  Verbindungslinien  dieser  Schnittpunkte  bez.  mit  a  und  b  geben 
zwei  projectivische  Strahlbüschel  mit  den  Scheiteln  a,  b]  der  Schnitt- 
punkt X  zweier  entsprechender  Strahlen  der  letzteren  beschreibt  also  in 
der  That  einen  Kegelschnitt.  Man  erkennt  gleichzeitig,  dass  letzterer 
durch  die  Punkte  a,  h  und  den  Schnittpunkt  von  a  und  ß  geht. 
Ferner  muss  er  auch  den  Schnittpunkt  von  ac  und  ß,  sowie 
den  von  bc  und  a  enthalten;  denn  für  diese  Punkte  ist  die  Forderung 
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des  Satzes  jedenfalls    erfüllt.     Es    sind    so    auch    5    Punkte    für    den 
Kegelschnitt  unmittelbar  gegeben. 

Für  Ourven  dritter  Ordnung  können  wir  die  G  rassmann 'sehe 
Erzeugungsweise  folgendermassen  aussprechen : 

Ein  Punkt  x  beschreibt  eine  Curve  dritter  Ordnung ,  wenn  seine  Ver- 
bindungslinien  mit  drei  festen   Punkten  a,  b,  c  einzeln  drei  feste  Gerade 

a,  ß,  y  in  drei  Punkten  schneiden,  ivelche 
auf  einer  (beweglichen)  Geraden  liegen. 
Diese  Gerade  umhüllt  dabei  eine  Curve  dritter 
Klasse  (vgl.  Fig.  67). 

Der  letzte  Theil  des  Satzes  ist  nur 
eine  Folge  des  ersten ;  denn  die  beweg- 
liche Gerade  bewegt  sich  eben  so,  dass 
ihre  Schnittpunkte  mit  drei  festen  Gera- 
den a,  ß,  y,  verbunden  mit  drei  festen 
Punkten  a,  b,  c  drei  Gerade  ergeben,  welche 
sich  in  einem  (beweglichen)  Punkte  x 
schneiden*,  und  diese  Eigenschaft  entspricht  dualistisch  vollkommen 
der  dem  Punkte  x  auferlegten  Forderung. 

Die  Gleichung  der  betreffenden  Curve  dritter  Ordnung  können 
wir  direct  aufstellen.  Die  Coordinaten  des  Schnittpunktes  der  Linien 
XM  und  a,  sowie  xb  und  ß  sind  wieder  durch  die  Gleichungen  (7) 
und  (8)  gegeben.     Analog    sind    die   Coordinaten    des    Schnittpunktes 

von  xc  und  y. 

(10)  ti  =  [(xc),y]i. 

Da  nun   die  Punkte  y,  z,  t  immer   in   gerader    Linie    liegen    sollen, 
so  folgt: 

(11) 


[{xa),  a\ 
lixa),  a].^ 
[{xa),  a\ 


{_{xc),  y],. 


=  0; 


[_{xb),  ß], 
li^b),ß], 

und  dies  ist  die  Gleichung  unserer  Curve  dritter  Ordnung.  Wir 
können  hier  auch  leicht  neun  Punkte  angeben,  durch  welche  die  Curve 
bestimmt  wird;  es  sind  die  folgenden  (vgl.  Fig.  67): 

1)  die  Punkte  a,  b,  c, 

2)  die  Ecken  a\  b',  c   des  Dreiecks  a,  ß,  y, 

o)  die  Punkte  «",  b",  c",  in  welchen  die  Geraden  a,  ß,  y  be- 
ziehungsweise von  den  Geraden  bc,  ca,  ab   getroffen  werden. 

Man  erkennt  in  der  That  leicht  bei  Betrachtung  der  betreffenden 
Figur,  dass  die  Forderungen  unseres  Satzes  von  selbst  erfüllt  sind, 
sobald  X  in  einem  dieser  neun  Punkte  liegt.  Die  letzteren  haben 
hier  eine  besondere  Lage  gegen  einander,  jedoch  keineswegs  der  Art, 
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dass  durch  sie  noch  unendlich  viele  Curven  dritter  Ordnung  gehen 
könnten.  Es  ergibt  sich  dies  einfach  daraus,  dass  wir  in  (11)  eben 
auf  eine  ganz  bestimmte  Curve  geführt  sind,  oder  auch,  wie  folgt. 
Durch  die  acht  Punkte 

«",  h" ,  c" \    ü,  V,  c\     a,  h 

geht  ausser  einer  allgemeinen  Curve  dritter  Ordnung  noch  die  aus 
den  Geraden  a,  ß,  ab  bestehende;  der  neunte  Punkt,  welchen  beide 
gemein  haben,  ist  aber  der  als  Schnittpunkt  von  a  und  ß  doppelt 
zählende  Punkt  c,  also  nicht  der  Punkt  c,  q.  e.  d. 

Von  besonderem  Interesse  ist  hier  die  Frage,  wie  man  auf  einer 
gegebenen  Curve  dritter  Ordnung  diejenigen  Elemente  ^^iden  kann, 
aus  welchen  sie  vermöge  des  Grass  mann 'sehen  Mechanismus  ent- 
steht.*) Hiermit  wird  dann  zugleich  gezeigt,  dass  jede  Curve  dritter 
Ordnung  auf  solche  Weise  erzeugt  werden  kann.  Wir  knüpfen  an 
das  soeben  erwähnte  System  von  neun  Punkten  an.  Die  charakteri- 
stische und  ausreichende  Eigenschaft  desselben  besteht  darin,  dass  die 
Punkte  a,  b,  c  und  a,  b',  c  zwei  Dreiecke  bilden,  deren  Ecken  auf 
der  Curve  liegen  und  deren  Seiten  sich  entsprechend  in  a",  b",  c"  auf 
der  Curve  schneiden.  Sehen  wir  also  die  letzteren  drei  Punkte  als 
beliebig  auf  der  Curve  gegeben  an,  so  haben  wir  die  Aufgabe 
zu  lösen: 

Es  soll  ein  Dreieck  gefunden  werden,  dessen  Ecken  a,  b,  c  auf  der 
Curve  dritter  Ordnung  liegen,  und  dessen  Seiten  einzeln  durch  drei  auf 
der  Curve  gegebene  Punkte  a",  b" ,  c"  gehen. 

Hat  man  zwei  Dreiecke  dieser  Art  gefunden,  so  begründen  sie 
zusammen  eine  Grassmann 'sehe  Erzeugung  der  Curve,  uncl  zwar 
auf  doppelte  Art:  denn  es  ist  noch  gleichgültig,  welches  von  ihnen 
man  als  Dreieck  «,  b,  c  und  welches  man  als  ^Dreieck  a,  ß,  y  an- 
sieht. Wir  werden  zeigen,  dass  man  zu  drei  Punkten  «",  b",  c"  immer 
vier  Dreiecke  finden  kann;  diese  bilden  sechs  Paare,  und  man  hat  also 
den  Satz: 

Brei  beliebig  auf  der  Curve  dritter  Ordnung  gegebene  Punkte  füiwcn 
auf  zwölf  Arten,  die  Curve  nach  Grassmann'AT//tv  Methode  zu  erzeugen. 
.  Die  erwähnten  vier  Dreiecke  ergeben  sich  folgendermassen.  Wir 
verbinden  die  Punkte  b"  und  c"  durch  eine  Gerade,  welche  die  Curve 
noch  in  d  treffen  möge;  ferner  w^erde  die  Curve  von  der  Linie  a" d 
in  a'"  geschnitten.  Von  letzterem  Punkte  a"  aus  ziehen  wir  eine 
Tangente  an  die  Curve,  deren  Berührungspunkt  a  sei;  die  Verbindungs- 
linien von  a  mit  //'  und  c"  mögen  ferner  die  Punkte  c  und  b  auf  ihr 
ausschneiden:     Wir    behaupten,    dass    alsdann    auch    die    Gerade    a" b 


')  Vgl.  Clebsch:  Math.  Annalen,  Bd.  V,  p.  424. 
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durch  c  geht,  dass  also  die  Punkte  a,  b,  c  ein  Dreieck  der  gesuchten 
Art  bilden.     In  der  That  haben  wir  drei  Curven  dritter  Ordnung: 

1)  die  gegebene  Grundcurve, 

2)  die  Linien  da" d" ,  b"ac^  c" ab , 

3)  die  Linien  db" c" ,  d"aa,  a"b, 

welche  sich  in  den  Punkten  a",  b",  c" ,  d,  b,  ä"  und  dem  doppelt 
zählenden  a,  also  in  acht  Punkten  schneiden;  sie  müssen  daher  auch 
den  neunten  Punkt  c  gemein  haben.  Da  wir  nun  von  d"  aus  vier 
Tangenten  an  die  Curve  legen  können,  und  da^  wie  sich  in  ähnlicher 
Weise  leicht  einsehen  lässt,  die  Wiederholung  der  Construction  von 
einem  analog  wie  d"  gefundenen  Punkte  b'"  oder  c"  nichts  Neues 
ergibt^  so  haben  wir  den  Satz: 

Es  gibt  vier  Dreiecke  ^  deren  Ecken  auf  der  Curve  dritter  Ordnung 
liegen^  und  deren  Seiten  einzeln  durch  drei  auf  der  Curve  gegebene 
Punkte  gehen. 

Da  ferner  die  Punkte  a,  b,  c  als  Berührungsj)unkte  der  von 
d" ,  b'" ,  c"  ausgehenden  Tangenten  gefunden  waren,  so  folgt: 

Aus  einem  Dreiecke  der  Art  findet  man  die  drei  anderen ,  indem  man 
zu  den  Ecken  desselben  die  drei  Systeme  conjugirter  Pole  sucht,  ivelche 
ihnen  auf  der  Curve  als  Hesse'scÄ^r  dreier  anderen  Curven  entsprechen. 
Difrch  diese  Beziehung  der  Grassmann 'sehen  Erzeugungsweise  zu 
den  Systemen  conjugirter  Polepaare  ist  der  Zusammenbang  derselben 
mit  der  oben  besprochenen  Schrot  er 'sehen  Erzeugungsweise  gegeben. 
Man  erkennt  sofort,  dass  dieselbe  Curve,  welche  wir  nach  Grassmann '- 
scher  Weise  aus  den  Punkten  a,  b,  c  und  den  Linien  a,  ß,  y  erhalten, 
auch  nach  Seh  röter 'iT^tT  Weise  aus  den  drei  Punktepaaren  a-a\ 
b  -b',  c-c   construirbar  ist. 

In  der  That  überzeugt;  man  sich  auch  leicht  direct,  dass  diese 
Punktepaare  conjugirte  Polepaare  sind.  Zu  dem  Zwecke  hat  man  nur 
zu  zeigen,  dass  die  Schnittpunkte  der  Linien  ab'  und  db.,  oder  ac 
und  de  oder  bc  und  b' c  wieder  auf  der  Curve  liegen;  dies  ist  aber 
offenbar  der  Fall,  denn  verbindet  man  z.  B.  den  Schnittpunkt  der 
letzteren  beiden  Linien  mit  a,  b,  c,  so  liegen  die  Schnittpunkte  dieser 
Verbindungslinien  auf  einer  Geraden,  wie  es  die  Grass  mann 'sehe 
Erzeugung  verlangt,  nämlich  der  Geraden  y.  Während  also  der 
Grassmann'sche  Mechanismus  die  Curve  durch  einen  continuirlichen 
Process  entstehen  lässt,  gibt  gleichzeitig  die  Schröter'sche  Methode  ein 
Mittel,  um  beliebig  viele  discrete  Punkte  der  Curve  linear  zu  construiren. 

Wenn  so  der  gegenseitige  Zusammenhang  zwischen  diesen  beiden 
Erzeugungsweisen  hergestellt  ist ,  wird  man  weiter  verlangen,  dieselben 
wieder  auf  die  Chasles'sche  Erzeugungs weise  zurückzuführen;  dies 
kann    in    folgender    Weise    geschehen.      Man    halte    in    Fig.    67    den 
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Punkt  ?>  fest  und  benutze  die  Punkte  a,  b,  3  und  die  Linien  cc,  ß,  um 
einen  Kegelschnitt  nach  Grassniann  zu  erzeugen,  der  Art  dass  die 
Verbindungslinien  des  erzeugenden  Punktes  x  mit  a,  h  die  Linien«,  (i 
bez.  in  Punkten  treffen,  deren  Verbindungslinie  durch  3  geht.  Dieser 
Kegelschnitt  geht  dann  jedenfalls  auch  durch  den  Schnittpunkt  d  der 
Linien  ab'  und  ba  ,  denn  dessen  Verbindungslinien  mit  a,  b  schneiden 
die  Linien  k,  ß  eben  in  b',  «',  welche,  ebenso  wie  3,  auf  y  liegen. 
Der  Punkt  d  ist  daher  immer  derselbe,  wo  auch  3  auf  der  Linie  y 
liegen  mag;  lässt  man  also  3  sich  auf  y  bewegen  und  construirt  für 
jede  Lage  von  y  in  angegebener  Weise  einen  Kegelschnitt,  so  bilden 
alle  diese  Kegelschnitte  einen  Büschel,  dessen  Basispunkte  in  a,  b,  c ,  d 
liegen.  Jetzt  nehmen  wir  noch  den  Punkt  c  hinzu.  Jeder  Lage  von 
3  entspricht  auch  ein  Strahl  durch  c\  die  Verbindungslinie  von  3  mit 
c,  welche  auch  durch  x  geht.  Durch  Vermittlung  des  beweglichen 
Punktes  3  ist  also  der  durch  c  gehende  Strahlbüschel  projectivisch 
auf  den  soeben  erwähnten  Kegelschnittbüschel  bezogen ;  und  die  Schnitl- 
punkle  X  entsprechender  Curven  beider  Büschel  erzeugen  wieder  dieselbe 
Curve,  welche  ivir  vorhin  auf  andere  Weise  erhalten  hatten.  Statt  des 
Punktes  c  kann  man  dabei  selbstverständlich  auch  den  Punkt  a  oder  b 
auszeichnen.  Zu  bemerken  ist  noch,  dass  der  hier  benutzte  Kegel- 
Schnittbüschel  zu  dem  Strahlbüschel  in  besonderer  Lage  ist,  insofern 
ein  Basispunkt  des  ersteren  mit  dem  Träger  des  letzteren  auf  der  con- 
struirten  Curve  ein  Polepaar  bildet;  man  wird  also  nicht  umgekehrt 
aus  den  gegebenen  Elementen  einer  beliebigen  Chasles 'sehen  Erzeu- 
gungsweise unmittelbar  die  Elemente  einer  Grassmanu'schen  oder 
Schröter'schen  Erzeugungsweise  für  dieselbe  Curve  finden  können.*) 

*)  Ganz  analoge  Ueberlegungen  gelten  übrigens  für  die  Grassmann'sche 
und  Chasles- Jonquieres'sche  Erzeugungsweise  einer  Curve  beliebiger  Ord- 
nung. Lässt  man  z.  B.  in  Fig.  67  den  Punkt  c  sich  auf  einer  neuen  Geraden  d 
bewegen  und  construirt  zu  jedem  Punkte  dieser  Geraden  die  ihm  als  Punkt  c 
zugehörige  C3,  so  bilden  alle  diese  c»'  C3  einen  Büschel,  dessen  9  Basispunkte 
leicht  anzügeben  sind.  Einen  dazu  projectivischen  Strahlbüschel  erhält  man  in 
folgender  Weise:  Man  verbinde  jeden  Punkt  c  von  d  mit  einem  festen  Punkte  d 
und  den  Schnittpunkt  dieser  Verbindungslinie  und  einer  festen  Geraden  s  ver- 
binde man  mit  einem  neuen  festen  Punkte  e.  Der  Büschel  durch  e  ist  dann 
projectivisch  zu  der  Punktreihe  auf  d\  also  auch  zu  obigem  Curvenbüschel.  Man 
erhält  so  die  Erzeugung  einer  Curve  C^,  welche  sich  auch  leicht  in  Grassmann'- 
seher  Weise  aussprechen  lässt.  Noch  einfacher  gestaltet  sich  dies,  wenn  man 
die  Curve  durch  zwei  Cj- Büschel  bestimmt.  Ein  solcher  entsteht  aus  Fig.  66, 
wenn  man  c  sich  auf  einer  Geraden  y  bewegen  lässt,  ein  zweiter  aus  einer  ent- 
sprechenden Figur,  in  der  o,  b,  c,  a,  ß  durch  a,  b',  c,  ce',  ß'  ersetzt  sind,  wenn  c 
auf  y'  fortrückt.  Die  projectivische  Beziehung  zwischen  beiden  kann  mau  da- 
durch herstellen,  dass  man  vermöge  eines  beliebigen  festen  Punktes  die  Punkt- 
reihen auf  y  uud  y'  perspectivisch  auf  einander  bezieht.  —  Es  lässt  sich  zeigen, 
dass  man  so  jede  Grassmann'sche  Erzeugungsweise  auf  eine  Chasles'sche 
zurückführen,  d.  h.  aus  den  Elementen  der  einen  die  der  andern  bestimmen  kann. 
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IV.    Die  ternären  cubischen  Formen. 

Wir  haben  in  Betreff  der  vollständigen  algebraischen  Erledigung 
o-ewisser  Probleme  über  die  Curven  dritter  Ordnung  schon  Aviederholt 
auf  die  Theorie  der  ternären  cubischen  Formen  verwiesen.  In  der 
That  vv^erden  wir  in  ihr  nicht  nur  eine  algebraisch  elegante  Darstel- 
luno-  der  von  uns  behandelten  Fragen  finden,  sondern  auch  über  die  bis- 
herio-en  Grenzen  unserer  Betrachtungen  hinausgeführt  werden ;  wie  dies 
ja  auch  bei  den  ternären  quadratischen  Formen  der  Fall  war.  Während 
so  die  Formentheorie  zunächst  aus  der  Nothwendigkeit  entsprang,  die 
Probleme  der  projecti vischen  Geometrie  algebraisch  zu  formuliren, 
tritt  nunmehr  überhaupt  eine  umgekehrte  Wirkung  der  Algebra  auf 
die  Geometrie  hervor:  Es  ist  die  Aufgabe  der  letzteren,  die  Begriffe 
der  ersteren  sich  anzueignen  und  so  den  eigenen  Gesichtskreis  mannig- 
fach zu  erweitern,  wie  es  z.  B.  besonders  durch  Aufnahme  des  Be- 
griffes der  Polaren  bereits  geschehen  ist.  Im  Folgenden  werden  wir 
also  die  Theorie  der  cubischen  Formen*)  zunächst  so  weit  verfolgen, 
als  es  zur  Erledigung  des  Wendepunktproblems  erforderlich  ist;  die 
Aveiteren  Bildungen  und  deren  Zusammenhang  unter  einander  werden 
wir  dann  jedoch  nur  flüchtig  berühren,  zumal  da  ihre  geometrische 
Bedeutung  noch  nicht  vollkommen  erfasst  ist.  Dass  diese  Theorie 
durch  Gordan's  Beweis  von  der  Endlichkeit  des  zugehörigen  Formen- 
S3'^stems  in  sich  einen  gewissen  Abschluss  gefunden  hat,  haben  wir 
schon  früher  hervorgehoben  (p.  274). 

Für  die  ternären  cubischen  Formen  haben  wir  zunächst  zwei  Grup- 
pen von  Bildungen  zu  betrachten,  von  denen  die  eine  aus  der  Theorie 
der  binären  cubischen,  die  .andere  aus  der  Theorie  der  ternären  quadra- 
tischen Formen  herübergenommen  ist. 

Bezeichnen    wir    eine    binäre    cubische   Form    symbolisch    durch 


*)  Die  Anfänge  dieser  Disciijlin  finden  sich  in  den  Arbeiten  von  Hesse  über 
die  Wendepunkte.  Nachdem  sodann  Aronbold  im  39.  Bd.  von  Crelle's  Journal 
(1849)  besonders  die  beiden  Invarianten  gegeben  hatte,  wurden  diese,  sowie  die 
Covarianten  und  zugehörigen  Formen  dritter  und  sechster  Ordnung  bez.  Klasse 
von  Cayley  im  dritten  Memoir  upon  Quantics  (1856)  entwickelt.  Die  Grundlage 
einer  einheitlichen  Ausführung  bildet  jedoch  die  Arbeit  von  Aronhold  (Crelle's 
Journal,  Bd.  55,  1858),  in  der  die  "Resultate  von  1849  im  Zusammenhange  darge- 
legt und  erweitert  wurden.  Für  die  Entwicklung  der  Theorie  sind  ferner  zu  er- 
wähnen: Aufsätze  von  Clebsch  und  Gordan,  Math.  Annalen,  Bd.  1  und  6, 
Gordan,  ib.  Bd.  1,  Gundelfinger,  ib.  Bd.  4  und  5,  sowie  Cayley:  Seventh 
Memoir  upon  Quantics,  Philos.  Trausactions  18G1.  —  Vgl.  eine  Zusammenstellung 
der  verschiedenen  im  Gebrauehe  befindlichen  Bezeichnungsweisen:  Math.  Anna- 
len, Bd.  6,  p.  439,  Anmerkung. 
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f=zai^,  so  besteht  bekauutlicli  (vgl.  p.  219)  das  Fonuensystem  von 
/  aus  den  Bildungen*): 

fr  ===  {ahf  a^b.  ^  x^ ,         0  =  (er)  r^r^  =  (aby  {ca)  c^h. , 
^^     j  '  B  =  {rTy={aby{cdy  {ac)(bd). 

Aus  diesen  Poruien  ergeben  sich  sofort  solche,    w^elche   einer  ter- 
nären  cubischen  Form 
(2)  /'=f'J 

angehören,  durch  Anwendung  unseres  Uebertragungsprincipes  (vgl. 
p.  27G)  ;  nämlich : 

10  =  (abuf  a^.ba: 
0=  {abuy(cau)cjb.^ 
F=  (abti)-  {cdii)'  (acu)  {bdu)  . 

Die  geometrische  Bedeutung  der  durch  Nullsetzen  dieser  Formen 
dargestellten  Gebilde  ergibt  sich  unmittelbar  aus  dem  Uebertragungs- 
principe  und  ist  uns  schon  theil weise  bekannt: 

Die  Gleichung  F  =  0  ist  die  Gleichung  der  Curve  /'  =  0  in  Linien- 
coordinaten  (vgl.  p.  278). 

Die  Gleichung  0  =  0  gibt  für  constante  x:  die  Gleichung  der  erstell 
Polare  von  x  in  Liniencoordinalcn ;  für  constante  u:  den  Ort  der  Pole  a;, 
deren  erste  Polaren  die  Linie  u  berühren,  „die  Poloconik  der  Geraden  u" 
(vgl.  p.  317). 

Für  die  letztere  Curve  folgt  ferner  wegen  der  Bedeutung  des 
Punktepaares  t  =  0  bei  den  binären  Formen  aus  dem  Uebertragungs- 
principe  der  Satz:  Die  Schnittpunkte  der  Poloconik  einer  Geraden  u  mit 
dieser  Geraden  liegen  äquianharmonisch  zu  den  Schnittpunkten  von  u  ?nit 
der  Grundcurve  /"=  0. 

Die  Bedeutung  von  ()  =  0  finden  wir  durch  die  Bemerkung,  dass 
Q  aus  der  Bildung 

Q'  =  {abuY  {auv)ba: 

für  Vi  =  CicJ  entsteht.  Es  ist  aber  Q'  =  0  die  Bedingung,  dass  der 
Punkt  X  und  der  Schnittpunkt  der  Linien  u,  v  einander  conjugirt  seien 
in  Bezug  auf  die  Poloconik  der  Geraden  «/;  setzen  wir  also  für  v  die 
Coordinaten  dc^^  der  linearen  Polare  von  x,  so  folgt: 

Vermöge  der  Gleiciiung  Q  =  0  wird  jeder  Geraden  u  eine  Curve 
dritter  Ordnung  zugeordnet  als  Ort  der  Punkte  x,  deren  lineare  Polare 
von  der  Linie  u  in  einem  Punkte  getroffen  ivird,  welcher  zu  x  in  Bezug 
auf  die  Poloconik  von  u  conjugirt  ist;  und  ferner  wegen  der  Bedeutung 

*)  Es  sind  die  bei  den  binären  Formen  früher  mit  A  und  li  bezeichneten 
Formen  hier  r  und  B  genannt,  um  Verwechshuigen  mit  den  bei  den  ternären 
cubischen  Formen  so  genannten  Bildungen  zu  verhüten. 
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des  Punkte  -  Tripels  Q  =  0  bei  binären  Formen  und  dessen  Beziehung 
zu  T  =  0:  Die  Linie  u  luird  von  der  i/iJ-  so  zugehörige?!  Curve  in  drei 
Punkten  geschnitten,  welche  in  Bezug  auf  ihre  Schnittpunkte  mit  ihrer 
Poloconik  harmonisch  sind  zu  ihren  Schnilipunklen  mit  der  Grundcurve. 

Von  der  Form  Q  werden  wir  jedoch  im  Folgenden  keinen  Ge- 
brauch weiter  machen.  Von  besonderer  Wichtigkeit  dagegen  ist  für 
uns  die  Form  0.     Wir  bezeichnen  dieselbe  symbolisch  durch: 

(4)  0  =  0.,2«,^2_0y^^,o^ 

so  dass  nur  das  Product  zweier  Factoren  0  und  zweier  Factoren  ^ 
eine  wirkliche  Bedeutung  erhält,  nämlich: 

2  QiQk^i^m  =  {a^)i  {ah)k  (a/b^  +  b,a,„) . 

Wegen  der  Vertauschbarkeit  von  a  und  b  ist  also: 

{abuy  ttibk  =  QiQkU»' , 

und  hieraus  ergibt  sich  eine  einfachere  Darstellung  der  Formen  Q  und 
F\  denn  7nan  kann  hiernach  in  einer  Form  mit  dein  Factor  {abiif- 
denselben  immer  durch  u^  ersetzen,  ivenn  man  gleichzeitig  die  in  der  Form 
noch  linear  vorkommenden  a  und  b  beide  durch  Symbole  0  ersetzt.  *)  Es 
ist  daher  auch: 

Q  =  1/^2  (^0^^)  ^^.2  0^.  ^     F=u<r  (cdu)'  (0cw)  (Qdu) 

und,  da  F  noch  den  Factor  {cduY  enthält,  nach  Wiederholung  des- 
selben Verfahrens: 

(5)  F=U9''u».''{idQ'uy. 

Dies  ist  aber,  gleich  Null  gesetzt,  nichts  anderes,  als  die  Gleichung 
des  in  Punktcoordinaten  gegebenen  Kegelschnittes  Qj^u^-  =  0  in  Linien- 


CG)  F=~2 


0  (und  damit   auch    F)   können   wir   auch   nicht   symbolisch   definireu, 
da  0  die  Liniengleichung  für  den  Kegelschnitt  ay^aj:==  Efikytyk  liefert, 
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dx^dx^ 
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*)  Durch  Polarenbildung  folgt  hieraus  auch,  dass:  («i?/)  (ßiy)  «,Ayr.  ==  Q^Q^u^v^, 

*'*)  Wegen  des  Zahlenfactors   vgl.    die   Theorie    der   quadratischen   Formen^ 
p.  278  und  285. 
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(7)  0  = 
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U.y  W;j  0    1 

Geometrisch  köimen  wir  die  Gleichung  (5)  in  folgender  Weise  auf- 
fassen. F  =  0  ist  die  Gleichung  der  Poloconik  von  u  in  Liniencoor- 
dinaten;  da  diese  Liniencoordinaten  aber  selbst  wieder  gleich  den  n 
.gesetzt  sind,  so  ist  es  die  Bedingung,  ,dass  die  Poloconik  von  ?/  diese 
Linie  selbst  berührt. 

Hiernach  sind  die  Tangenten  der  Grundcurve  dadurch  definirt,  dass 
sie  von  ihren  Poloconiketi  berührt  iverden.'*)  — 

Die  andere  Gruppe  zunächst  zu  betrachtender  Formen  entspringt' 
aus  den  ternären  quadratischen  nach  dem  Grundsatze,  dass  die  Inva- 
rianten und  zugehörigen  Formen  der  Polaren  bez.  Covarianten  und 
Zwischenformen  der  Grundform  ergeben  (vgl.  p.  316).  Das  System 
einer  ternären  quadratischen  Form  aj^  besteht  aus  den  Bildungen: 

(p  =  {abuY  ,         A  =  (abcy  . 

Beim  Uebergange  zu  cubischen  Formen  haben  wir  nur  jedem  Sym- 
bole a,  h  .  .  .  entsprechend  einen  linearen  symbolischen  Factor  «f.^,  1^; .  .  . 
hinzuzufügen  und  erhalten  demnach  die  Bildungen: 

Q=={ahuY  a,,l),r, 
A  =  (ahc)-  a^r^.vCx , 

von  denen  die  erstere  mit  der  oben  so  bezeichneten  Form  überein- 
stimmt. Die  zweite  ist  die  uns  bekannte  S. esse' sehe  Determinante. 
Sie  entsteht  auch  aus  0,  wenn  man  UiUu  =  CiCkC^:  setzt;  sie  kann 
daher  mit  Einführung  der  symbolischen  Bezeichnung  (4)  durch 

(0)  A  =  QJc^'c.-, 

dargestellt  werden. 

Eine  Covariante  von  niedrigerer  Ordnung  als  A  kann  es  über- 
haupt nicht  geben,  wovon  man  sich  leicht  durch  allgemeinere  Ueber- 
legungen  überzeugt.  Ist  nämlich  eine  Covariante  einer  Form  Ji^"  Ord- 
nung vom  Grade  %  in  den  Coefficienten,  so  enthält  sie  x  verschiedene 
Symbole,  jedes  n-mal,  also  xn  Symbolreihen.  Dieselbe  Zahl  muss 
aber  gleich  3 /l  -j-  ^  sein,  wenn  /tt  die  Ordnung  der  Covariante  und  A 
die  Zahl  der  in  ihr  vorkommenden  symbolischen  Determinantenfactoren 
bedeutet.     Wir  haben  also: 

jt  n  =  3  A  -f-  f-  • 

*)  Dies  folgt  auch  direct  aus  der  Theorie  der  binären  cubisclieu  Form,  denn 
t  ^  0  hat  immer  und  nur  gleichzeitig  mit  /"=  0  zwei  gleiche  Wurzeln. 
Clebs  ch  ,  Vorlesungeu,  35 
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Ebenso  findet  man  für  eine  zugehörige  Form  von  der  Klasse  v  und 
dem  Grade  x  mit  l  Determinantenfactoren : 

9t«  =  3  A  —  V , 

und  endlicli  für  eine  Zwischenforra  von  der  Ordnung  ^i,  der  Klasse  v, 
dem  Grade  x: 

'nn  =  o  l  -\-  ^  —  V . 

Aus  diesen  drei  Gleichungen  ergibt  sich  für  den  Fall,  dass  n  durch  3 
theilbar  ist,  der  Satz:  Ist  die  Ordnung  einer  ternären  Grundform  durch 
3  theilbar ,  so  besitzt  sie  ?iur  solche  Covarianten  und  zugehörige  Formen, 
deren  Ordnungs-  bez.  Klassenzahl  auch  durch  3  theilbar  ist,'  und  nur 
solclie  Zwischenformen,  für  welche  dasselbe  für  die  Differenz  dieser  bei- 
den Zahlen  gilt.  Aehnliches  gilt  überhaupt  für  die  zu  einer  Grund- 
form mit  r  homogenen  Veränderlichen  gehörigen  invarianten  Bildungen, 
wenn  die  Ordnung  der  Grundform  durch  r  theilbar  ist. 

Analoge,  allgemeine  Betrachtungen  können  wir  für  Invarianten 
anstellen.  Da  eine  solche  sich  immer  aus  Factoren  des  Typus  (abc) 
zusammensetzt  (vgl.  p.  272),  so  muss  sie  wenigstens  vom  dritten  Grade 
sein,  in  welchem  Falle  nur  die  Bildung  (cibcy'  möglich  ist.  Die- 
selbe ändert  aber,  wenn  n  ungerade  ist,  ihr  Zeichen  durch  Vertau- 
schung zweier  Symbole,  verschwindet  also  dann  indentisch :  Eine  Form 
ungerader  Ordnung  besitzt  keine  Invariante  dritten  Grades.  Ferner  muss 
für  eine  Invariante  vom  Grade  k  mit  X  Determinantenfactoren  immer 
die  Relation  bestehen  (ft  =  v  =  0  in  obigen  Gleichungen):  mi  =^  ?>  l\ 
d.  h.  Eine  Invariante  vom  Grade  x  enthält  ^xn  Determinantenfactoren. 

Eine  Invariante  der  cubischen  Form  muss  also  mindestens  vom 
vierten  Grade  sein  und  vier  Determinantenfactoren  enthalten.  In  der 
That  können  wir  eine  solche  aus  vier  Symbolen  r/,  b,  c,  d  direct 
bilden:  Da  kein  Determinantenfactor  dasselbe  Symbol  zweimal  ent- 
halten kann,,  ist  der  erste  Factor  jedenfalls  (abc)]  die  drei  andern 
Factoren  müssen  jeder  einmal  d  enthalten;  und  es  bleibt  mithin  für 
die  Vertheilung  der  übrigen  Symbole  a,  b,  c  in  denselben,  abgesehen 
von  der  Wahl  des  Vcfc*zeichens,  nur  eine  Möglichkeit.  Bezeichnen 
wir  die  so  entstandene  Invariante  mit  Aronhold  durch  S,  so 
haben  wir*): 

(10)  S  =  (abc)  (abd)  {acd)  (bcd)  . 


*)  Es  ist  dies   die  schon  früher  erwähnte   Invariante   (vgl.  p.    522).     Ausge- 
rechnet findet  man  nach  Aronhold  für  /"=  Eaii.,^x-Xf.X/^: 

I  -^  =  («122  «l?3  —  ''123^)-  +  («222 ''333  —  '^223^)  («Hl  «133  —  «113^) 

+  (<^223<'333  ~  '^'233')   («lllö|22  "  ''ll2^)  +  (''222"333  "  '^'223^^233)   (''ll2Ö|l3  —  ''lll  ''123) 
+  (''l.'2''333  +  «i23«I33  —    2  <7i23ff233)  ('^'ll2«123  —  ''ll3«l22) 
+  {.Cmf'm  +  <'l33«228  2  a|23''223)   («I13"l23  "   öjjaölaa)  . 
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Die  geometrische  Bedeutung  der  Bedingung  -*?  =  0  werden  wir  erst 
später  untersuchen. 

Die  so  gefundene  Invariante  können  wir  aber  auch  aus  der  Form 
0  ableiten;  denn  wegen  (4)  ist: 

{(ihu)  {ahv)  iijcba:  =  Q.i^u^Vs  , 

und  wenn  wir  hierin  die  u  durch  c,  die  v  durch  d,  die  x  durch  die 
Unterdeterminanten  von  c  und  d  ersetzen,  so  entsteht  Hnks  wieder  S'^ 
es  ist  also: 

(11)  S={ßcdy'csd^, 

ein  Ausdruck,  welcher  wieder  aus  Q'j^u^--  =  {cdu)'c^dj,  abgeleitet 
werden  kann,  indem  man  die  x  durch  -9',  die  u  durch  0  ersetzt.  Es 
ist  sonach  auch: 

(12)  -S=0^.^0V. 

Hieraus  können  wir  ferner  für  -S"  eine  nicht  symbolische  Definition 
ableiten.     Es  ist  nämlich  nach  (12): 

s  =  (0,^;  +  0,#;  +  Q,^.;y-  (0,>,  +  0.;^,  +  0;^,)% 

worin: 

Wir  erhalten  also  für  S  auch  die  vierfache  iSumme: 


(13)  «^-tV^, 


a'0  a'0 


^  dx{dx^du„fiu^    dx,„dx,^duiduf. 

i  k  m  n 

Aus  5  entspringt  nun  eine  zugehörige  Form,  wenn  wir  eine 
Symbolreihe,  etwa  d,  durch  Liniencoordiuaten  u  ersetzen;  es  kommt 
wegen  (10)  und  (11): 

Z  =  (abc)  (ahii)  (acu)  (bcii)  ^^  }    >  „— '-     iiiVkUh 
fl4)  ^  ^  on-^/^ 

=  (Qcufcaw», 

also  eine  zugehörige  Form  dritter  Klasse  und  dritten  Grades.  Eine 
solche  war  aber  durch  die  linke  Seite  der  Gleichung  der  Cayley 'scheu 
Curve  gegeben  ((1)  auf  p.  517);  da  es  ferner  wegen  der  nothwendigen 
Anordnung  der  Symbolreihen  —  ähnlich  wie  oben  bei  S  —  nur  eine 
zugehörige  Form  dritten  Grades  geben  kann,  so  stellt  uns  Z  =  0  die 
Gleichung  der  Cayley 'sehen  Curve  dar.  Es  wird  dies  dadurch  be- 
stätigt, dass  dieselbe  für  ein  Kegelschnittnetz: 

durch  {abu)  {acu)  (bcu)  =0  gegeben  war  (vgl.  020).  Setzen  wir  hierin 
nämlich  a^aj  für  aj.  b.^bj  für  b.^-,  c.^^cj  für  cj^,  wo  dann  a,  b,  c 
Symbole  der  Grundform  sind,  so  erhalten  wir  für  das  Polarennetz  von  f: 

35* 
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a^h^c^  (abn)  (acii)  {heu)  =  0 ; 

und  der  links  stehende  Ausdruck  ist  in  der  That  wegen  der  Vertauseh- 
barkeit  von  a,  b,  c  gleich  J-  Z. 

Die  Gleichung  Z  =  0  stellt  also  die  CayleyW/e  Curve  dar. 

Umgekehrt   kann  man  natürlich   auch   S  ans  Z  ableiten:     Setzen 
wir  Z  =  11,^,  so  ist: 
(15)  S  =  asK 

Die  bisherigen  Bildungen  zeigen  schon  die  besondere  Bedeutung 
der  Form  0,  Wir  wollen  zunächst  für  dieselbe  noch  zwei  im  Folgen- 
den nützliche  Sätze  beweisen.  Wir  bemerken  zuvor,  dass  aus  einer 
Form  (p  von  der  ft*®'^  Ordnung  und  der  v*^"  Klasse,  immer  eine  neue 
mit  (p'  zu  bezeichnende  Form 

hergeleitet    werden    kann,    welche   die    Invarianteneigenschaft    besitzt. 
Denn  setzen  Avir  symbolisch  q)  =  ;V  it^^' ,  so  haben  wir : 

und  dasselbe  gilt   für   die  durch  Fortsetzung  des  Processes   entstehen- 
den Formen: 

(p"  ==  To^  r.,/'  —  -  Uq^  "  ^ ;    u     s.    w. 

Unterwerfen    wir    nun     0    der    angedeuteten    Operation,    so    kommt 
wegen  (4) : 

0'  =  0,9^0.cW,9^  ==  ^  {abu)  Uaba)  b,r  -\-  {abb)  «,.|  , 
was  identisch  verschwindet.     Also: 

Die  aus  0  abgeleitete  Form  0'  verschwindet  identisch. 

Dann  müssen  aber  wegen  0'  =  0,<^0.vW,^  alle  Coefficienten  0;9^0,'9'/, 
verschwinden,  und  somit  folgt: 

Jeder  Ausdruck,  zvelcher  den  sijmbolischen  Factor  0,^  enthält ,  ver- 
schiüindet  identisch. 

Der  zweite  uns  beschäftigende  Satz  über  0  bezieht  sich  auf  die 
Bildung: 

P  "^  Qa'  uy  0  r"  ==  X  ^  Q— ö —  ^ — '^— 

=  {abuf  a^K^'Q'J  =  {cdu)"  o^/^O'..- 
=  {abc)  (abd)  (cdu)-  a^^K  • 
Auf  diesen  Ausdruck  wenden  wir  die  Identität  an: 

{cdu)  b,,  =  {bcd)  u^:  +  {bdu)  c,r  —  {bcu)  d^ . 
Es  wird  dann: 

P  =  {übe)  {abd)  {cdu)  a^  [(bcd)  u^  +  (i^du)  c^:  —  (bcu)  </a]  . 
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Hier  hat  rechts  das  erste  Glied  den  wirklichen  Factor  u,-]  das  zweite 
aber  ist  mit  dem  dritten  identisch,  da  beide  durch  Vertauschung  der 
Symbole  c,  d  in  einander  übergehen.     Es  ist  also: 

P=  M  .  w.,  -\-2Q, 
wo: 

(16)  M=  {a bc)(ab d)  {b cd)  {cd u)  a.,. 

(17)  0  =  (abc)  {abd)  (cdti)  (bdu)  a^C:, . 

Vertauschen  wir  in  Q  die  Symbole  a  und  c  und  addiren  den  so  ent- 
stehenden Ausdruck  von  0  zu  dem  obigen,  so  wird: 

2  0  =  (abc)  (bdii)  a,,c.r  [(abd)  {cdu)  —  {cbd)  {adu)]  . 

Der  in  der  Klammer  stehende  Theil  ist  nach  einer  bekannten  Identität 
gleich  (acd)  ibdu),  und  daher  wird: 

2  Q  =-  {abc)  (acd)  (bdiiya^c,r . 

Dies  geht  aber  in  —  P  über,  wenn  man  b  mit  c  vertauscht;  daher 
ist:    P=^i¥.tL,. 

In   dem   Ausdrucke   .1/  vertauschen   wir   nun   a  mit   c  und  mit  d 

und  addiren  die  so  entstehenden  Ausdrücke  zu  i/;  wir  erhalten  dann: 

o  M  =  {übe)  {abd)  {bcd)  \(cdu)  «^  —  {adu)  c.v  —  (caic)  r/J  . 

Hier  ist  der  eingeklammerte  Theil  nach  der  bekannten  Identität  gleich 
(«  c  d)  u.r  •,  daher  wird : 

(18)  3  M  =  (abc)  {abd)  {bcd)  {acd)  .  u-,  =  S  .  ti^ , 
und  folglich: 

(19)  P=iS.iiJ. 

Wir  sprechen  dies  in  dem  Satze  aus: 
Pie  aus  0  abgeleitete  Form 

/>=  0^-2  0-^2  j/^2  ^  (^,^^)  (^f^J^fl^^  (^^^i^y  al)^ 

hat  den  Werth  ^  S  .  uj. 

Geometrisch  können  wir  diese  Formel  leicht  auffassen,  wenn  wir 
beachten,  dass  P  nichts  anderes  ist  als  die  Invariante  ««-  für  die  bei- 
den Kegelschnitte  aj  ^  QJu&'  =  0,  und  i/„2  ==  Q'Ju^/i  =  0.  Dabei 
ist  aj  und  u^-  für  dieselbe  Form  0  geschrieben,  aber  in  aj  ist 
0  =  0  als  Gleichung  der  Poloconik  von  u,  in  Ua'  als  Liniencoordi- 
natengleichung  des  Polarkegelschnittes  von  x  gedacht.  In  (19)  liegt 
also  der  Satz  (vgl.  p.  385):  Per  Polarkegelschnitt  von  x  liegt  mit  der 
Poloconik  von  u  vereinigt,  sobald  x  mit  u  vereinigt  liegt;  dagegen  auch 
ohne  letztere  Bedingung ,  wenn  S  verschwindet. 

Ganz  ähnlich  können  wir  die  Gleichung  (18)  interpretiren.  Aus 
(16)  erkennt  man  nämlich,  dass  77/  nichts  anderes  als  der  Ausdruck 
f's'^Usa^  ist,  denn  wir  haben  (Z  =  ?/,.'  gesetzt): 
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3  v^ '-' ?/,.=(« b c)^{ab v) (n c v) (b c n)-{-{b c v) {a b v) {a c u)-\-{a cv){bcv) {a bu)\  , 

=  S(abc){abv)(bcv){acii) , 

und  dies  geht  in  M  über,  wenn  man  a  durch  d,  v  durch  a  ersetzt 
und  mit  «'.,.  multiplicirt.  In  (18)  liegt  daher  der  schon  früher  ange- 
wandte Satz*): 

Der  PolarkegeUclinitt  eines  Punktes  x  in  Bezug  auf  die  Grundcurve 
und  der  einer  Geraden  u  in  Bezug  auf  die  Cayley'sfÄ<?  Curve  sind  in 
vereinigter  Lage,  wenn  u  tind  x  vereinigt  liegen ;  jedoch  auch  ohne  diese 
Bedingung ,  wenn  S  verschioindet. 

Die  Gleichungen  (18)  und  (19)  sind  nur  specielle  Fälle  einer  all- 
gemeineren Regel,  welche  folgendermassen  lautet: 

Enthält  die  symbolische  Barstellung  einer  Form  zwei  Factoren  von 
S,  etwa  {abc)  {abd)  und  ausserdem  die  Beiheii  c,  d  in  einem  symbolischen 
Dcterjninantenfactor  vereinigt,  so  ist  die  Form  durch  S  theilbar. 

Jedes  Product  der  bezeichneten  Art  nämlich  besteht  aus  einer 
Summe  von  Gliedern  der  Form: 

(abc')  [abd)  {cd u)  a ibk Ci f/,„  .  E 

wo  E  die  Symbole  a,  b^  c,  d  nicht  mehr  enthält,  und  wo  die  u  ent- 
weder eine  andere  Symbolreihe  oder  Liniencoordinaten  bedeuten. 
Dieses  Glied  wird  nun  immer  durch  S  theilbar  sein,  sobald  dies  mit 
dem  Ausdrucke  ^ 

L  =  (abc)  (abd)  (cdu)  a^cbyC^dt 

der  Fall  ist.  Da  aber  letzterer  für  a  und  b  symmetrisch  ist,  so  ent- 
steht er  durch  Polarenbildung  aus  der  Form 

L'  =  (abc)  (abd)  (cdu)  a^b.vC^di'^ 

und  wir  haben  daher  nur  zu  beweisen,  dass  diese  den  Factor  S  ent- 
hält. In  L'  vertauschen  wir  c,  d  und  addiren  die  so  entstehende 
Bildung  zu  L'-  dann  kommt: 

2  L'  =  (abc)  (abd)  (cdu)  a^r-b.r  (Czd(  —  d.Ct) 
=  (abc)  (abd)  (cdu)  (cdv)  f/.r&r; 
wenn  Vi  =  (zt)i  gesetzt  wird.     Dieser  Ausdruck  entsteht  aber  aus 

P  =  (ab r)  (ft b d)  {c d u)'-  a^,. b^ , 
wenn  wir  die  Gleichunsf  des  Poles  der  Geraden  v  in  Bezucf  auf  P  =  0 


*)  Vgl.  p.  522.  Die  ans  den  Kegelschuitten  (i^}  =  Q,  /,  «  =  0,  c^^  =  Q  abge- 
leitete Form  //(rt,  h,  c)  =  {abu)  [neu)  (heu)  ist  gleich  aih^c^  (abu)  (acu)  {bcu), 
wenn  man  sie  für  die  Polarkegelschnitte  der  Coordinatenecken  in  Bezug  auf 
rt-^^  =  bildet,  also  gleich  Jl  Z.  Daher  der  Factor  |  in  Gleichung  (tl)  auf  p.  5-22 
statt  des  Factors  3  in  Gleichung  (18). 
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bilden.     Da  mm  P  nach  (18)  den  Factor  S  hat,  so  gilt  dasselbe  auch 
für  L' ,  q.  e.  d.  — 

Mit  den  Formen  0,  0,  F,  S,  T  sind  die  einfachsten  Bilduno-en 
erschöpft;  wir  sind  durch  ihre  Betrachtung  gleichzeitig  in  den  Stand 
gesetzt,  den  syzygetischen  Büschel  x/-|-AA  =  0  näher  zu  studiren 
wozu  wir  jetzt  übergehen.  Wir  beginnen  damit,  die  uns  bekannten 
Formen  (/^  und  Q  schliessen  wir  hier  jedoch  aus)  statt  für  /,  für  die 
zusammeugesetzte  Function  %[  -\-  k£\  zu  bilden. 

Zu  dem  Zwecke  ist  die  Einführung  des  sogenannten  d-Processes 
nützlich,  von  dem  wir  schon  früher  nachgewiesen  haben,  dass  er  die 
Invarianteneigenschaft  einer  Form  cp  des  zu  f  gehörigen  Systems  nicht 
stört  (p.  268).  Dieser  Process  besteht  darin,  dass  man  (p  nach  den 
Coefficienten  «,•/,/,  von  /  differentiirt,  mit  den  entsprechenden  Coeffi- 
cienten  «,/,/,  von  A  multiplicirt  und  die  Producte  addirt;  d.  h.  er  ist 
de/bürt  durch  die  Gleichimg: 

wo  sich  die  Summe  auf  alle  Combinationen  der  Indices  i,  k ,  h  bezieht. 
Bezeichnen  wir  nun  mit  (p^x  die  Form,  welche  zu  %f  -\-  AA  in  der- 
selben Beziehung  steht  wie  (p  zu  /,  so  erhalten  wir  nach  dem 
Taylor 'sehen  Satze  für  (py_x  eine  nach  Potenzen  von  ^,  l  fortschrei- 
tende Reihenentwicklung,  deren  Coefficienten  (pi  aus  einander  in  be- 
kannter Weise  durch  Diflferentiationsprocesse  entstehen.  Diese  letzteren 
aber  werden  wir  später  durch  (J-Processe  ersetzen  lernen,  und  somit 
haben  wir  zunächst  den  Einfluss  des  Processes  d  auf/,  A,  0,  S,  Z 
zu  untersuchen.*) 

Der  Definition  nach  ist  nun: 

(20)  8r=A. 

Um  den  Einfluss  des  ^-Processes  auf  einen  complicirteren  symbo- 
lischen Ausdruck  9  festzustellen,  bemerken  wir,  dass  jede  in  (p  ent- 
haltene Symbolreihe  ein  lineares  homogenes  Vorkommen  der  Coeffi- 
cienten (liUt  in  cp  anzeigt.  Man  sieht  daraus,  dass  der  Process  der 
Differentiation  auf  die  Summe  der  Ausdrücke  führt,  welche  entstehen, 
wenn  man  nur  bezüglich  nach  einer  solchen  Reihe  differentiirt;  es  ist: 

8^>{a,h,c...)  =  E  ^~  «;,,  +  H^  «,,,  -f  Z  ?J~  «,.•;.  +  .  •  . 

^"ikh  (J"ikh  GC.^,^ 

Also:     Aus   einer  Form   (p   entsteht    die   Form    d(p,    wenn  'man   in    der 

*)  Beide  Processe  unterscheiden  sich  dadurch,  dass  bei  jenen  Differentiationen 
die  «,/./,  als  von  den  A;/.^  unabhängig  angesehen  werden,  was  beim  ^-Processe 
nicht  geschieht.    Der  letztere  ist  von  A ronhold  eingeführt. 
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symbolischen  Form  von   (p   der  Reihe  nach  jede  Symbolreihe  durch  eine 
Sijmbolreihe  von  A  ersetzt  und  die  Summe  der  erhaltenen  Ausdrücke  bildet. 
Um  dann  statt  der  Symbole  a  von 

(21)  A  =  {abcYa:,b,rC.,  =  aj  =  ßj  ... 

die  Symbole  a,  b,  c  der  Grundform  /'  einzuführen,  hat  man  zu  be- 
achten, dass  wegen  der  Vertauschbarkeit  von  a,  b,  c  in  A 

=  (abc)'  ciibucu 

ist.  Kommt  daher  in  einem  symbolischen  Producte  das  Symbol  a  vor,  so 
geschieht  die  Einführung  von  Symbolen  «,  b,  c  der  Grundform  dadurch, 
dass  tnan  statt  des  dreimal  vorkommenden  a  einmal  a,  einmal  b  und  ein- 
mal c  schreibt  und  mit  {iibcf  muUiplicirt. 

Die  Anwendung  des  ^-Processes  auf  A  ergibt  also  nach  der 
ersteren  Regel  zunächst: 

dA  =  ö'  HcibcYcixbxCx\  =  3  {abccj-  a,^.bxcc.v , 

und  dann  durch  Anwendung  der  zweiten  Regel,  wenn  wir  für  « 
Symbole  c,  d,  e  von  /  einführen: 

ÖA  =  o  (^abc)  {abd)  a^b^e^  (cde)- . 

Der  hier  rechts  stehende  Ausdruck  entsteht  aber  aus  P,  wenn  man 
Ui  =  e>  setzt  und  mit  e^;  multiplicirt ;  es  ist  deshalb  nach  Gleichung 
(19),  da  ej=f: 

(22)  ÖA  =  'd(ab  «)-  a^  b_, «.,  =  ^S  .  f. 

Die  Anwendung  des  Processes  d  auf  die  Covariante  A  führt  also  auf 
die  Form  f  zurück,  multiplicirt  mit  ^  S. 

Hieraus  geht  mit  Rücksicht  auf  (20)  hervor,  dass  auch  die  wieder- 
holte Anwendung  des  Processes  8  auf  A  zu  keinen  neuen  Covarianten 
führen  kann.  Alle  dadurch  entstehenden  Covarianten  müssen  lineare 
Functionen  von  /  und  A  sein,  und  die  Coefficienten  derselben  sind 
Invarianten,  welche  durch  wiederholte  Anwendung  des  ^-Processes  auf 
S  erzeugt  werden. 

Der  Ausdruck  {cibaf  a,rb;cf^x  ist  nun  nichts  anderes  als  die  eine 
simultane  Invariante  der  Polarkegelschnitte  von  x  in  Bezug  auf  /  =  0 
und  A  =  0.  In  (22)  liegt  also  der  Satz:  Wenn  x  ein  Punkt  einer 
Curve  dritter  Ordnung  ist,  so  kann  man  dem  Polarkegelschnitte  von  x  in 
Bezug  auf  dieselbe  Dreiecke  umschreiben,  ivelche  Polardreiecke  des 
Polarkegelschnittes  von  x  in  Bezug  auf  die  Hesse'^TÄe  Curve  sind,  und 
letzterem  Dreiecke  einschreiben,  welche  Polardreiecke  des  ersteren  sind. 
Dies  gilt  für  jeden  Punkt  x,  ivenn  die  Invariante  S  verschivindet. 
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Gehen  wir  auf  den  Fall  S  =  0  etwas  , genauer  ein.  Zu  den 
Kegelschnitten  des  Netzes  ay^a.r  =  0  stehen  nach  unsern  früheren 
Untersuchungen  zweifach  unendlich  viele  in  der  besagten  Beziehung; 
und  diese  bilden  „das  conjugirte  Gewebe",  lassen  sich  also  in  der 
Form  jiUii- -{- ^Uy- -\- ^uj"^  =  0  darstellen,  wenn  n^- =  0 ,  Uy"^  =  0, 
j/j-  =  0  drei  beliebige  Curven  des  Gewebes  sind.  Die  Kegelschnitte 
0  ^  (abuy-  a,thx  =  0  hängen  dagegen  im  Allgemeinen  von  zwei  Para- 
metern quadratisch  ab,  während  ihre  Gleichung  in  Punktcoordinaten 
(,iy-a:c  =  0  diese  Parameter  linear  enthält.  Wenn  nun  ^'=0  ist,  so 
rauss  daher  das  quadratische  Vorkommen  von  x^,  x.,,  x.^  nur  schein- 
bar sein;  letzteres  wird  aber  nur  möglich,  wenn  alle  Kegelschnitte 
des  Gewebes  ein  gemeinsames  Polardreieck  haben*);  denn  dann  lassen 
sie  sich  in  der  Form  darstellen: 

%w,-  -f-  Xu.f  -\-  ^u-f  =  0, 

und  in  Punktcoordinaten  für  yik  =^  7n,  X^  =  k,  ^x  =  l: 

wo  dann  k,  l,  m  drei  neue,  ebenfalls  linear  vorkommende  Parameter 
sind.  In  diesem  Falle  besteht  aber  das  conjugirte  Netz  a,ßa,-^  =  0 
des  Gewebes  0  =  0  aus  den  Kegelschnitten  durch  die  Ecken  des  dem 
Gewebe  gemeinsamen  Polardreiecks;  dieselben  haben  also  drei  Punkte 
gemein,  d.  h.  die  Curve,  A  ^  a^-*  =  0  hat  drei  Doppelpunkte,  besteht 
aus  drei  Geraden  (p.  382).  Da  ferner  die  He*see'sche  Curve  des 
Gewebes  0^=0  zugleich  Cayley'sche  Curve  des  conjugirten  Netzes 
ist  (vgl.  p.  521),  so  haben  wir  den  Satz: 

Die  Bcciinfjung  .S' =  0  sagt  aus,  class  die  Hesse  ,scÄ6'  Curve  voti 
/"  =  0  in  drei  Gerade  zerfällt.  Die  CayleyWic  Curve  besteht  alsdann 
aus  den  drei  Doppelpunkten  der  Hesse'Äf/^ew;  imd  das  von  letzterer 
gebildete  Dreieck  ist  Polardreieck  in  Bezug  auf  alle  Polarkegelsclmitte 
der  Grundcurve.  Aus  dem  letzten  Tlieile  dieses  Satzes  folgt  ferner, 
dass  sich  die  Gleichung  der  Grundcurve.,  ivenn  S  verschwindet ,  in  die 
Form  transformiren  lässt: 


*)  Genauer  stellt  sich  der  Beweis,  wie  folgt:  Die  Behauptung  des  Textes 
können  wir  auch  dahin  aussprechen,  dass  es  kein  anderes  C.,-\elz  gibt,  bei  dem 
durch  zwei  beliefnge  Punkte  nur  eine  Curve  geht  und  auch  zwei  beliebige  Gerade  nur 
von  einer  Curve  berührt  werden,  als  dasjenige,  in  welchem  alle  Cj  ein  gemeinsames 
Polardreieck  haben.  Beweis:  Alle  durch  einen  beliebigen  Punkt  x  gehenden  C, 
bilden  einen  Büschel  von  Cz,  die  jedenfalls  ein  gemeinsames  Polardreieck  haben; 
eine  beliebige  Gerade  u  wii'd  von  zwei  fj  dieses  Büschels  berührt,  denen  das- 
selbe Polardreieck  gemeinsam  ist.  Seien  ihre  Gleichungen  in  Liniencoordiuaten 
qp  =  0,  1/;  =  0,  so  sollen  alle  anderen  die  Linie  u  berührenden  C^  des  Netzes  in 
der  Form  cp  -\-  lip  =  0  darstellbar  sein,  d.  h.  sie  haben  auch  alle  dasselbe  Polar- 
dreieck gemeinsam.  Da  nun  a;  und  k  ganz  beliebig  waren,  so  ist  hiermit  unsere 
Behauptung  bewiesen. 
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^,^  +  .r./ +  0-3=^  =  0. 

In  diesem  Falle  ist  ferner  das  Gewebe  der  Polarkegelschnitte  der 
Cayley 'sehen  Curve  zu  dem  Netze  derer  der  Grundeurve  conjugirt, 
indem  alle  Curven  des  ersteren  von  den  Seiten  jenes  Dreiecks  berührt 
werden.  Hieraus  würde  wieder  folgen,  dass  der  Ausdruck  71/=  «j.-^Wj.rt'^. 
bis  auf  eineu  Zahleufactor  gleich  dem  Producte  S  .  ?/.„  sein  muss,  wie 
wir  es  in  Gleichung  (18)  gefunden  haben.  Umgekehrt  hätten  wir 
auch  aus  letzter  Gleichung  die  Bedeutung  des  Verschwindens  der 
Invariante  S  und  die  Nothwendigkeit  der  Relation  (22)  erschliessen 
können." 

Ein  analoger  Satz  wie  für  die  aus  f  durch  den  Process  d  entstehen- 
den Bildungen  gilt  für  die  aus  0  durch  denselben  Process  abgeleiteten. 
Aus  0  entspringt  zunächst  die  Form 

(23)  H  =  ^^dQ  =  ^d  \(ab  1/^  a,^ //,.}  =  {a a  11^-  (u- a^^  • 

Wie  man  sofort  sieht,  hl  H  =  0  die  Gleichung  eines  Kegelscimiltes, 
dessen  Tangenten  n  von  den  Polar  heg  elsclmillen  des  Punktes  x  in  Bezug 
auf  f  =  {)  und  A  =  0  in  harmonischeji  Punktepaaren  getroffen  iverden 
(vgl.  p.  281). 

Wenden  wir  nun  auf  H  abermals  den  Process  8  an,  so  entstehen 
zwei  Glieder,  deren  eines  durch  Anwendung  der  Operation  auf  die 
durch  die  Symbole  a  vertretenen  Coefficienten  von  f  gebildet  wird, 
während  der  andere 'aus  der  Anwendung  der  C)j)eration  auf  die  durch 
die  a  vertretenen  Coefficienten  von  A  entspringt.  Der  erste  Theil 
gibt  eine  neue  Zwischenform 

(24)  K  =  e«i3?0-«..Ar- 

Der   zweite   aber   führt  wegen    (22)  auf  0  zurück;  denn  letztere  Glei- 
chung sagt  aus,  dass: 

(25)  dauj,  =  ^  S  .  aikh  =  1  'S  .  htu^  • 

Dieser  zweite  Theil  wird  sonach  ^  S  (jthuY  a,^b^ri  und  es  folgt: 

(26)  (^H  =  K  +  J-5.0. 

Mit  der  Form  K  ist  aber  diese  Reihe  von  Bildungen  auch  abge- 
schlossen; denn  mit  Hülfe  derselben  Betrachtung  erhält  man  sofort: 

(27)  (3  K  =  5  {a  a  u)-  «^  «^  =  S  .  H  . 

Die  Farmen  0,  H,  K  bilden  demnach,  wie  f  und  A,  dem  Pro- 
cesse  ö  gegenüber  ein  in  sich  geschlossenes  System. 

Zwei  ähnliche  in  der  Weise  begrenzte  Grftppcn  gehen  aus  den 
Formen  .S'  und  Z  hervor.     Zunächst  finden  wir: 

08=0  Uabc)  (abd)  (acd)  {bcd)\  =  4  (abc)  (aba)  (aca)  (bca) 

dT  =  d  Uabc)  (abu)  {acv)  {bcü)\  =  3  {aba)  {abu){ciau)  (bau). 
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Bezeichnen  wir  die  beiden  neuen  Formen,  abgesehen  von  den  Zahlen- 
factoren  bez.  mit  T  und  T,  so  haben  wir  also: 

\8S  =T=  iahe)  {aha)  {aca)  (bca) 
1  dz  =  T  =  (abcc)  (abit)  (aaii)  (bau)  . 

Um  die  Eigenschaften  von  T  und  T  kennen  zu  lernen,  geben  wir 
zunächst  ihre  Ausdrücke  in  den  ursprünglichen  Symbolen  von  /,  und 
zwar  nach  unserer  früheren  Regel  über  die  Ersetzung  der  Symbole 
von  A  durch  diejenigen  von  /.  Wir  ersetzen  also  die  a  einzeln 
durch  d,  e,  /*  und  multipliciren  mit  {(lef)-\  es  wird  dann: 

T  =  (ahc)  (ahd)  (ace)  (bcf)  {def)- 
^"^  ^  T  =  {ahd)  {ahn)  {aeu)  {bfu)  {de ff  . 


Wir  bemerken,  dass  T  ebenso  aus  T  entsteht,  wie  Z  aus  -S,  indem 
man  die  e  durch  Liniencoordinaten  ii  ersetzt;  und  dies  ist  zur  Berech- 

O   rn 

nung  von  dT  wichtig.     Bildet  man  aber  den  Ausdruck  2J  ^ nitikii;,, 

so  erhält  man  im  Ganzen  G  Terme,  welche  dadurch  entstehen,  dass 
der  Reihe  nach  jede  der  6  in  T  vorkommenden  Symbolreihen  durch 
u  ersetzt  wird.  Nun  treten  a,  h,  c  in  T  symmetrisch  auf;  denn  T 
ändert  sich  nicht,  wenn  man  etwa  a,  b  vertauscht,  sobald  nur  gleich- 
zeitig e,  f  vertauscht  werden.  Die  Symbolreihen  a,  b,  c  liefern  also 
drei  gleiche  Terme,  welche  nach  (29)  sämmtlich  gleich  T  sind.  Ebenso 
liefern  die  Reihen  d,  e,  f  drei  gleiche  Terme,  denn  auch  "sie  kommen 
insofern  symmetrisch  vor,  als  sich  T  nicht  ändert,  wenn  man  etwa  d 
mit  e  und  zugleich  h  mit  e  vertauscht.  Bezeichnen  wir  also  die  drei 
von  den  Reihen  d,  e,  f  herrührenden  Terme  mit  T',  so  haben  wir: 

2:/^w,MAWyi  =  3(T+T'). 

Wir  Averden  jedoch  zeigen,  dass  T  und  T'  einander  gleieh  sind.     Es  ist: 
T'  =  {ahc)  {ahd)  {ace)  {bcii)  {deiiy , 

und  wenn  wir  in  T  c  für  das"  Symbol  f  schreiben  und  a  mit  d  vertauschen  : 
T  =  {abd)  {hdii)  {den)  {heu)  {acey  . 

Die  Differenz  beider  Ausdrücke  gibt  also: 

T'  —  T  =  {ahd)  [aee)  {heu)  {deu)  Habe)  {dev)  —  {aee)  {hdit)\ . 

Die  beiden  in  Klammern  eingeschlossenen  Glieder  sind  aber  nach 
einer  bekannten  Identität  gleich 

{dau)  {ehe)  -\-  {deu)  {abe) . 

Setzt  man  dies  ein,  so  folgt  aus  einem  früheren  Satze,  dass  T'  —  T 
durch   S  theilbar   ist;   denn   der  erste   Theil   enthält    {ehe)  {ace)  und 


55G  Fünfte  Abtlieilimg. 

a,  b  noch  vereinigt,  der  andere  enthält  (alu')  (abd)  und  d,  c  noch  ver- 
einigt.    Es  ist  also: 

T'  — T  =  .s'.  X. 

Aber  der  Factor  X  kann  nur  noch,  ausser  drei  Reihen  u,  eine  Symbol- 
reihe von  /"  enthalten;  und  da  hieraus  kein  nicht  verschwindender 
symbolischer  Determiuantenfactor  zu  bilden  ist,  so  folgt: 

T'  —  T  =  0,  w.  Zf.  b.  w. 

Zwischen  der  Invariante  T  und  der  zugehörigen  Form  T  bestehen 
also  die  Relati07ien  : 

(30)  ^       ^«.Ä-/. 
T  =  a?  . 

Nun  kann  eine  Curve  dritter  Ordnung  nur  eine  absolute  Inva- 
riante haben,  denn  man  kann  in  ihrer  Gleichung  alle  Coustanten  bis 
auf  eine  durch  lineare  Transformation  zerstören.  Es  gibt  daher  auch 
nur  zwei  Invarianten,  S  und  T\  und  der  Process  d  auf  T  angewandt 
muss  auf  S  zurückführen.  Um  8T  wirklich  zu  bilden,  brauchen  wir 
wegen  (30)  nur  in  6  T  oder  GT'  die  u  durch  Symbole  a  von  A  zu 
ersetzen.     Wir  wählen  T'  und  erhalten  also: 

(JJ  =  6  (rt  bc^  (abd)  {ace)  (bca)  {deaf  . 

Nach  (25)  ist  aber: 

s  s 

^  Öttiu,  =  {deaf  diCkCCh  =  -jt  «;«/.•  ^a  =  g  did/,d/, ; 

s 
war  haben  also  in  dT  statt  d,   e,  a   immer   d   und  j  statt   {dea)-    zu 

schreiben;  d.  h.  es  ist: 

(31)  dT=  {abc)  {abd)  (acd)  (bcd)  .  S  =  SK      • 

Die  Invarianten  S  and  T  bilden  daher,  ivie  f  und  A  oder  0,  H 
und  K,  ein  in  sich  geschlossenes  System  gegenüber  dem  8-  Processe. 

Die  geometrische  Bedeutung  der  Bedingung  T  =  0,  werden  wir 
später  bei  Bildung  von  A;,;.  sofort  erkennen;  die  der  Curve  T  =  0 
ergibt  sich  durch  folgende  Betrachtung.  Wir  gehen  von  der  mit  T' 
bezeichneten  Form  von  T  aus: 

T  =  {abc)  {abd)  {ace)  {bcu)  (deti)- . 

Dieselbe  kann  aus  den  Coefficienten  von  0  und  Z  zusammengesetzt 
werden.     Denn  da 

Q={deu)''  d,,e,,==ejii»'', 

so  folgt,  wenn  man  nach  den  x  diflferentiirt;,  mit  den  y  multiplicirt 
und  addirt,  wegen  der  Yertauschbarkeit  von  d  und  e: 
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Ersetzt  man  nun  links  und  rechts  die  x  durch  Determinanten  der 
a,  h,  die  y  durch  Determinanten  der  a,  c  und  multiplicirt  mit  [ahc) 
(heu),  so  erhält  man  rechts  die  obige  Form  von.T'  =  T;  und  es 
ist  also: 

T  =  [Qab)  (0  (ic)  {ahc)  {heu)  Uf^^ . 

Nun  ist  ferner  nach  (20),  wenn  5,7.7,  die  Coefficienten  von  Z  bedeuten : 

v,^Us  =  {(the)  (ahv)  [ciev)  {heu)  , 

und  demnach,  wenn  wir  v  durch  0  ersetzen  und  mit  «,9-  multipliciren : 

(32)  T  =  w,=^  =  0.2w,M,9^ 

Hier  steht  aber  rechts  die  eine  simultane  Invariante  pa"^  der  Polo- 
conik  px"^  =  0  =  0  von  u  und  des  Polarkegelschnittes  Va~  ^  vj^  iis  =  0 
von  ?/  in  Bezug  auf  Z  =  0. 

Die  Curve  ärlller  Klasse  T  =  0  ivird  also  von  denjenigeji  Linien  n 
vmJiidlt,  deren  Polareurve  (zweiter  Klasse)  in  Bezug  auf  Z  =  0  mit  ihrer 
Poloconik  (zweiter  Ordnung)  in  Bezug  auf  /"  =  0  in  vereinigter  Lage  ist. 

Die  in  (32)  gegebene  Form  von  T  führt  uns  auch  zu  dem  Aus- 
drucke von  81  \  wir  wollen  die  betreffende  Rechnung  aber  nicht  mehr 
durchführen,  da  wir  die  Form  lyx  im  Folgenden  nicht  weiter  benutzen 
werden.  Es  seien  hier  nur  die  dabei  benutzten  Hülfsgieichungen  an- 
geführt, um  zu  zeigen,  wie  sich  der  Inhalt  derselben  auch  geometrisch 
formuliren  lässt.  Mit  Rücksicht  auf  die  Werthe  von  (3  0  und  dZ  in 
(23)  und  (28)  folgt  nämlich  aus  (32): 

(33)  dT  =  2  H;2e/,i/,/2  _|_  3  0^2  ^,^^,^2 . 

und  zu  weiteren  Umformungen  dieses  Ausdruckes  beweist  man  dann 
die  folgenden  drei  Gleichungen  *) : 

(34)  H  =  —^S.uJ-^uM,dJ 

(35)  H..2w.w,,2  =  ^  5  .  Z 

(36)  QPu,u^  =  ^S.^, 

Gleichungen,  welche  bez.  zu  den  folgenden  Sätzen  Veranlassung  geben : 
Ist  u  eine  Gerade,  welehe  die  ersten  Polaren  von  x  in  Bezug  auf  f  und 
A  ///  harmonischen  Punktepaaren  trifft,  so  geht  die  lineare  Polare  von  x  in 
Bezug  auf  f  =  0  dureh  den  Pol  von  u  in  Bezug  aufT  =  0,  ivenn  x 
und  u  vereinigt  liegen;  dagegen  unabhängig  davon,  ivenn  S  verschivindet. 
Die  Curve  2.  Ordnung,  welehe  einer  LJnie  u  dureh  die  Gleichung 
H  =0  in  bekannter  Weise  zugeordnet  ist,  liegt  für  die  Tangenten  u  der 
Ca.j\ey'schen   Curve  mit  der    Polare    (2.   /{lasse)    von    u  in   Bezug  auf 


')  Vgl.  Clebsch  und  Gordan:  Math.  Auualea,  Bd.  G. 
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letztere  Curve  vereinigt;  dies  gilt  aber  für  jede  Linie  u,  wenn  S  ver- 
schwindet. 

Die  Ga.jley'sche  Curve  ivird  ancli  viiiJiiilll  von  denjenigen  Linien  n, 
deren  Polarkegelscitnilt  in  Bezug  auf  T  =  0  7nit  ihrer  Poloconik  vereinigt 
liegt.  letzteres  tritt  aber  heim  Versclnuinden  von  S  für  jede  Linie  u 
ein.  —  Es  liegt  hierin  nach  der  Definition  von  T  durch  (32)  eine 
gewisse  Reciprocität  zwischen  den  Curven  Z  =  0  und  T  ==  0. 

Fasst  man  nun  schliesslich  die  in  (33),  (35)  und  (3G)  gegebenen 
Resultate  zusammen,  so  ergibt  sich 

(37)  ,  dl  =  iS.I.. 

Die  Formen  Z  und  T  bilden  also  in  der  Thal  in  Bezug  auf  den 
ö-ProceSs  ein  ebenso  in  sich  geschlossenes  System,  ivie  f  und  A.  Wir 
werden  später  sehen,  wie  die  Schaar  x  Z  -[-  A  T  =  0  auch  geometrisch 
dem  Büschel  % f  -\-  X b^.  =^  0  gegenübersteht;  sie  bildet  eben  die  Schaar 
von  Curven  dritter  Klasse,  welche  die  9  harmonischen  Geraden  zu 
gemeinsamen  Rückkehrtangenten  haben. 

Durch  die  Formeln  für  ÖA,  <50,  ^H,  (5K,  ÖT,  bS,  dT,  dJ 
haben  wir  nun  das  Material  gewonnen,  um  diese  Formen  für  die  zu- 
sammengesetzte Function  x^-j-AA  zu  bilden. 

Die  Form  0,,^  können  wir  ohne  Weiteres  hinschreiben;  es  ist: 

Q.y.i={(ibiifaj:bj:.'ii'-\-  HabuYaj:h:,.-\-{(iauf-a_,.Uj\  .xA-{-(ß^M)''^«,./3.,..  A- 
=  x20-{-2xAH4-A'^K. 
Für  Ax/i  finden  wir  zunächst  die  Entwicklung: 
(39)  Ly.i  =Ax3  +  3Aix2A-f  3A,xA2-f  A3A3, 

wo  nach  dem  Taylor 'sehen  Satze.: 
A,  =  {ahay^  a^b^a:,  ,      A.,  =  {cia^f  a,,.arß:c  ,      A3  ==  (ccßyf  a^rß^-y^,. . 

Jede  von  diesen  Formen  entsteht  aus  der  vorhergehenden  durch  einen 
Differentiationsj^rocess,  bei  welchem  die  cCja/,  von  den  a/u  als  unabhän- 
gig betrachtet  werden,  während  der  ^-Process  sich  immer  auch  auf 
die  in  den  a;/,/,  enthaltenen  Coefficienten  von  /  erstreckt,  Deuten  wir 
daher  durch  einen  dem  d  zugefügten  Index  a  au,  dass  sich  der  rf-Pro- 
eess  nur  auf  die  in  den  a^i  enthaltenen  Coefficienten  der  Grundform 
beziehen  soll,  so  haben  wir: 

^A  =  3Ai,     ^A,  =2A2+  <5aA,  ,     dA.,=  A,,-\-  d«A,. 

Nun  ist  aber  nach  Gleichung  (25):  daju  =  ^  S  .  an,,,,  also  auch: 

^aA,  =i.SA,     ^„A2==<SAi, 

und  somit  können  Avir  aus  obigen  Gleichungen  die  A,  berechnen, 
es  wird: 


(42) 
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A,  =  ),^^A  =  i5/• 
(4ü)  ^^,=  T^ö(Sn-iSA  =  iT/--iSA 

A,  =  id  (Tf-k  SA)  -  f /=  iV  '^V-  i  TA  . 

Setzen  wir  die  gefundenen  Werthe  in  die  Formel  für  A;,^  ein  luul 
ordnen  nach  /*  und  A,  so  kommt*): 

(41)      A>c;.==U'—  ^^P-I^Aa+(^  xn  +  TtcI'  +  ^^  aA  /■. 

Man   übersieht  sofort,   dass  die  für  die  Ausdrücke  A,-  angestellten 
Betrachtungen  für  Coefficienten  einer  jeden  Entwicklung: 

cpxx  =  Ji'>  +  n%"-n(p^  +  "  '^^  ~-  x"-~l-(p.,  +  .  .  .  +  l"(p„ 

Gültigkeit  haben,  wenn  q)y.x  die  zu  /'  gehörige  Form  cp ,  gebildet  für 
xf-{-^.A,  bedeutet.  Für  die  Coefficienten  cpi  besteht  imfner  das  Stjslem 
von  Gleichungen: 

dcp       =  n^,,  drp^  =  (ji—\)(p.,-\-}^S.    cp  , 


dq)„-i=  cp„-^^S.(n  —l)(p>,_2,    ^gp«=  ^S.ncp,,^ 

Benutzen  wir  diese  Gleichungen  zu  der  Berechnung  der  Coefficienten 
Z,  in 

T,ji  =  Ix''  +  31,  xU  +  3  loxA^  +  I^A-' 

so  erhalten  wir: 

Z,=T,     I,  =  |SI,     l3  =  |ri-^-ST 
(43)  T,i  =  (jc-'  -\-^SkP  -{-  I  TP)  I  -f  (3  jc2  A  —  1-  SP)  T  . 

Die  Gleichungen  A3  ==  0  und  T-^  =  0  geben  bez.  die  Hesse'sche  und 
Cayley  sehe  Cui've  von  A  ==  0;  wir  haben  daher  wegen  der  für  A3  und 
Z3  gefundenen  Ausdrücke  die  Sätze: 

IFenn  S  verschwindet ,  so  fällt  die  Hesse'sche  Curve  von  A  mit  A 
zusammen ,  d.  h.  A  =  0  besieht  aus  drei  geraden  Linien ,  und  die 
Cayley 'sehe  Curve  von  A  =  0  fällt  ?nit  der  von  f=0  zusafnmen ,  sie 
besteht  aus  drei  Punkten;  wie  wir  schon  früher  fanden  (p.  553  f.). 

fVenn  die  Invariante  T  verschwindet,  so  ist  die  Hesse'sche  Curve 
der  Hesse'schen  luieder  die  Grundcurve  f==0;  die  Ca,y\ey 'sehe  Curve 
der  Hesse'schen  fällt  dagegen  mit  T  ^  0  zusammen. 

In  der  Formel  für  Ayx  bemerkt  man,  dass  die  Coefficienten  von 
/'  und  A  die  nach   x   und   A   genommenen   DifFerentialquotionton    der- 


^)  In  dieser  Formel  liegt  wieder  der  Hesse'sche  Satz,   vgl.  p.  505. 
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selben  biquadratischen  binären   Form   C  (k,  X)  =  G  sind,  welche   den 
Ausdruck  hat*): 

(44)  C  =  k'  -  SyT-r-  —  i  TxP  —  -j-l  S'-V  . 

in  der  That  wird: 

\     J  ?.r,  s  .S2 

i  If  =  ^\  =  - 1  ;cu  -  T^r-  —  \^^  i\ 

und  folglich  nimmt  t\y.i  die  einfache  Gestalt  an: 

Diese  Formel  können   wir   benutzen,   um  die  Bildungen  Sy,i,   Ty_x 
u,   s.   f.    einfach  herzustellen.      Wir    brauchen    nur    den    Einfluss    des 
d-Processes  auf  eine  Form   cp^x  zu   untersuchen,    wenn   sich  derselbe 
statt   auf  die   Coefficienten   von  /  und  A,  auf  die  von  x/"-}-  AA  und 
AxA  bezieht.     Da  die  letzteren  aber  nach  (40)  durch 

gegeben  siud,  so  wird: 

(47)  =0,^-  G,  -^  ■ 

Ist  also  (p  eine  aus  f  entstandene  Form,  so  ist  die  für  die  zu- 
sammengesetzte Form  y.f  -\-  Ib.* gebildete  Form  {d(p)y,x  gleich  der  Fiinc- 
tionaldetcrminante  von  G  und  <fyx- 

Mit  Hülfe  dieses  Satzes  bilden  wir  aus  (40)  S^x,  indem  wir  be- 
rücksichtigen, dass  ÖA=  -  f;  es  wird: 

iS.,.(./+AA)  =  (dAU  =  6',  (»^«■A-'^V)-G,(|fA-?^V)  • 

Hierin  führen  wir  die  zweiten  Differentialquotienten  von  G,  divi- 
dirt  durch  12,  ein,  nämlich  die  Ausdrücke: 


(48) 


"                ^  ^  CVr  6 

p      1  d^o    S      j          T  .n 

r      _^    i  O'^G  _  S     .,         2^3         ;S2     , 

'^n  —  T^  gp  —  6  '^^  ~  T  ^'^  ~  12  ^' 


Die  Formel  für  Syx  wird  dann  zunächst: 


'*)  Die  Gleichung  G'  =  0  ist  also  die  früher  durch  k  L  —  X  h'  =  0  bezeichnete 
Gleichung,  vgl.  p.  505. 
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Sy.x{yf-{-  AA)=6 


G^  ^12^  ^2lf 


oder  nach  den  bekannten  Eigenschaften  der  homogencD  Functionen 


Sy.i  (x/'+  AA)  =  6 


Gy,X  +  6^22-1 


G 


G, 


G,. 


G,,A- 

-  Gnf\ 

G,,A- 

-  Gnfl 

X          k 

A     -/■ 

1 1 
6-' 12        G^i 

Dividiren   wir  also   durch   'Kf -\- XA,    so   wird  S  proporlminl   zu    der 
Y{ esse' sehen  Form  H  der  biquadraüschen  binäre)}  Form  G: 

(49)     ^^'--^  ^^"  ^20  -  G,^^)  =  -?>Ho 


Hieraus  folgt  weiter,  da  öS  =  4  7": 


iVS^)A^ 


(50) 


G 


dS,.- 


G.,  -./-'■- 


3  Tg, 


wenn    Tq   die   Covariante   sechster  Ordnung  der  biquadratischen  Form 
G  (x ,  A)  bedeutet.    Ferner  haben  wir  wegen  der  Relationen  H  =  ^dQ, 

K  =  (5H 

(51) 

(52) 


,S' 


^y  0  die  Gleichungen: 


AK)  —  G.,  {%Q  +  AH) 
r    ^'^'^^        1   c     ft 


Die  letzte  Gleichung  können  wir  noch  einfacher  schreiben,  wenn  wir 
beachten,  dass  K  entsteht,  wenn  man  die  Bildung  0  an  der  Form  A 
vornimmt,  dass  also  K^;.  die  Zwischenform  0  gebildet  aus  A,;^  ist. 
Wir  finden  dann  wegen  (46) : 

(52«)  K;,;.  =  G,2  K  —  2  <5i  6'2 H  +  G^^Q  .  — 

Endlich  folgt  aus  (43),  da  T  =  ^  ^Z  ist: 

(53)  Tw  =  G,  [(1  .SxA  +  I  TV')  I  +  (>£^  -  \  SV-)  T] 

-G.  [(x2-f-J..SA2)I  +  2xAT]. 

Wir  brechen  hiermit  diese  algebraischen  Untersuchungen  zunächst 
ab,  um  die  gewonnenen  Resultate  für  einige  Anwendungen  zu  ver- 
werthen.  Wir  werden  dabei  dann  von  selbst  genöthigt  sein,  noch 
weitere  Bildungen  aus  der  Theorie  der  ternäreu  cubischen  Formen  in 
den  Kreis  unserer  Betrachtung  zu  ziehen,  ohne  jedoch  hierin  Voll- 
ständigkeit zu  erreichen  oder  anzustreben.*)  Es  sei  hier  nur  noch 
der  folgende  sogleich  zu  verwerthende  Satz  bewiesen: 


*)  Wegen  des  Näheren  vgl.  besonders  Clebscli  und  Gordan:  Ueber  cubische 
ternäre  Formen,  Math.  Annalen,  Bd.  G  und  dazu  das  Drnckfeblerverzeichniss 
des  8.  Bandes;  ferner  den  Schluss  dieser  Abtheilung. 

Clebach ,  Vorlesungen.  3G 
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Die  cuhhche  zvgehörige  Form  M  =  (aanY  verschwindel  identisch. 

Es  entsteht  nümlicli  M  ans  A=  a,^?  =  (cde)^  c,-'^.r'?.r;  wenn  man 
die  a  dnrcli  die  aus  den  w  und  a  gebildeten  Determinanten  ersetzt; 
es  ist  also 

M  =  {cde)-  {cua)  [dna)  {eud). 

Nun  ist  nach  einer  bekannten  Identität: 

(cde)  [cua)  =  (ciie)  (cdci)  —  (ciid)  (cea)  . 
Führen  wir  dies  in  iV  ein,  so  wird: 

M=  (cde)  [diia)  {euä)  Heue)  icda)  —  {cud)  {ceä)\, 

oder,   da  beide   Theile   durch   Vertauschung  von  d  und  c  in  einander 
übergehen,  also  identisch  sind: 

M  =2  {cde)  {cda)  idua)  (cue)  . 

Dieser  Ausdruck  enthält  den  Factor  S,  denn  er  hat  den  symbo- 
lischen Factor  (cde)  (cda),  und  die  Symbole  e,  a  kommen  noch  in 
einer  Determinante  vereinigt  vor.  Aber  der  nach  Absonderung  von 
S  übrig  bleibende  Factor  von  31  kann  dann  keine  Symbole  mehr  ent- 
halten, sondern  nur  noch  die  w,  muss  also,  da  aus  letzteren  nicht 
verschwindende  Determinanten  nicht  mehr  zu  bilden  sind,  nothwendig 
gleich  Null  sein,  q.  e.  d. 

V.    Fortsetzung.  —  Anwendungen  der  Formentheorie. 

Die  von  uns  in  Vorstehendem  durchgeführten  formalen  Entwick- 
lungen geben  uns  im  Wesentlichen  die  Mittel,  um  die  Gleichungen 
vollständig  aufzustellen,  von  denen  das  wichtigste  der  bei  den  Curven 
dritter  Ordnung  auftretenden  Probleme  abhängt:  die  Bestimmimg  der 
Wendepunkte;  wir  werden  dabei  auch  einige  neue  Formen  benutzen 
müssen,  auf  die  wir  dann  später  zurückkommen,  lieber  die  Natur 
der  Gleichung  neunten  Grades,  von  welcher  dies  Problem  abhängt, 
haben  wir  schon  verschiedene  Schlüsse  aus  der  gegenseitigen  Gruppi- 
rung  der  Wendepunkte  gezogen;  und  letztere  wieder  gründete  sich 
auf  den  einen  Fundamentalsatz,  dass  immer  drei  Wendepunkte  auf  einer 
geraden  Linie  liegen.  Wir  wollen  zunächst  für  denselben  einen  rein 
algebraischen  Beweis  erbringen. 

Es  seien  x  und  y  zwei  Wendepunkte,  dann  bestehen  gleichzeitig 
die  Gleichungen: 

,^.  «r=^=0,       V  =  0, 

^  ^  ccJ  =  0  ,       «/  =  0  ; 

und  wir  haben  nachzuweisen,   dass  auch  für  einen  von  0  und  oo  ver- 
schiedenen  Werth    von    l   die   Gleichungen   «^  +  a^'*  =^  0 ,    ccx  +  x/  =  ^ 
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zusammen  bestehen  müssen.  Diese  beiden  Gleichungen  geben  aber 
entwickelt  und  mit  Hülfe  von  (1)  vereinfacht: 

also  durch  Elimination  von  A: 

(2)  ajüy  .  a^My-  —  a^tty-  .  ajay  =  0 . 

Diese  Gleichung  ist  aber  in  der  That  eine  unmittelbare  Folge  der 
Gleichungen  (1),  denn  sie  ergibt  sich  aus  dem  soeben  bewiesenen 
Satze,  das3  die  Form  [aauf  identisch  Null  ist,  wenn  man  Ui  =  {xy)i 
setzt.     Wir  erhalten  zunächst  die  Salmon'sche  Identität: 

(ti^ay  —  ttyK^y  ^  ajay^  —  ^ctjaya^ay'^  -f  oa^ay^ajay  —  ajt/y^  =0, 

und  hieraus  folgt  wegen  (1)  wieder  Gleichung  (2).  Der  Gang  dieses 
Beweises  lässt  noch  die  Richtigkeit  des  folgenden  Satzes  erkennen : 

Zwei  Curven  dritter  Ordnung  aj'  =  0  und  aj"  =  0  haben  ihre  neun 
Wendepunkte  gemeinsam,  sobald  die  simultane  zugehörige  Form  {aaiiY 
identisch  verschwindet.  Aus  letzterem  Umstände  folgt  nämlich  zunächst 
wieder,  dass  je  zwei  der  9  Schnittpunkte  mit  einem  dritten  auf  einer 
Geraden  liegen,  dass  also  die  9  Punkte  gruppirt  sind,  wie  die  Wende- 
punkte einer  Cy,  d.  h.  dass  durch  sie  4  Dreiecke  hindarchgehen;  dann 
sind  sie  aber  nach  Früherem  auch  Wendepunkte  für  alle  durch  sie 
gehenden  C^.  — 

Aus  der  Gruppirung  der  Wendepunkte  haben  wir  zunächst  ge- 
folgert, dass  es  in  dem  Büschel  Tif  -\-  Xl\  =  0  vier  in  gerade  Linien 
zerfallende  Curven  gibt:  die  vier  Wendepunktsdreiecke;  und  zwar 
werden  die  zugehörigen  Parameterwerthe  als  Wurzeln  einer  Gleichung 
vierten  Grades  gefunden,  welche  sich  aus  den  Gleichungen 

xZ-f  AA  =0, 
t!,y.i  =  Kf-\-  LA  —  GiA  —  GJ=0 

durch  Elimination  von  /,  A  ergibt  (vgl.  p.  505).  Dadurch  kommen 
wir  aber  auch  auf  die  Form  G  [yt,  l),  welche  durch  Gleichung  (44) 
auf  p.  560  definirt  war,  also: 

Die  Gleichung  vierten  Grades  G  {x ,  A)  =  0  bestimmt  die  vier  Wende- 
punktsdreiecke ,  d.  h.  die  Parameterwerthe  a,  A  für  die  zerfallenden 
Curven  des  syzygetischen  Büschels.  Das  Product  der  Gleichungen  der 
vier  Dreiecke  ist  daher  gegeben  durch: 

(3)  (?  (A,  —  /)  EEE  A^  —  SA^n  +  i  JA/-3  _  ,1^  ^Y^  =  0 . 
Untersuchen  wir  die  für  uns  nunmehr  besonders  wichtige  Form 

etwas  genauer.  Wir  bilden  zunächst  ihre  beiden  Invarianten  ie  und 
Je  (vgl.  p.  229);  die  erstere  ist: 

36* 
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(4)  i,  =  2{-^,S^-\-n.-J^S'^}  =  0. 

Die  erste  Invariante  von  O  verselnvindel  also  identisch. 

Geometrisch  können  wir  it,  l,  zufolge  der  Bedeutung  von  G  =^^  0, 
als  Coordinaten  in  einein  Strahlbüschel  auffassen,  dessen  Mittelpunkt 
ein  Wendepunkt  von  /"=  0  ist;  wo  dann  6"  =  0  durch  die  vier  Wende- 
punktslinien repräseutirt  wird,  welche  von  dem  gewählten  Wendepunkte 
ausgehen.     Die  Gleichung  (4)  gibt  also  den  Satz: 

Die  vier  diircli  einen  Wendepunkt  gehenden  fVendepnnktslinien  sind 
zu  einander  äqaianharmomsch  (vgl.  p.  239). 

Wenn  wir  so  in  einem  Wendepunkte  unsere  Constructionen  aus- 
führen ,  können  wir  die  Bedeutung  der  Gleichung 

A^;  =  6^1  A  _  G,f  =  G,  x'  +  G,  V 

(für  /('/-h  ^  A  =  0)  auch  folgendermassen  aussprechen: 

Die  Wendetangenten  der  drei  Curven,  deren  Hesse\sr//^  Ciirve  eine 
(jeg ebene  Curve  dritter  Ordnung  (;<'/-[- A' A  =  0)  ist,  hdden  die  erste 
Polare  der  Wendetangente  der  letzteren  in  Bezug  auf  die  vier  Wende- 
punktslinien. 

Umgekehrt  loird  die  Wendetangente  der  Hesse  Wi^n  Curve  durch 
die  lineare  Polare  der  W endetangente  der  Grundcurve  in  Bezug  auf  die 
vier   Wendepunkldhiien  gegeben. 

Dadurch  sind  in  dem  betrachteten  Büschel  besonders  diejenigen 
Linien  ausgezeichnet,  deren  Polare  in  Bezug  auf  ^  =  0  eine  Doppel- 
linie enthalten.  Da  aber  die  Invariante  ia  verschwindet _,  so  sind  dies 
bekanntlich  (vgl.  p.  231)  die  Grundstrahlen  von  G  =  0  selbst;  und 
die  erste  Polare  eines  solchen  besteht  aus  dem  Strahle  selbst  und  aus 
zwei  in  einen  Strahl  der  Hesse 'sehen  Form  von  G  zusammenfallenden 
Strahlen.  Jedes  Wendepunktsdreieck  ist  daher  Hesse'sche  Curve 
seiner  selbst  und  einer  anderen  Curve  dritter  Ordnung;  und  die 
Wendetangenten  der  den  vier  Dreiecken  so  zugeordneten  Curven 
bilden  in  dem  betrachteten  Strahlbüschel  die  Hesse'sche  Form  IIa 
von  G  {x,  X).  Die  Curven,  deren  Hesse'sche  in  ein  Dreieck  zerfällt, 
sind  aber,  wie  wir  wissen,  durch  das  Verschwinden  von  S  charakterisirt 
(p.  553),  und  somit  folgt: 

Die  Invariante  Syj.  der  zusammengesetzten  Form  xf-\-lA  unter- 
scheidet sich  nur  durch  einen  Zahlen factor  von  der  He sbq' sehen  Form 
der  binären  Form  G  (x,  A);  ivie  es  durch  Gleicliung  (49)  auf  p.  561 
bestätigt  leird. 

In  dem  betrachteten  Büschel  von  Wendetangenten  gibt  es  ferner 
sechs  Strahlen  Tg  =  0  (p.  244),  die  sich  in  drei  Paare  theilen,  so 
dass  die  erste  Polare  eines  Strahles  in  jedem  Paare  in  Bezug  auf 
G  ==  0  den  andern  Strahl  enthält  (gleichzeitig  auch  in  Bezug  auf 
Hg  =  0,  was  uns  aber  jetzt  nicht  angeht).     Ein   solches   Strahlenpaar 
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ist  sonach  wegen  der  soeben  gegebeneu  Constructioneii  dadurch  aus- 
gezeichnet, dass  von  den  zugehörigen  Curven  des  liüschels  die  eine 
immer  Hesse 'sehe  Curve  der  andern  ist.  Da  dies  Verhältniss  durch 
des  Verschwinden  von  T^x  ausgedrückt  wird  (p.  559),  so  folgt: 

Die  Invariante  T^x  unterscheidet  sich  nur  durch  einen  Zahlen/'aclor 
von  der  Covariante  sechster  Ordnung  Tu  der  binären  Form  G  {^,  A);  wie 
es  durch  Gleichung  (50)  auf  p.  561  bestätigt  wird. 

Bilden  wir  endlich  noch  die  zweite  Invariante  von  G]  sie  ist: 

_  ^' 

(5 


1 


0 


(ö) 


Jg 


JÜ       0 


,S' 

T 

G       ~ 

.'j 

.s^ 

T 

.s« 

l) 

3 

12 

.K^-^o 


Wenn  auch  diese  Invariante  verschwindet,  so  hat  bekanntlich  die 
Gleichung  6^  =  0  drei  gleiche  Wurzeln,  d.  h.  drei  der  vier  durch  einen 
Wendepunkt  gehenden  Linien  fallen  zusammen  (p.  240).  Dies  ist  aber 
nur  möglich,  wenn  die  Curve  /'  =  0  einen  Doppelpunkt  hat,  denn  nur 
dadurch  kann  die  Zahl  der  Wendepunkte  nach  den  Plück er  sehen 
Formeln  reducirt  werden.  Bezeichnen  wir  also  den  in  (5)  rechts 
stehenden  Ausdruck  mit    —  fÄ,  so  haben  wir: 

Die  Discriminante  der  Curve  dritter^  Ordnung  f  ==  0 ^  d.  h.  die 
linke  Seile  der  Doppel punklsbedingung   ist  gegeben  durch  die  Bildung'*): 

(6)  R=r'  -  ±  s-' . 

Die  Invariante  R  hat  die  besondere  Eigenschaft,  dass  sie  sich  von 
der  Invariante  B^x  nur  um  einen  Factor  unterscheidet:  sie  ist,  wie  man 
sich  ausdrückt,  eine  Combinante  des  Systems  xf-^-  XA  (vgl.  p.  208); 
ebenso  wie  die  Form  Tc;  einer  binären  Form  G  für  das  System 
xG  -\-  XHg'  Zwischen  den  letztgenannten  Formen  besteht  nämlich 
die  bekannte  Relation: 


*)  Nach  Aroubold  ist  ausgerechnet: 


li  =  ;36 


"llt 

<7(22 

«133 

«123 

«113 

«J12 

"211 

«222 

«233 

«223 

«213 

«21? 

'''311 

(1,22 

«3:'3 

«:i2l 

«:!I3 

«312 

"III 

«122 

«133 

«123 

«113 

«112 

»211 

f  222 

«233 

«223 

«213 

«212 

«311 

«322 

«333 

«323 

«313 

«312 

Diese  Determinantenform  von  R  erhält  man  bis  auf  einen  Zahleufactor  sofort 
durch  Elimination  der  x  aus  den  6  Gleichungen  a^^aj  =  (),  a  '^«=0,  welche 
bestehen  müssen,  wenn  x  ein  Doppelpunkt  von  f  ist. 
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und  diese  verwandelt  sich  in  unserm  Falle  wegen  (4)  und  (5),  wnd  da 
TG  =  -i  T,x,   Hg  =  -  \  S^x,  in: 

(7)  R,x  =  ^,,2  _  ^.  .S',,3  ==  (7^2  -i^S^),G'  =  R.  a^  (yi,X^. 

In  dem  sijzijgcthclien  Büschel  ;£/  -j-  A  A  =  0  sind  daher  keine  Curven 
mit  Doppelpunkt  {Ry.i  ==  0)  enthalten  aussei^  den  in  drei  Gerade  zer- 
fallenden (G  (x ,  /L)  =  0). 

—  Die  Auflösung  der  Gleichung  G  =  0  wird  durch  das  Verschwin- 
den  ihrer   ersten  Invariante   sehr  vereinfacht,   indem  die  Anwendung 

der  Euler 'sehen  Methode  zum  Ziele  führt.*)     Wir  setzen  ^  =  x,  so 

dass  wir  die  Gleichung  haben: 

(8)  X*  —  Sx"^  —  i  Tx  -  -^  S"^  =  0  . 
P^ür  X  machen  wir  die  Substitution: 

X  ^  u  -{-  V  -\-  tv  , 
so  dass: 

X'  =  [ur  -f"  ^^  +  ^^^)  -\- ^  {v IV  -\-  IV  u  -{-  uv) , 
X*  =  {li^  -\-  u-  -}-  w-y  -}-  4  (w^  -}-  f '  -[-  tv-)  (viv  -f-  wu  -\-  uv) 
-f-  4  (v'^w'^  -\-  IV- 11^  -\-  w'-y-)  -\-  ^  uviv  {ii  -{-  V  -\-  lü)  . 

Führen  wir  diese  Werthe  von  x,  .r-,  x^  in  Gleichung  (8)  ein,  so  wird 
dieselbe  erfüllt,  wenn  wir -setzen 

y2«;2  _}_  i^2,^2_^   ^^1y1   ^   J_^2 

u^  +        ^2  4-  ^^;2     =  .^S 
uvw  =  l~  T . 
Dann  sind  aber  i/.^,  v"^,  w"^  die  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung  für  z : 

(9)  z^-^  Sz^-  +  J^  s-^z  ~i^r-  =  o, 

oder  nach  einer  einfachen  Umformung: 

7'2  «3 


(^-iy= 


1  /? 


Für  u-,   y-,   iv"^    als   Wurzeln   dieser  Gleichung  haben    wir    somit    die 
Werthe : 

wo  £  eine  imaginäre  dritte  Wurzel  der  Einheit  bedeutet.     Die  Wurzeln 
der  Gleichung  G  =  0  sind  also  gegeben  durch: 


= 1  „ + /A+^ + j/'j-iti + j/'Jl 


3/ 


*)  Vgl.   eine    andere   Behandlung   der    biquadratischen    Gleichung    mit  ver- 
schwindendem i  in  Clebsch's  Theorie  der  binären  Formen,  p.  171. 
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wo  die  Vorzeichen  so  zu  wählen  sind,  dass  das  Product  uviv  der  drei 
Quadratwurzeln  gleich  -\-  \  T  ivird. 

Es  siud  demnach  iu  der  That  nur  vier  Vorzeichencombinationen 
möglich,  entsprechend  den  vier  Wurzeln  von  G  =  0.  Von  den  Wur- 
zeln u"^,  V-,  iv'^  der  cubischen  Gleichung  (9)  sind,  wenn  die  Coeffi- 
cienten  von  /  reell  angenommen  werden,  zwei  Wurzeln  conjugirt 
imaginär;  das  Product  derselben  also  ist  positiv,  und  folglich  die  dritte 
reell  und  positiv,  damit  ii-v'-tV'  =  -^-Q  T"^  sein  kann.  Die  Grösse  u  ist 
daher  immer  reell,  v  und  w  einander  conjugirt  imaginär.  Hieraus 
ergibt  sich,  dass  von  den  vier  Wurzeln  der  Gleichung  (8)  immer  zwei 
reell  und  zwei  conjugirt  imaginär  sind;  und  zwar  geben  die  Vor- 
zeichencombinationen 

+  +  + 

+ 

reelle,  die  andern  beiden  imaginäre  Werthe.  Oder  mit  andern  Worten: 
Das  Product  der  drei  Seiten  eines  Wendepunktsdreiecks  ist  für  zwei 
Dreiecke  reell,  für  zivei  conjugirt  imaginär ^  wie  wir  es  schon  früher 
auf  anderem  Wege  gefunden  haben. 

Zur  Bestimmung  der  Wendepunkte  von  /  =  0  würde  es  nunmehr 
noch  nöthig  sein,  zwei  der  Wendepimktsdreiseite  in  ihre  einzelnen 
linearen  Factoren  aufzulösen.*)  Wir  wollen  diese  Aufgabe  jedoch 
auf  einem  anderen  Wege  durchführen,  indem  wir  dieselbe  an  ein 
früher  bezeichnetes  Transformationsproblem  anknüpfen**)  (vgl.  p,  512). 
Wird  ein  Wendepunktsdreieck  als  Coordinatendreieck  eingeführt,  so 
erscheint,  sahen  wir,  die  Gleichung  der  Curve  dritter  Ordnung  in 
der  Form: 
(10)  f~  a  {y-^  +  y.;^  +  y,-^)  +  Qby,tj,y,  =  0. 

Zunächst  kommt  es  uns  nur  darauf  an,  die  Coefficienten  a,  b  der 
transformirten  Form  in  ihrer  Abhängigkeit  von  den  aiy,  der  Grund- 
form f  darzustellen;  ohne  dabei  die  directe  Berechnung  der  Transfor- 
mationscoefficienten    zu    verlangen.      Wegen    der    vier     vorhandenen 

Wendepunktsdreiecke  würden   wir   vier  Werthe  für  -  finden   müssen. 

Aber  die  Gleichung  (10)  ändert  sich  nicht  bis  auf  einen  zu  h  hinzu- 
tretenden Factor  £  oder  £-,  wenn  wir  den  ?/,  beliebig  dritte  Wurzeln 
der  Einheit  als   Factoren   hinzufügen,    während  dadurch    thatsächlich 


*)  Vgl.  über  diese  directe  Lösung  des  Problems  Gundelfinger:  Math.  An- 
ualen,  Bd.  4,  p.  567  ff.,  sowie  den  folgenden  Abschnitt  dieser  Vorlesungen. 

**)  Vgl.  im  Folgenden  C  leb  seh:  Math.  Annalen,  Bd.  2,  p.  382.  Eine  an- 
dere Behandlung  des  Problems  gab  Gundelfinger,  ib.  Bd.  5,  p.  442.  Vgl. 
femer  Clebsch's  Theorie  der  binären  algebraischen  Formen,  Leipzig  1872, 
p.  234  ff.,  sowie  den  Schluss  der  5.  Abtheilung  dieses  Bandes. 
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doch   nur   die    Beziehung    geändert    wird.      Wir    werden    daher    nicht 

für  - ,  sondern  für  -^  ßine  biquadratische  Gleichung  aufstellen,  welche 

im  Wesentlichen  auf  G  =  0  zurückführen  muss.  Es  geschieht  dies 
durch  Yergleichung  der  beiden  Werthe  der  absoluten  Invariante*), 
die  wir  einmal  für  die  allgemeine,  dann  für  die  kanonische  Form  von 
/  bilden.     Wir  setzen  nun 

y,    0     0! 

0      y,      0  !  =  6?/,y2«/3J 

0       0      2/3 1 

so  dass  also  %  =^  0  eine  Curve  des  syzygetischen  Büschels 

(11)  r=ax  +  bA;  =  o 

ist  und  A^',  deren  Hesse  sehe  Form.  Dieselbe  ist,  wie  dies  mit  allen 
Bildungen  in  der  kanonischen  Form  geschehen  soll,  durch  einen 
oberen  Strich  von  der  entsprechenden  Bildung  in  Bezug  auf  die 
ursprünglichen  Variabein  Xi  unterschieden.  Da  A^'  in  drei  lineare 
Factoren  zerfällt,  so  ist  ;k  =  0  dadurch  ausgezeichnet,  dass  ihre  In- 
variante S^  verschwindet.  Wir  können  ferner  mit  Hülfe  der  Formeln 
(49)  und  (50)  p.  561  für  Sy_x  und  Tyj,  die  Invarianten  S'  und  T'  (und 
auch  die  Substitutionsdeterminante  /')  für  /"  berechnen,  sobald  wir  die 
Form  G,  gebildet  für  %  kennen,  welche  mit  f  bezeichnet  sein  mag. 
Es  ist  aber  nach  Gleichung  (46)  auf  p.  560: 

A'  =  6  \bij.^     aij.y     by^    =  (rr  +  2  b")  A'^  —  6  ab'^ 

also  durch  Vergleichung  beider  Ausdrücke: 

r    1  ^ //'  4-  9 Ir'-         r    —  '  ^~  —  {\rih'' 

I, — ^^ — a    -j^^ij,      I2  —  j  ^^  —  oau  . 

und  somit: 

(13)  r  =  a*-{-8ab^, 

r,,  =  r/-' ,   r,.,  =  2 ^^   r,,  =  4 «^ . 

Hieraus  folgt  nach  (49)  und  (50),  wenn  r  die  Substitutionsdeterminante 
bedeutet: 

^     ^  ==24ö(^-'  — «3) 

*)  Vgl.  das  entsprechende  Verfahren  bei  den  biquadratischen  binären  Formen 
auf  p.  248. 


Die  Cuiven  dritter  Ordnung  oder  dritter  Klasse.  569 

(15)  ^\'  db  -^da) 

Bilden  wir  hieraus  die  absolute  Invariante,  so  kommt  für  3  die  Glei- 
chung vierten  Grades: 

MTV  '^'  =      m^h^b'^-n^)^      _ 

^      >  T         (84«  4-  20  a?  A^  -  <)'  ' 

und  gleichzeitig  findet  man  die  Transf'ormationsdeterminante,  ivcnn  -  =a 
bekannt  ist,  aus  der  Gleichung: 

^      ''  ^~'Y         ib  (/>3 1  rt^J         ~  4  [1  —  a)       ' 

in  der  b  noch  willkürlich  augenommen  werden  kann,  was  damit  über- 
einkommt, dass  die  Substitutionscoel'ficienten  (also  auch  r)  nur  bis 
auf  einen  Proportionalitätsfactor  bestimmt  sind. 

Die  Gleichung  (16)  können  wir  leicht  auf  G  =  0  zurückführen. 
Setzt  man  nämlich: 

OB)  «  =  ^  =  i-f5^;, 

so  geht  dieselbe  über  in: 

S^ ICxU^-S'^ 

7-2  ~~  9  (x*  —  .S'h«  A2  -  /,  S^  X^f  ' 

und  hier  braucht  man  nur  auf  beiden  Seiten  die  Wurzel  zu  ziehen, 
um  wieder  die  Gleichung  G  {x,  A)  =  0  zu  haben. 

Die  xuirkliche  Berechnung  der  Ausdrücke  ij^ ,  ij., ,  y.,  in  Function  der 
Coefficienten  von  f  erfordert  etwas  weitläufigere  Betrachtungen.  Durch 
die  Formen  %  und  A^^  sind  uns  zwei  symmetrische  Functionen  der  ge- 
suchten Grössen  y,"^,  y.^,  g./  gegeben;  denn  aus  (11)  und  (12)  ergibt 
sich  (da  A'  =  r^  .  A) : 

!/:'  +  y^  -i-us'-x       =  I  {/• .  Fl  -  r-' A  .  0} 
(19) 

Wenn  wir  nun  noch  den  Werth  der  dritten  symmetrischen  Function 
l/i^'j/'  ~\~  U/Ui'^  +  V\'Vi  angeben,  so  können  wir  eine  cubische  Glei- 
chung aufstellen,  deren  Wurzeln  uns  die  Werthe  von  y^,  y.^^,  y^''  an- 
geben. Aber  diese  dritte  Function  ist  von  der  sechsten  Ordnung, 
verlangt  also  die  Benutzung  von  Covarianten  sechster  Ordnung,  denen 
wir  bisher  noch  nicht  begegnet  sind.  Auf  dieselben  werden  wir  so- 
gleich noch  zurückkommen;  wir  erwähnen  hier  nur,  dass  der  von  uns 
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gewünschte    Ausdruck    aus    0    entsteht,    wenn    wir    die    ui    durch   die 
Grössen  A,=  ^^—  ersetzen,  d.  h.  wir  wählen  die  Covariante: 


=  —  2 


fn 
A, 


A. 


{((ha)  (fibß)  a,i.h_,,ajß,r- 

/33 

A. 


A,, 

A3 

0 


In  der  That  finden  wir  für  die  kanonische  Form; 
?/,  0  0       2i/,y.^ 


(20)   9)/== -2 


2^3^! 


2  2/1  2/2 

0 


-Sii/^i/^+ys'i/^-^u^i//) 


0  y,  0 

0  0  y, 

'^y-iVz  ^UiVi  "^y^Vi 

Die   erwähnte   cubische   Gleichung,   deren  Wurzeln  y{,  y.^,  y.^   sind, 
würde  also  sein: 

(21)  ^3  _  ^,2  _|.  X  ^^  ,  _  (^  ^^'33  _  0  . 

Die  Auflösung  derselben  wird  dadurch  vereinfacht,   dass  wir  die  Qua- 
dratwurzel aus  ihrer  Discriminante,  d.  h.  das  Differeuzeuproduct 

{Vx^  —  V'i')  (yo^  —  ^3^)  (2/3'^  -  Vi^)  , 
wie  sogleich  gezeigt  werden  soll,  durch  eine  Covariante  neunter  Ordnung 
von  /  darstellen   können;   man   hat  also   eine   Quadratwurzel   weniger 
auszuziehen,  als  bei  einer  allgemeinen  cubischen  Gleichung.*) 

Wir  können  jedoch  die  schliesslichen  Ausdrücke  für  y,^  auch 
ohne  directe  Auflösung  der  Gleichung  (21)  finden,  wenn  wir  auch 
noch  die  symmetrische  Function  y^^  -\-  y^"  +  2/3**  mittelst  Covarianten 
von  /  berechnen.  Dass  dies  möglich  ist,  folgt  aus  der  Bemerkung, 
dass  jede  Covariante  von  f  in  der  kanonischen  Form  eine  ganze  Function 
von  y{\  y^^,  y^^,  l/iJ/o^/n  ^'^'^  ^'^  2/i^  y>^  Vs^  symmetrisch  sein  miiss. 
Eine  Covariante  darf  sich  nämlich  nicht  ändern,  wenn  man  zu 
2/1;  1/2}  Vi  J^  dieselbe  dritte  Wurzel  der  Einheit  als  Factor  hinzufügt, 
denn  dadurch  wird  die  Form  /  nicht  afficirt.  —  Alle  Covarianten 
sechster  Ordnung  lassen  sich  aber,  wie  man  an  der  kanonischen  Form 
leicht  beweist,  durch  eine  von  ihnen  und  /  und  A  rational  ausdrücken. 
Unter  ihnen  ist  die  Form  il^  besonders  ausgezeichnet,  welche  durch  die 
Gleichung 

(22)  iI^  =  N„'N:nJNJ^ 

definirt   ist,    wo   die   Symbole    iV,   n   sich  auf  die   uns   ebenfalls  neue 
Zwischenform  beziehen: 


•=)  Vgl.  die  Formeln  (IG)  auf  p.  223. 
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(23) 


N  =  i 


dr 

dA 
dxj 

dr 

8A 

dx.^ 

dx2 

dl 

dA 

dx. 

dx. 

XL, 


Wo 


=  {(tau)  ajaj  =  NJu„ 


Diese   Covariante  xp   werde?i   ivir  als  eine  Comb  in  ante  des  Systems 
xf-\-XA  erkennen,  d.  h.  wir  werden  die  Gleichung  nachweisen: 

(24)  ^,^=G'~  .i,. 

Ferner  besteht  zwischen  den  Formen  9  und  i/>  die  sogleich  zu  be- 
weisende Relation  (p.  574): 

(25)  t/.=  -|g)- J^r/-2  +  ^.SA/-, 

aus  welcher  wir  die  kanonische  Form  von  (p  ableiten  können.  Da 
nämlich  für  die  Form  %  nach  Früherem  S' =  0,  T=  —  6*)  ist,  so 
gibt  die  Gleichung  (25)  wegen  (20): 

=  i  iy\^  +  y-i"  +  y-i^Y  —  6  iy-h^  +  yz'yx'  +  ?/i^y/) ; 

und  hieraus  finden  wir  die  Form  t/;  von  /  mit  Hülfe  von  (24),  es  ist: 
also  schliesslich: 

(26)  r^t  =  ir.  {(2/,^  +  y2'  +  2/3'^)^-i^(y2V  +  y3W  +  yiV)}. 

Dies  in  Verbindung  mit  (19)  gibt  uns  die  weiteren  symmetrischen 
Functionen : 


(27) 


lyo^y-i^  +  2/3^^1^  +  yi^yi^ 


'e^+T^V^y-fi-'-^^-n'^ 


2/1"+  y/+  2/3^=  rr^+^'nV-^i-'"^-^y- 
Ausser  diesen  symmetrischen  Functionen  können  wir  noch  das  schon 
erwähnte  Differenzenproduct  (unter  Adjunction  von  r)  rational  dar- 
stellen mittelst  einer  Covariante  Q ,  definirt  durch  {ip  =  t/^^.") : 


(28) 


Q==4 


5T 


dr 

dA 

dil> 

dxi 

dxf 

dxi 

er 

dA 

dip 

Cxz 

CX2 

dx2 

dr 

dA 

d^ 

dx3 

dx3 

dx3 

=  {n  a  4.')  aj  aj  ipj 


=  N,'  ^«  il^J  =  N„-  N',.  N'„-  NJ  N'.,"-  N"J  . 

Diese  Covariante  Q.  ist  ebenfalls  eine  Combinante,  d.  h.  es  is(:  Qyi  =  6^ ' .  Q 
(vgl.  p.  575),  also  auch  für  die  kanonische  Form: 


*)  Man  findet  diesen  Werth  aus  (15)  für  a  =  1,  b  =  0. 
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;•''  Q  =  Q'  ^p  ,  Q.^ 


Das  Differenzenproduct  der  Guben  y,'\  //./',  y  (\  d.  h.  die  Quadratwur- 
zel aus  der  Discriminanic  der  Gleichung  (21)  ist  daher  gegeben  durch: 

6P   • 


(29) 


(yi^  -  y/)  (y-^  -  y,')  iy-i'  —  yi')  = 


Dabei  ist  zu  bemerken,  dass  das  Vorzeichen  auf  der  rechten  Seite 
nicht  bestimmt  ist,  weil  durch  Gleichung  (17)  nur  r-,  nicht  aber  r 
selbst  gefunden  wurde.  Der  Ausdruck  (29)  enthält  also  noch  den 
irrationalen  Factor 

,  /S  st)'' -\- 20  a^'b^—'^ 

'   ~~  I      T         4  6  (6^  —  «■■')        ' 

und  der  numerische  Werth  unter  dem  Wurzelzeichen  besteht  aus  einer 

b^  • 

völlig  gegebenen  nur  von  3  abhängigen  Grösse  und  aus  einem  will- 
kürlich zu  wählenden  Factor  b"^,  welcher,  wie  man  sieht,  aus  der 
Irrationalität  als  solcher  ausscheidet. 

INIit  Hülfe  der  gefundenen  Ausdrücke  kann  mau  nun  die  Guben 
und  das  Product  der  beiden  irrationalen  Co  Varianten 

(30)  M  =  y,^  +  sy.^  +  s'y/ ,     N  =  y^^  +  ^'^2'  +  ^y^ 

darstellen.     Beachten  wir  bei  Berechnung  dieser  Guben  die  Relationen: 

yy'+y-^-^y:^=w^-\-y^-\-y^;'^^Hy^+y^)^^y^+y^y^'+y'y^) 

+  3y,V/V3\ 
W-\-W  =  2(y^^-^y^-\-y^)--S{jj^  +  y^  +  y^{jj^y^  +  y^y-^  +  y^y.;') 

+  2\y,hj^^y,\ 

so  finden  wir  unter  Berücksichtigung  von  (19),  (27)  und  (29)   sofort: 

■8  P  (M^  +  N3)  =  12K't|;  r/Ti  -  r'-t^b)  -\-  10  (/T,  -  f'Lbf 

^^^^  ■  8  r^  (M-'  -  N^')  =  4  £  (1  —  £)  r'Q 

r-  M  N  =  I  r"  t/'  +  I  (7  r,  -  r'  A  bf  . 

Aus  den  ersten  beiden  Gleichungen  sieht  man,  dass  folgende 
beiden  Govarianten  neunter  Ordnung  vollständige  Guben  sind: 


*)  Dass  die  Determinante  bei  der  Ausrechnung  in  dies  Product  übergeht, 
erkennt  man  am  einfachsten  daraus,  dass  sie  verschwindet,  sobald  zwei  der  y 
einander  gleich  werden  und  dass  sie  symmetrisch  in  den  drei  Guben  sein  muss. 
Zur  Bestimmung  des  Zahlenfactors  braucht  man  dann  nur  ein  Glied  auszurechnen. 


(32) 


Die  Cmvon  dritter  Ordnung  oder  dritter  Klasse.  573 

16  P  M^  =  (/  r,  +  7-''AoY  4-  10  (/•  r,  -  r^Aby 

+  12r''j/'  (/T,  —  r-A/>)  -\-4s  (l  ~  e)  r'^Q 

in  r-  N'  -=  (/T,  +  7-' Auf  +  10  (/T,  -  r'^A/>)-' 

+  12r«^(/T,  —  r-'A/y)  +  4£(f  —  1)  r^'Q. 

Aus  den  Gleichungen  (30)  in  Verbindung  mit  der  Gleichung: 
^  :=  yj-  -|-  tj.,^  -j-  y.,-'  können  wir  endlich  die  drei  Guben  z/j^,  y./,  j/3^ 
linear  in  M,  N  und  %  berechnen,  wo  dann  y,  =  0,  ?/,,  =  0,  «/g  =  0 
die  Gleichungen  der  Seiten  eines  Wendepunktsdreiecks  sind. 

Ziehen  tvir  also  aus  den  Grössen  (32)  die  Ciibikwurzel,  so  erhallen 
wir  eine  der  gesuchten  Trani^formationen  auf  die  kanonische  Form  durch 
die  Cvhiktvurzeln  aus  den  folgenden  drei  Ausdrücken : 


(33) 


3y,^^i(/n  -r2A/>)+  M+  N 
3  y.-^  =  j  (f  r,  —  r-Ab)  -f  5  M  +  £-  N 
3  g,-'  =  I  (/T,  -  r^A/>)  +  f^M  +  £  N  , 


wo  nun    "j  eine  Wurzel  der  biquadratischeu  Gleichung  (IGj  ist*),  wo 

ferner  f  durch  (13),  r  durch  (17),  M  und  N  durch  (32)  definirt  sind, 
und  in  M,  N  die  Form  ^  durch  (22),  Q  durch  (28). 

Durch  die  Gleichungen  (33)  isl  das  JJ'endepunktprohlem  vollsländig 
erledigt.  Wir  hatten  dabei  eine  biquadratische  und  eine  cubische 
Gleichung  zu  lösen;  erstere  war  durch  das  Verschwinden  der  Invari- 
ante /  ausgezeichnet,  letztere  dadurch,  dass  das  Differenzenproduct  der 
Wurzeln  bekannt  war.  — 

Wir  haben  noch  einige  Bemerkungen  über  die  neuen  von  uns 
benutzten  Bildungen  hinzuzufügen,  insbesondere  die  zwischen  ^  und 
t^  bestehende  Identität  sowie  die  Combinanteneigenschaft  der  Formen 
?/^  und  Q  nachzuweisen.  Wir  werden  daran  ferner  einige  Bemerkungen 
über  das  System  xü  -j-  AT  =  0  von  Curven   dritter  Klasse  knüpfen. 

Die  von  Brioschi  eingeführte  Co  Variante  i)  hatten  wir  aus  der 
Zwischenform  (23): 

^!  ==  {(laii)  ajaj 

abgeleitet;  gleich  Null  gesetzt,  ordnet  letztere  jeder  Linie  u  die  Curve 
4.  Ordnung  der  Punkte  x  zu,  deren  lineare  Polaren  in  Bezug  auf 
f=0  und  A  =  0  sich  auf  u  schneiden.  Um  ip  zunächst  durch  Sym- 
bole «,  a  von  f,  A  auszudrücken,  bemerken  wir,  dass  i/>  nach  (22)  aus 


*)  Man   erhält  diese   Wurzeln  mittelst   der  Substitution   (18)   direct  aus  den 
Wurzeln  j  der  Gleichung  (8)  0  =  0. 
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entsteht,  wenn  man  y  durch  x,  u  durch  .V  ersetzt  und  mit  N^^  multi- 
plicirt.     Daher  ist: 

Hier  entstehen  beide  Glieder  wieder  aus  NJ'NyU,,  (b,  ß  für  a,  «ge- 
schrieben) ;  das  erstere,  indem  man  w  durch  a,  y  durch  Determinanten 
der  a^  a,  das  andere,  indem  man  ii  durch  a,  y  durch  Determinanten 
der  a,  a  ersetzt.     Also  ist: 

i^  =  \  a^a^b^ß^.  {a^  (hßa)  +  cc^  {hßa)^  ^h,^  (ßaa)  +  ^.^  {baa)j  . 

Multiplicirt  man  aus,  so  entstehen  vier  Glieder,  von  denen  aber  zwei 
durch  Vertauschung  von  Buchstaben  in  einander  übergehen;  es 
wird  also: 

(34)  U^   =  _  1.  (^  4-  2  7>'  +  cp") 

wo:  q)    =  {(ibß)  [aba)  a^b^fCCj^^ßJ^ 

(;]5)  cp'  =  —  (abß)  (aßet)  a^^ß^.a^'^bj 

(p"  =  (aßci)  {aß  b)  cc,^.ß^.a^^'^b_^^ . 

Wir  werden  nun  zeigen,  dass  sich  2  tp  sowohl  auf  (p  als  auf  cp" 
zurückführen  lässt;  man  kann  daher  weiterhin  alle  (p  durch  i/;  aus- 
drücken.    Es  ist  nämlich  {ci,  b  vertauscht): 

2cp'  =  {abß)  a^Av(^a-ß.v  {—  b,,  {aßa)  +  «,  (aßb)^ 
=  (abß)  a,^h:^ajßa:  {/3^  {aba)  —  «^  {abß)^ 
=  cp  —  A  .  {abßf  ajf^ß^. 
=  (p  -  ^SAf-,  (nach  Gl.  (22)  auf  p.  552) 

aber  auch  (a  mit  ß  vertauscht): 

2cp'  =  (aßa)  arß.vaa:bj  {—  «^  {abß)  -f  /3.,.  (aba)j 
=  (aßa)  a^ß^a^bj  |«^.  (aßb)  —  b^  (a/3a)} 
=  9)"  -  -^  /•  (2  r/-  -  SA) .  (vgl.  GL  (40)  p.  559) 

Tragen  wir  diese  Ausdrücke  von  cp ,  rp"  in  die  Formel  (34)  ein,  so 
kommt: 

■cp    =.-^^^-^  Tn  +  \SAf 

(36)  W  =-it-,kTr 

Die  erste  von  diesen  drei  Gleichungen  ist  die  vorhin  benutzte. 

Um  nachzuweisen,  dass  ip  und  Q  Combinanten  sind,  brauchen  wir 
nur  zu  zeigen,  dass  dies  lür  die  Zwischenform  N  gilt,  aus  welcher 
beide  nach  {22)  und  (28)  abgeleitet  werden.  Dass  sich  N  und  Ny_x  in 
der  That    nur    um    einen    Factor    unterscheiden,    ersieht    man    schon 


[r{x)Aiy)~A(x)riy)] 


y.l 
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daraus,  dass  die  linearen  Polaren  von  x  in  Bezug  auf  die  Curven 
%f-\-XA  =  ^  einen  Strahlbüscliel  bilden,  dessen  Mittelpunkt  eben 
durch  jS  =  0  gegeben  ist.  Um  diesen  Factor  als  eine  Potenz  von  G 
zu  erkennen,  gehen  wir  von  der  Form  aus: 

(37)  //=  aja/  -  a,/aj=r{x)  A(y)  -  A(a:)/(y) , 

welche  man,  wie  sich  zeigen  lässt*),  allen  Combinantenbildungen  von 
/■  zu  Grunde  legen  kann.     Es  ist  aber: 

xf  (x)  -I-  A  A  (x)         6-,  A  (.r)  -  GJ  (x) 
x/-(y)  +  AA(y)  G,A(t/)-G,r{y) 

%  l  \      \f  {x)         A  {x) 

-G^         G,\'\f{y)         A{y) 
=  G  {K,  l)  .  {f  (x)  A{y)-A  {x)r(tj)y  . 

Also  die  Form  11  ist  eine  Comhinante:  Hyx  =  G  .  H. 
Nach  (37)  ist  aber  auch 

und  es  ist  identisch  (vgl.  j).  563): 

0  =  {('.vCCy  —  aya,.)  {a^dy^  +  aJ^Uy"^ —  2a^a:^a,jUy')  =  {a^-dy  —  üyK^)^-, 

der  letzte  Ausdruck  entsteht  nämlich  aus  der  verschwindenden  Form 
{aaiiy,  wenn  man  die  u  durch  Determinanten  aus  den  x,  y  ersetzt. 
Daher  ist  auch: 

H  =^  {a,^.ay  —  ctyU^)  (ajay-  +  ajay"^  +  4  CL^a^ciyUy). 

Dies  entsteht  aber  aus  N  =  (aau)  aj^aj^,  wenn  man  .V  Aviederholt 
nach  den  x  diflPerentiirt,  mit  den  y  multiplicirt  und  schliesslich  für 
die  u  Determinanten  der  x^  y  setzt.  Es  ist  also  II  eine  aus  N  ent- 
standene Form  und  zwar  entstanden  durch  lineare  Operationen. 
Ebenso  entsteht  aber  auch  N  aus  II\  denn  für  ^V  kann  man  den  Werth 
setzen,  welchen  der  Ausdruck**) 

annimmt,  indem  man  die  y  den  x  gleich  setzt.  Hierdurch  ist  der 
Zusammenhang  von  iV  und  ff  bewiesen,  und  es  folgt: 

Die  Form  N,  und  somit  auch  xjj  und  Q  sind  Co?nbinanten ;  es  ist: 

^  Ny.x  =  G.N,     f,,=GKt,     Q,,  =  GKQ. 


*)  Vgl.  Näheres  über  die  Combinanten  der  ternären  cubischen  Formen  in 
dem  Aufsatze  von  Clebsch  und  Gordan,  Math.  Aunalen,  Bd.  6  und  den  VIII. 
Abschnitt  dieser  Abtheilung;  über  Combinanten  im  Allgemeinen  ib.  Bd.  5,  p.  95. 

**)  Derselbe  lässt  sich,  wenn  man  symbolisch  H  ^  hj^k^^  setzt,  übersicht- 
licher in  der  Form  \{liku)  h^^  k^  schreiben. 
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Damit  haben  wir  die  für  Aufstellung  der  Transformationsformeln 
(33)  benutzten  Sätze  sämmtlich  bewiesen.  — 

Die  Behandlung  des  Problems  der  Wendepunkte  hätte  man  natür- 
lich auch  au  das  Studium  der  zugehörigen  Formen  Z  und  T  anknüjjfen 
können.  Statt  der  Wendepunkte  gilt  es  dann,  die  neun  gemeinsamen 
Rückkehrtangenteu  der  Scliaar  xT -{- ^T  =  0  zu  finden.  Bass  diese 
Ciirven  sänmitlich  die  harmonischen  Geraden  von  /"=  0  zu  Rückkehr- 
iangenten  haben  und  also  die  früher  erwühnie  Scliaar  von  Curven  dritter 
Klasse  bilden  (p  518),  erkennt  man  sofort  aus  der  kanonischen  Form. 
Z  und  T  nämlich  waren  definirt  durch : 

mithin  erhält  man  aus  (14)  und  (15) : 

^   ^1,   3      I      „  3      I      „  3\      I      1   ^' 


denn  es  ist: 


'()llm  002.2  ^«333  ^    da 


r  T'  P  7^ 

Ebenso  wird:  T'=  jV  TT"  (''i^  +  ^Z  +  ^'3'')  +  c  ?T  *'i  ^'2*^3 5  und  also 


durch  Ausrechnung: 

Z'  r=  6  (4^3  —  a^)  v^  v.,v.,,  —  6  />«-  (r,^  -(-  r./  -f"  ^'Z) 

r  =4  (4b'-  +  bd')  b-'v,  v,v.;,  +  2(  10^3 ._  «3)  ^^1  (,,^3_|_  j,^3_|_y.^:t)_ 

Die  Form  der  Gleichungen  51  ==  0,  T  =  0  ist  also  ,  in  der  That  die- 
selbe, wie  die  der  Gleichungen  /"=0,  A  =  0.  Um  nun  die  inva- 
rianten Biklungen  des  Systems  xZ  -{-  AT  zu  studireu,  legt  man  jedoch 
zwei  andere  Formen  TT  und  P  dieses  Systems  zu  Grunde,  welche 
dadurch  ausgezeichnet  sind,  dass  die  Bildung  ATT  —  /P  eine  Combi- 
uante  ist,  und  dass  sie  den  Bedingungen 

Hw.  =  G'  .  (xn  +  AP) ,     P,x  =  er-  .  {G,  P  —  G.,T]) 

genügen.     Sie  sind  definirt  durch  die  Gleicliungen*): 


*)  Die  Einführung   dieser  Bildungen  gestattet  z.   B.   die  früher  gewonnenen 
Ausdrücke  für  "L^^  und  T^^  fp.  559  u.  561)  übersichtlicher  darzustellen;  man  findet: 

Wegen  des  Näheren  vgl.  den  angeführten  Aufsatz  von  Clebsch  und  Gordan: 
Math.  Annalen,  Bd.  6.  —  Wir  er-wähnen  hier  nur  noch  einige  Resultate,  welche 
mit  unseren  früheren  Untersuchungen  über  das  einem  Kegelschnittnetze  conju- 
girte  Gewebe  zusammenhängen  (p.  521).  Wir  haben  damals  die  Gleichung  einer 
Curve  dritter  Ordnung  aufgestellt,  deren  Hesse 'sehe  Curve  durch  ij^  =  0,  deren 
Cayley'sche  durch  Uf^  =  Q  gegeben  ist,  und  zwar  in  der  Form 

p^.3  =  2  {hh'xy-  i^.  i,J,.  —  (Ji/i'/i")  (h/t'.r)  (h'h"x)  (h"/,x)  =  0  . 
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n  =  ST  —  TT 

Für  das  System  JcTT  +  ''■P  gi'^t  es  nun  entsprechend  der  Form  t^ 
eine  Form  sechster  Klasse,  welche  sich  aus  F,  der  linken  Seite 
der  Liniencoordinatengleichung  von  /=0,  X  und  T  zusammensetzt*), 
und  eine  Form  neunter  Klasse,  welche  der  Form  Q  dualistisch  gegeu- 
übersteht.     Es  ging  aber  nach  (29)   Q  in   der  kanonischen  Form  in 


Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  darf  sich  nun  von  unserer  Grundform  /'  nur  um 
einen  Factor  unterscheiden,  wenn  wir  setzen  (vgl.  die  Anmerkung  auf  p.  550): 

Dann  entsteht  das  erste  Glied  von  pj,  wenn  man  die  Form  Q^^  =  {ss  x)"^  u^u^, 
bildet,  darin  die  u  durch  a  ersetzt  und  mit  «^  multiplicirt.  Nun  ist  aber  (vgl. 
Gleichung  90  a.  a.  0.): 

0(^~)  =  K  +  ^  50 
und  also  wird  (nach  Gleichung  40,  p.  561): 

(2)  63  ihh'xf  i^  V,,  i^.  =  A3  +  i  5A,  =  -  J  TA  . 

Das  zweite  Glied  von  p^^  gibt  gleich  Null  gesetzt  die  Gay ley 'sehe   Curve 
l(-^  =  0  von  ?//==0.     Nun  ist  aber  (a.  a.  0.  Gl.  99): 

^(xil  +  AP)  _  2  /^2  {Gzf—  Ö.A)  =  —  I  /J2  .  A^;t  , 
und  hieraus  ergibt  sich,  wenn  man  Z  =  6  u/^  in  der  Form  xTT  +  AP  mittelst  der 
Gleichungen  (38)  darstellt: 

P   >  =  (ss's")  {ss' x)  [ss" x)  {s' s" x) 

=  —  63  {hJiJi')  {hHx)  {hti'x)  (/i'k"x) 

(3)  =1(^52/-+  TA). 

Die  Gleichungen  (2),  (3)  geben  uns  in  der  That  für  p^^  die  verlangte  Relation: 

Wir  haben  ferner  die  Gleichung   der  Curve  dritter  Klasse   aufgestellt,   deren 
Polarkegelschnitte  mit  denen  von  p^.^  =  0  vereinigt  liegen  (p.  525);  dieselbe  war: 

—  i  ^'n   =  {^i'"f  '■/,'//«/,  +  ("■'«")  ("'«)  [i'i'ti)  [i'iu)  =  0  . 
Wegen  (1)  Bndet  man  aber  (a.  a.  0.  Gl.  92): 

6-'  {ii'uY  i^iilu,^  =  {a^uf  a^ß^ji^  =  K/«/w, 
=  i5T-J  TZ, 
und  ferner  (wegen  des  Ausdruckes  für  Z^;^): 

G^  {ii' i")  (iiu)  (i'i'u)  {i"iu)  =  —  {ccßy)  {ecßu)  (ayu)  (ßytt) 
=  ~Tj  =  l  rZ-^ST; 
und  somit  erhalten  wir: 

Die  Gleichung  TT  =  0  stellt  daher  die  Curve   dritter  Klasse   dar,    deren  Polarengewebe 
zu  dem  Polarennetze  von  /"=  0  conjugirt  ist  (vgl.  Aronhold  a.  a.  Ü.). 
*)  Vgl.  a.  a.  0.  die  Darstellung  von  <J)  in  §  18. 

Cleljscb  ,  Vurlesungen.  37 
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das  Differenzenproduct  von  y^^,  y^^,  y.?  über.  Ebenso  unterscheidet 
sich  die  Form  neunter  Klasse  von  dem  Producte: 

(y^S    _    y^3)     (^y^3    _    y^3)     (y.^3     _     y^3) 

nur  um  einen  Factor.  Eine  Gleichung  v^"^  —  v^  =  0  ist  aber  die  Glei- 
chung des  Productes  der  drei  auf  der  Seite  y.,  =  0  gelegenen  Wende - 
imnkte;  denn    dieselben    genügen  noch  der  Bedingung: 

Vi^  +  y^^  =  (^1  +  ^2)  {Vi  +  ^y-i)  (^1  +  «V2)  =  0 , 
und  die  Gleichung  des  Schnittpunktes   einer  Linie  y^  -\-  s'y^  =  0  mit 
y.^  =  0  ist  feben: 

Vj  —  E'v.^  ==  0  . 

Die  zugehörige  For^n  neunler  Klasse  stellt  daher,  gleich  Null  gesetzt, 
das  Product  der  neun  Wendepunkte  vor.'*) 

Und  dualistisch  entsprechend: 

Die  Form  neunter  Ordnung  (28)  Q  stellt,  gleich  Null  gesetzt,  das 
Product  der  neun  harmonischen  Geraden  vor. 

—  Den  Umstand,  dass  die  Curve  dritter  Ordnung  nur  eine  abso- 
lute Invariante  und  also  nur  zwei  Invarianten,  haben  kann  (vgl. 
p.  556),  w^ollen  wir  noch  verwerthen,  um  den  früher  geometrisch  erhal- 
tenen Satz  zu  beweisen,  dass  das  Doppelverhältniss  der  vier  von  einem 
Punkte  der  Curve  dritter  Ordnung  an  dieselbe  gelegten  Tangenten  con- 
stant  ist,  und  um  die  absolute  Invariante  in  Function  dieses  Doppel- 
verhältnisses der  Curve  auszudrücken. 

Ist  a,/  =  0,  so  ist  die  Gleichung  des  Productes  der  vier  von  y 
an  die  Curve  f^aj  =  0  zu  legenden  Tangenten  (vgl.  p.  501): 

4/.  Z>V-  3  (Dry  =  4:aJ  :  byH^  -  3  aja^  .  hjb,  =  0 

eine  Curve  vierter  Ordnung,  welche  ihrer  besonderen  Natur  nach  von 
jeder  Linie  u  in  vier  Punkten  von  demselben  Doppelverhältnisse  ge- 
schnitten wird.     Die  Curve  vierter  Klasse  (vgl.  p.  278) : 

i  =  {ABuy  =  0, 

deren  Tangenten  die  Curve  ^.^^  in  vier  äquianharmonischen  Punkten 
treffen,  wird  daher  entweder  von  allen  Linien  u  berührt  oder  sie  stellt 
wieder  den  Punkt  y  dar.  Die  Form  (Aßuy  muss  also  in  zwei  Fac- 
toren  zerfallen,  von  denen  der  eine  von  den  u,  der  andere  von  den 
A,  B  unabhängig  ist.  Der  letztere  kann  aber  nur  Uy^  sein,  wie  geo- 
metrisch sofort  erhellt.     Da  nun  (ABuy   eine   invariante  Bildung  ist, 


*)  Ueber  die  Bildung  des  Productes  der  Gleichungen  der  9  Wendetangenten 
vgl.  Salmon's  Lessons  on  higher  algebra  und  Clebsch:  Crelle's  Journal,  Bd.  58. 
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SO  bleibt  für  den  ersteren  uur  noch  ein  von  den  Coefficienteu  der 
Grundform  /'  allein  abhängiger  invarianter  Ausdruck,  und  zwar  vom 
vierten  Grade  in  diesen  Coefficienfcen,  d.  h.  die  Invariante  S.  Es 
ist  daher*): 

(39)  i=(iABuy  =  c  .S  .u,/, 

und  ebenso : 

(40)  J  =  (ABuf  (ACuy  {BCuf  =  c  .  T  .  Uy\ 

wo  c,  c  Zahlenfactoren  bedeuten.  Nun  hängt  das  Doppelverhältniss 
der  vier  Strahlen  A_^^  =  0  bekanntlich  von  der  absoluten  Invariante 

j-3  ^3        ,»,'3 

Ja  =  c'2  •  y2 

ab,  ist  also  in  der  Thai  von  y  iinahhängig '*'*),  w.  z,  b.  w.  Insbesondere 
haben  wir  den  Satz: 

Das  Doppelverhältniss  einer  Curve  dritter  Ordnung  ist  äquianhar- 
monisch,  wenn  die  Invariante  S,  harmonisch,  wenn  die  Invariante  T 
verschwindet.  Eine  äquianharmonische  Curve  ist  also  nach  de?n  Früheren 
dadurch  char akter isirt.,  dass  ihre  Hesse'ic/ie  Cvrve  in  drei  Gerade  zer- 
fällt, Und  dass  sich  in  den  drei  Doppelpunkten  dieser  Curve  die  fVende- 


*)  Die  Invarianten  und  Covarianten  der  durch  die  4  von  y  ausgehenden  Tan- 
geuten gegebenen  binären  Form  sind  neuerdings  von  Harnack  durch  die  Func- 
tionalinvarianten   von  f  vollständig  dargestellt:  Math.  Annalen,  Bd.  9/  p.  218. 

**)  Eine  ganz  analoge  Schlussweise  führt  bei  Curven  höherer  Ordnung  zu 
einem  entsprechenden  Satze.  Das  Product  der  k  —  2  von  einem  Curvenpunkte  y 
einer  Curve  At"  Klasse  an  dieselbe  zu  legenden  Tangenten  wird  durch  eine 
Gleichung  {k  —  2)'e'"  Ordnung  ^J'~^  =  0  gegeben,  welche  aus  der  Linieneoor- 
dinatengleichung  entsteht,  wenn  man  u^  =>  {xy)-  setzt  und  von  der  linken  Seite 
derselben  sodann  vermöge  «  "  =  0  einen  Factor  [«„""^«J^  absondert.  Die 
Gleichung  (k  —  2)ter  Ordnung,  wo  /c  =  ?«  (n  —  1) ,  ist  dann  vom  Grade  2  (ra  —  1)  —  2 
in  den  Coüfficienten  von  /* (vgl.  p.  279)^  und  vom  Grade  k  —  2  (n  —  1)  =  (?«  —  1)  (n  —  2) 
in  den  y.  Eine  Invariante  pten  Grades  der  binären  Form  (k  —  2)ter  Ordnung, 
welche  der  Form  aJ^~^  entspricht,  enthält  (nach  p.  195)  ■|/;(Ä-  — 2)  Determi- 
nantenfactoren ;  die  aus  ihr  nach  dem  Uebertragungsprincipe  zu  bildende  ternäre 
Form  —  entsprechend  der  obigen  Form  {ABuY  —  enthält  daher  die  u  zur  Di- 
mension 4^  p  (A  —  2).  Dieselbe  muss  in  zwei  Factoren  zerfallen,  von  denen  der 
eine  die  u  nicht  enthält,  der  andere  eine  Potenz  von  uy  ist.  Diese  Invariante 
enthält  nun  die  y  im  Ganzen  zum  Grade  p  {n —  1)  (n  —  2);  nach  Absonderung 
des  Factors  u   '^  ^  ^  ~  ^^  kommen  dieselben  daher  noch  zur  Dimension  : 

p  (n  _  1)  (n  _  2)  -  i  p  {k  -  2)  =  4  («  -  2)  («  -  3)  p 

vor;  und  wir  haben  den  Satz:  Auf  einer  Curve  nter  Ordnung  ohne  Doppelpunkle  gibt 
es  ^  p  n  {n  —  2)  (n  —  3)  Punkte ,  von  denen  k  —  2  Tangenten  an  die  C„  zu  ziehen 
sind,  für  ivelche ,  aufgefnsst  als  Repräsentanten  einer  binären  Form,  eine  Invariante 
ptcn  Qrades  der  letzteren  verschwindet. 
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langenlcn  zu  dreien  schneiden;  eine  harmonisclie  dadurch^  dass  die  Hesse  sehe 
Curve  ihrer  Hesse'schen  wieder  die  Grundcurve  ist  (p.  518u.  559). 

Die  absolute  Invariante  einer  binären  biquadratischen  Form 
hatten  wir  früher  als  Function  des  Dopiielverhältnisses  a  dargestellt; 
es  war  (s.  Gl.  (28)  p.  2m): 

ß  {^i-{-af  {-Z—af  {1  —  2  cc,^' 

Insbesondere  erhalten  wir  hieraus  für  o:  =  1  die  Bedinsfung  für  eine 
Doppelwurzel:  i^  —  67- =  0.  Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  muss 
aber  in  unserem  Falle  mit  der  Discriminante  von  f  =  a^^  bis  auf 
einen  Factor  C  übereinstimmen,  d.  h  mit 

GR  =  6r-  -  SK 

Wir  haben  also  wegen  (39)  und  (40): 

Ci^  =  C3  53  U/^  ,       Cf  =  C'2  r-  Myl2  ^ 

also  -7^=  1:  Die  absolute  Invariante  hängt  mit  dem  Doppelverhältnisse 
a  der  Curve  dritter  Ordnung  zusammen  durch  die  Gleichung: 

(41)         "  1=^  =  24,,        ('-«  +  «')■ 


r         f-  (1  +  af  (2  -  a)2  (l  —  2  af 

Ebenso  ist  natürlich  für  eine  Curve  des  Büschels  pc/'-f-  '^^  =  0: 


^y.l 


=  24 


2  ) 


und  da  X,  A  in  5"^  und  7'^  zum  zwölften  Grade  vorkommen,  so  folgt: 
Es  gibt  in  dem  syzygetischen  Büschel  y.  f  -\-  K  t::^  =  ^  i^nmer  12  Curven 
von  gleichem  Doppelverhältnisse   (jedoch   nur  vier  äquianhnrmonische  und 
sechs  harmonische). 

VI.    Curven  dritter  Ordnung  mit  Doppel-  oder  Rückkehrpunkt.  — 
Ausartungen  derselben. 

Nachdem  wir  in  Vorstehendem  die  wichtigsten  Punkte  aus  der 
Theorie  der  allgemeinen  Curven  dritter  Ordnung  erörtert  haben,  bleibt 
uns  übrig,  die  Modificationen  zu  untersuchen,  welche  die  erwähnten 
Verhältnisse  durch  das  Auftreten  von  Singularitäten  (also  insbesondere 
von  Doppel-  und  Rückkehrpunkten  und  durch  das  Zerfallen  der  be- 
trachteten Curve)  erleiden.  Dabei  werden  uns  immer  zwei  wesentlich 
verschiedene  Fragen  beschäftigen: 

1)  Welche  Relationen  zwischen  den  Functionalinvarianten  der 
cubischen  Form  sind  nothwendig  und  hinreichend  zur  Charakte- 
risirung  der  betreffenden  Sineularität ? 
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2)  Wie  kann  man,  die  Erfüllung  dieser  Relationen  vorausgesetzt,  die 
auftretenden  singulären  Punkte  oder  Tangenten  etc.  durch  die 
Functionalinvarianten  der  Grundform  darstellen? 

Drittens  öndlich  müsste  man  untersuchen,  welche  Besonderheiten 
bei  den  verschiedenen  covarianten  Curven  etc.  in  den  betrachteten 
Specialfilllen  auftreten.  Doch  würde  uns  letztere  Frage  hier  zu  weit 
führen ;  auch  für  die  Beantwortung  der  beiden  zuerst  gestellten  reichen 
die  im  Vorstehenden  gegebenen  Bruchstücke  aus  der  Theorie  der 
ternären  cubischen  Formen  nicht  aus;  gleichwohl  werden  wir  dieselben 
der  Vollständigkeit  halber  behandeln,  indem  wir  uns  dabei  eventuell 
auf  andere  Arbeiten  beziehen.*)  Ausserdem  aber  werden  wir  bei  den 
Curven  mit  Doppel-  sowie  bei  denen  mit  Rückkehrpunkt  für  die  Be- 
handlung der  Geometrie  auf  der  Curve  neue  Hülfsmittel  kennen 
lernen,  deren  Erweiterung  dann  später  zu  den  Anwendungen  der 
elliptischen  Functionen  auf  die  Theorie  der  allgemeinen  Curven  dritter 
Ordnung  führt. 

Wir  beginnen  mit  Betrachtung  der  Curven  mit  einem  Doppelpunkte.'**) 
Dieselben  sind  charakterisirt  durch  das  Verschwinden  der  Discriminante 
R,  welche  sich  aus  den  beiden  Invarianten 

S={ab r)  {n b d)  (a c d)  (bcd) ,      T  =  (abc)  (ab  d)  [a c e)  (b cf)  {de ff 

in  folgender  Weise  zusammensetzt  (p.  565): 

Es  entsteht  hier  sofort  die  Frage  nach  der  Bestimmung  des  Doppel- 
punktes y  für  den  Fall  R  =  0.  Wir  haben  uns  also  nach  einer  zu- 
gehörigen Form  umzusehen,  welche  gleich  Null  gesetzt  diesen  Punkt 
darstellt,  und  zwar  mindestens  dreifach  zählend,  da  es  keine  zugehörige 
Form  niedrigerer  Klasse  gibt.  Eine  solche  Form  ist  nun  die  früher 
mit  TT  bezeichnete  (p.  577),  welche  durch  die  Gleichung: 

(1)  T]  =  SJ—Ti: 

definirt  war. 

Als  Bedingung  dafür,  dass  eine  ternäre  cubische  Form  «.,•'  die 
dritte  Potenz  einer  linearen  Form  darstellt,  werden  wir  nämlich  weiter- 
hin das  identische  Verschwinden  der  Zwischenform  0  =  (abn)'-  a^^ba: 
erkennen.  Diese  Form  gebildet  für  %T\  -\-  IP  statt  für  aj'  gibt  aber***) : 

*)  Und  zwar  besonders  auf  den  mehrfach  erwähnten  AiilVatz  von  Clebsch 
und  Gordan:  Math.  Annalen,  Bd.  6. 

**)  Ausfültrlicher  findet  man  manche  Punkte  aus  der  Theorie  dieser  Curven 
in  dem  Werke  von  Salnion  erörtert,  sowie  hei  Weyr:  Theorie  der  mehrdeu- 
tigen geometrischen  Elementargebilde,  Leipzig  1869. 

***j  Vgl  a   a.  0.  Gleichung  (91). 
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und  diese  Bildung  verschwindet  in  der  That  unabhängig  von  den  u, 
und  Xi,  sobald  R  Null  ist,  insbesondere  ist  also  für  %=^\,  A  =  0: 
0(17)  ^  0,  wie  es  sein  sollte.  *)     Sonach  können  wir  setzen 

(2)  n  =  (j/jy,  +  «,y,  +  ti-iyiY. 

Um  zu  zeigen,  dass  die  Grössen  y,  mit  den  Coordinaten  des  Doppel- 
punktes zusammenfallen,  haben  wir  nur  nachzuweisen,  dass  für 
TT=  Uji'^  sowohl  cin^  als  an"^  verschwindet  (wo  wieder  «^.3=(«öc)2ax&.rC.^), 
d.  h.  dass  der  Punkt  ij  sowohl  auf  f  =  0  als  auf  der  Hesse'schen 
Curve  A  =  0  liegt.  Alsdann  nämlich  kann  y  nur  der  Doppelpunkt 
sein,  denn  einer  der  drei  (nach  den  P  lücker 'sehen  Formeln  noch 
möglichen)  Wendepunkte  von  /",  die  doch  symmetrisch  auftreten, 
kann  unmöglich  allein  für  sich  rational  dargestellt  werden.  Nun  ist 
aber  für  I  =  11^^,  T  =  iie^  (vgl.  p.  548  und  p.  556) : 

rt,3  =  ,9,     a,^=T- 

also  nach  (1)  ßn'^  =  0  auch  unabhängig  von  B  =  0.**)  Ferner  ist  nach 
p.  554  und  wegen  der  Relation  T'  =  T  auf  p.  556 : 

also:  an'  =  \S'^  —  T' =  —  R . 

und  sonach  in  der  That  aj'  =  0  und  aji^  =  0,  q.  e.  d. 
Wir  haben  also  die  Gleichung: 

TT  ;ee  i(„^  ^EL  EEZiCikhUiUkUh  =  {iiil/^  +  «2^2  +  ^iVi)'^  j 

und  die  Coordinaten  des  Doppelpunktes  y  hestimmen  sich  durch  die  lau- 
fende ProporHo?!"^**)  : 

y\^  '-y^Vi  '-y^y-^  •   ■  -  ^^lyaZ/^^^m  •  ^112  •'  ^113  '•■  ■■  7^,23, 

wo  für  T  =  ?/f^,  X  =  u'i': 


*)   In   dem  Büschel  x  TT -|- -'•  P  =  0  ist  auch  die   Curve    Z  =  0  enthalten  und 

TS 
zwar    nach    jd.    577  für  x  =  —  — ,  X=-jr;    für    I    verschwindet    also     0     nicht, 

ebenso  wenig  für  T ;  es  ist  vielmehr  z.B.  Q  ''^  =  K-{-^  SQ  nach  Gleichung  (90)  a.  a.  0. 

**)  Diese  Relation  folgt  auch  aus  der  Identität  a^a^u  =  0,  welche  nach 
Gleichung  (20)  p.  525  besteht;  denn  Vj^"  =  TT  stimmt  nach  der  Anmk.  auf  p.  577 
mit  der  dort  durch  u^^^  bezeichneten  Form  bis  auf  einen  Zahlenfactor  überein, 
und  p^3  haben  wir  durch  a^^  zu  ersetzen.  Bezeichnen  wir  aber  die  Form  a^^a^u^ 
mit  P,  so  ist: 

d'P     ,     d^P     ,     d^'P 

I  ci„  o..  -r 


^       dxid^i      dxzdii^      doc^dti^^ 
verschwindet  also  in  der  That  mit  P. 

***)  Vgl.  Aronhold:  Crelle's' Journal,  Bd.  55,  p.  165. 
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Nachdem  so  der  Doppelpunkt  gefunden  ist,  kann  man  die  Curven- 
gleichung  in  eine  sehr  einfache  kanonische  Form  bringen.  Zwei 
Seiten  des  einzuführenden  Fundamentaldreiecks  sind  durch  die  beiden 
Tangenten  des  Doj)i)elpunktes  gegeben,  werden  also  durch  Zerfälluug 
des  Ausdruckes  ciytt^^  in  seine  beiden  linearen  Factoren  gefunden 
(vgl.  13.  104);  die  dritte  Seite  ist  die  allein  noch  übrige  Wendepunkts- 
linie. Es  sind  nämlich  nur  noch  drei  Wendej)unkte  vorhanden,  die 
anderen  sechs  fallen  in  den  Doppelpunkt  zusammen  (vgl.  p.  327  und 
357) ,  indem  die  Hesse  sehe  Curve  A  =  0  in  ihm  ebenfalls  einen 
Doi3pel2)unkt  hat,  und  ihre  beiden  Zweige  die  der  Grundcurve  be- 
rühren. Die  drei  Wendepunkte  liegen  natürlich  wieder  auf  einer 
Geraden,  und  diese  soll  die  dritte  Seite  unseres  Coordinatendreiecks 
bilden.  Um  sie  zu  finden,  haben  wir  die  zerfallenden  Curven  des 
Büschels 
(3)  x/"+2A  =  0 

zu  suchen,  welche  im  Allgemeinen  durch  die  biquadratische  Gleichung 
ö  (x,  A)  =  0  gegeben  sind.  Letztere  hat  aber,  da  wegen  R  =  0  ihre 
beiden  Invarianten  verschwinden  (vgl.  p.  564  und  240  f.),  drei  gleiche 
Wurzeln. 

Es  gibt  daher  in  dem  Büschel  (3)  zwei  in  drei  Gerade  zerfallende 
Curven,  von  denen  eine  dreifach,  die  andere  einfach  zählt. 

Die  erstere  jedoch  gibt  kein  eigentliches  Dreieck,  denn  dieselbe 
besteht  (wie  man  durch  Grenzübergang  von  der  allgemeinen  zur 
speciellen  Curve  beweisen  mag,  indem  man  dabei  berücksichtigt,  dass 
im  Doppelpunkte  G  Wendepunkte  vereinigt  liegen)  aus  den  Verbin- 
dungslinien des  Doppelpunktes  mit  den  drei  Wendepunkten.  Die 
letztere  dagegen  besteht  aus  der  Wendepunktslinie  und  den  beiden 
Tangenten  im  Doppelpunkte;  zwei  Seiten  sind  uns  also  schon  durch 
Zerlegung  des  Ausdrucks  ayüj'  in  lineare  Factoren  bekannt,  und  so 
ist  es  leicht,  die  Coordinaten  der  dritten  Seite  zu  finden.  Sei  nun 
die  Gleichung  der  letzteren  0:3  =  0,  und  seien  x,  =  0,  x.,  =  0  die 
Gleichungen  der  Tangentö!n  im  Doppelpunkte.  Alsdann  kann  die 
Curvengleichung  immer  auf  die  Form 

/^E  ax^^  -f-  ßx^^  +  6  yx^  x.^x-^  =  0 

gebracht  werden;  denn  diese  Curve  hat  in  .r,  =  0,  o;.,  =  0  einen 
Do^ipelpunkt  und  diese  Coordinateuseiten  selbst  zu  Tangenten;  und 
x.^  =  0  schneidet  die  Wendepunkte  aus,  da  die  Gleichung  der  Hesse- 
schen  Curve  wird: 


axy 
iA=^\yx, 

\yx.^ 


ßx, 

7^1 


yx^ 

yx^ 

0 


=  -^2  (^> 


y2  (2  yx^x.^x.^  —  ax,'  -  ßx.^) 
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Dieselbe  schueidet  also  /  =  0  ausser  im  Doppelpunkte  in  der  That  nur 
noch  in  den  Schnittpunkten  von  x^  =  0.  Aber  auch  die  Constanten 
«,  ß,  y  in  /■  können  wir  durch  Äenderuug  der  Definition  der  Cooi;- 
dinaten  .r  um  passende  Factoren  fortschaffen ,  was  dem  Umstände 
entspricht,  dass  die  Curve  dritter  Ordnung  mit  Doppelpunkt  keine 
absolute  Invariante  (d.  h.  keine  für  sie  charakteristische  Constante) 
mehr  hat.  Aus  letzterem  Umstände  folgt  dann  auch,  dass  Jede  C^ 
mit  Doppelpunkt  in  obiger  Form  darstellbar  ist;  denn  jede  solche 
Curve  kann  in  jede  andere  der  Art  transformirt  werden.  Wir  haben 
also  den  Satz: 

Die  Gleichung  eine?'  Curve  dritter  Ordnung  mit  Doppelpunkt  kann 
immer  auf  eine  Weise  in  die  Form 

(4)  f  ^  x^^  -\-  x^^  -\-  6  x^ x^x^  =  0 

transformirt  werden;  und  die  Gleichung  der  Hesse  sehen  Curve  ist  dann : 
^  A  =  2  .r,  ^-2 .1-3  —  a:,3  —  x^^  =  0  . 
Der  Büschel  xf  -\-  lA  =  0  oder : 

(5)  (xi^  +  a-./)  (x  —  6  A)  +  6  x^  x^x^  (x  +  2  l)  =  0 

enthält  nun  in  der  That  nur  zwei  zerfallende  Carven,  nämlich  für 
%  =  Q  l  und  für  x  =  —  2  A.  Wir  erkennen  ferner,  dass  für  die  Lage 
der  Ecken  des  Fundamentaldreiecks  auf  der  Wendepunktslinie  noch 
derselbe  Satz  gilt  wie  bei  einer  allgemeinen  Curve  (vgl.  p.  508);  die- 
selben Averden  nämlich  ausgeschnitten  durch  die  Linien  .r,  =  0, 
a'2  =  0,  während  die  Wendepunkte  durch  x.;^  -{-  x^^  =  0  bestimmt 
sind.     Also: 

Die  Tangenten  im  Doppelpunkte  schneiden  die  Wendepunkislinie  in 
zwei  Punkten,  loelche  die  Hesse'ir/?!?  Form  für  die  durch  die  drei 
W endepunkte  gegebene  binäre  cuhische  Form  darstellen.  Die  Covariante 
Q  der  letzteren  ivird  durch  die  drei  harmonischen  Geraden  der  drei 
Wendepunkte  ausgeschnitten.'^) 

*)  Man  kann  überhauiDt  (vgl.  die  Fortsetzung  des  Textes)  die  Geometrie  auf 
der  Curve  mit  der  Theorie  der  binären  cubischew  Form  in  Verbindung  setzen, 
wenn  man  für  letztere  die  Strahlen  vom  Dopjjelpunkte  nach  den  drei  Wende- 
punkten als  Grundstrahlen  annimmt,  wie  dies  von  Igel  (Math.  Annalen,  Bd.  6, 
p.  63.5)  und  Roseuow  (Ueber  Curven  dritter  Ordnung  mit  Doppelpunkt.  Bres- 
lau 1873)  ohne  Benutzung  der  kanonischen  Form  durchgeführt  ist.  Wir  erwähnen 
hier  nur  noch  den  Satz: 

Ist  cit'  die  binäre  Form,  welche  die  Wendepunkte  darstellt,  d.  h.  die  Ver- 
bindungslinien des  Doppelpunktes  mit  ihnen,  so  liegen  drei  Punkte  der  Curve 
in  gerader  Linie,  wenn  ihre  Verbindungslinien  'g,  r;,  ^  mit  dem  Doppelpunkte 
der  Bedingung- fl!|ff  ff j  =  0  genügen. 

Für  r\  =  %  eingibt  sich  hieraus  der  Zusammenhang  der  Polareubildungen  von  at^ 
mit  der  Theorie  der  Tangentialpunkte.  —  Wir  kommen  hierauf  später  bei  Be- 
handlung der  C,,  vom  Geschlechte  Null  zurück. 
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Diese  drei  Linien  gehen,  wie  die  Polare  eines  jeden  Punktes, 
.  durch  den  Doppelpunkt;  der  eben  ausgesprochene  Satz  gilt  also  ebenso 
für  die  Strahlen  des  durch  den  Doj^pelpunkt  bestimmten  Büschels,  wie 
für  die  Punkte  der  Wendepunktslinie  x^  =  0.  Ferner  muss  auch  für 
die  Realität  der  Wendepunkte  dasselbe  gelten,  wie  für  die  Orund- 
punkte  einer  cubischen  Form  in  ihrer  Beziehung  zur  Hesse 'sehen 
Form. 

Von  de?i  drei  Wendepunkten  sind  daher  zivei  conjugirt  imaginär 
und  einer  reell ,  wenn  die  Tangenten  des  Doppelpunktes  reell  sind,  da- 
gegen alte  reell,  ivenn  die  Tangenten  des  Doppelpunktes  imaginär  sind, 
d.  h.  wenn  letzterer  ein  isolirter  Punkt  ist."^') 

Wir  können  aber  überhaupt  die  Geometrie  auf  der  Curve  mit  der 
Geometrie  in  dem  durch  den  Doppelpunkt  bestimmten  Strahlbüschel 
in  Verbindung  setzen;  denn  jeder  Strahl  desselben  trifft  die  Curve 
nur  noch  in  eitlem  Punkte:  Bie  Curve  ist  also  eindeutig  auf  den 
Strahlbihchel  und  somit  auf  eine  beliebige  Gerade  abgebildet.  Um  dieser 
Beziehung  einen  algebraischen  Ausdruck  zu  geben,  um  die  Coordiuaten 
eines  Punktes  der  Curve  durch  diejenigen  des  entsprechenden  Strahles 
im  Büschel  auszudrücken,  knüpfen  wir  an  die  Chasles'sche  Erzeu- 
gungsweise der  Curven  dritter  Ordnung  an,  welche  durch  einen 
Strahl-  und  einen  ihm  projectivischen  Kegelschnittbüschel  vermittelt 
wurde  (vgl.  p.  535).  Eine  solche  Curve  mit  Doppelpunkt  luird  nämlich 
erzeugt,  icenn  man  den  Mittelpunkt  des  Strahlbüschels  in  einen  Grund- 
punkt des  Kegelschnitthüschels  verlegt.  In  der  That,  es  sei  ersterer  ge- 
geben durch:  x^  -|- Ax,  ==  0,  dann  ist  die  Gleichung  eines  ihm  pro- 
jectivischen Kegelschnitthüschels  der  beregten  Art  von  der  Form: 

Ax^  +  Dx.^  +  A  (6\r,  -\-  Dx.^  =  ^, 

wo    A,    B,   C,   D   linear   in   den   x  sind;   uud    durch   Elimination   von 
l  folgt: 

eine  Gleichung,  in  der  jedes  Glied  mindestens  von  der  zweiten  Ordnung 
in  a-j,  X.,  ist,  w.  z.  b.  w. 

Auf  Grund  dieser  Erzeagungsweise  lässt  sich  auch  die  Construction 
der  Cvrve  ausführen,  wenn  der  Doppelpunkt  0  und  sechs  andere   Punkte 

1,  2,  3,  4,  5,  6 

gegeben  sind.     Wir  benutzten  etwa  die  Punkte  0,  1,  2,  3   als   Grund- 
punkte   eines   Kegelschnittbüschels,    ordnen    dann    dem    Kegelschnitte 


*)  Wie  die  erstere  dieser  Curven  aus  der  allgemeinen  6*3  entsteht,  ist  auf 
p.  499  gezeigt;  die  mit  isolirtem  Punkte  kann  man  aus  der  Curve  3  in  Fig.  62 
dadurch  entstanden  denken,  dass  sich  das  Oval  immer  mehr  auf  einen  Punkt 
zusammenzieht. 
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durch  4  den  Strahl  04,  dem  durch  5  den  Strahl  05,  dem  durch  6  den 
Strahl  06  zu,  womit  die  projectivische  Beziehung  zwischen  Strals- 
und Kegelschnittbüschel  festgelegt  ist.  Denkt  man  sich  diese  Bezie- 
hung wieder  durch  den  Tangentenbüschel  der  Kegelschnitte  in  einem 
der  Punkte  1,  2,  3  vermittelt  (vgl.  p.  375),  so  bietet  die  Construction 
des  Schnittpunktes  eines  beliebigen  Strahles  durch  0  mit  der  Curve 
keine  Schwierigkeiten  mehr. 

Um  die  Gleichung  der  Curve  sofort  in  der  Forjn  (4)  zu  erhalten, 
brauchen  wir  den  Kegelschnittbüscbel  nur  in  der  Form: 

(6)  A XjS  +  x./  -f  6  A X,  X.  =  0 

anzunehmen,   wenn  wieder  x^  -{-  Xx^^^i)  der  Strahlbüschel  ist.     Aus 

(6)  folgt  aber  weiter  für  x^  =  —  Ix^: 

(7)  o;,  — /l^Xi  +  6A.r3  =  0. 
Schreiben  wir  nun  —  statt  A,  so  finden  wir  hieraus: 

6X^  =  1,     <JX2=  —  il,     GXo  =  -gf^  , 

oder  wenn  wir  mit  6  A/x  multipliciren : 

(8)  QX^=6X'^^,      QX2  =  —  6  Aft^^      Q  x._^  =  X^ -\- ^^ . 

Die  Coof^dhwten  der  Punkte  der  Curve  stellen  sich  also  als  Functionen 

dritten   Grades  eines  Parameters  —  dar.   ico    A,   u,   die   Coordinaien  der 

Strahlen  des  durch  den  Doppelpunkt  bestimmten  Büschels  sind,  hezogen 
auf  die  Tangenten  des  Doppelpunktes  als  Grundstrahlen;  dabei  entspricht 
jedem  Punkte  der  Curve  ein  Strahl  des  Büschels  und  umgekehrt. 

Diese  Parameterdarstellung  ist  besonders  zur  Untersuchung  der 
Geometrie  auf  der  Curve  nützlich.  Wir  wollen  mit  Hülfe  derselben 
einige  Probleme  behandeln,  welche  wir  später  überhaupt  für  Curven 
vom  Geschlechte  Null  in  ähnlicher  Weise  erledigen  werden.  —  Schnei- 
den wir  die  Curve  mit  einer  beliebigen  Geraden  ?/,  so  bestimmen  sich 
die  den  Schnittpunkten  entsprechenden  Parameterwerthe  aus  der 
cubischen  Gleichung: 

6  A>wi  —  6  l\t}u.^  +  (A3  -f  ^33  ,,^  ^  0  . 
Dividiren  wir  dieselbe   durch  u-^^^,   so  haben  wir   eine  Gleichung  für 
— ,  deren  constantes  Glied  stets  gleich   der  Einheit   ist,   wie   auch   die 

Gerade  gewählt  sein  mag.  Bezeichnen  wir  also  durch  beigefügte  In- 
dices  die  Wurzeln  der  Gleichung,  so  ist  immer: 

(9)  h.hL  .h  = 1 . 

ftj    ^2    ^3  ' 
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und  hieraus  kann  man  den  dritten  Schnittpunkt  jeder  Geraden  bestimmen, 
wenn  die  beiden  anderen  bekannt  sind. 

Wird  insbesondere  die  Curve  von  der  Geraden  u  berührt,  so  sind 
zwei  der  Wurzeln  einander  gleich,  und  wir  haben 

(10)  h  =  —  ^. 

Diese  Gleichung  bestimmt  die  beiden  Berührungspunkte 

der  von  einem  Punkte  l.^,  [i-^   der   Curve  an   dieselbe  zu   ziehenden    Tan- 
genten, oder  umgekehrt  den  Tangentialpunkt  A3,  fi.3  des  Punktes  A, ,   ft,. 
Ist  die  Linie  u  endlich  Wendetangente,  so  wird: 

i:!  =  —  1       oder     A^  +  ^3  =  0  , 

d.  h.  x.^  =  0,  wie  es  sein  muss.  Die  Gleichungen  (10*)  geben,  da  sich 
die  beiden  Werthe  von  Aj  :  /Li,  nur  durch  das  Vorzeichen  unterscheiden, 
unmittelbar  den  folgenden  Satz: 

Wenn  man  die  Berülirungspunkte  der  beiden  an  die  Curve  von  einem 
Punkte  derselben  zu  legenden  Tangenten  mit  dem  Doppelpunkte  verbindet, 
so  liegen  diese  Verbindungslinien  harmonisch  zu  den  Tangenten  im  Doppel- 
punkte. Alle  diese  Sirahlenpaare  bilden  also  die  quadratische  Involution 
der  ersten  Polaren  der  durch  die  Linien  nach  den  Wendepunkten  dar- 
gestellten binären  cubischen  Form.*) 

Hierdurch  entsj^ rieht  jedem  Punkte  der  Curve  ein  zweiter;  je 
zwei  zusammengehörige  Punkte  haben  denselben  Tangentialpunkt, 
bilden  also  ein  Polepaar,  wenn  wir  «dieses  Wort,  wie  bei  der  allge- 
meinen Curve  dritter  Ordnung,  gebrauchen  wollen  (vgl.  p.  527). 
Beim  Auftreten  eines  Doppelpunktes  gibt  es  aber  auf  der  Curve  nur 
noch  eine  Schaar  solcher  Polepaare;  und  in  der  That  lässt  sich  eine 
Curve  dritter  Ordnung  des  Büschels  (5)  nur  für  eine  andere  -  Curve 
desselben  als  Hesse'sche  Curve  auffassen,  denn  die  Coefficienten  von 
Axx  werden  durch  Absonderung  eines  gemeinsamen  quadratischen 
Factors  linear  in  z,  A.  Die  Verbindungslinie  der  Punkte  eines  solchen 
Polepaares  umhüllt  die  Cayley'sche  Curve  (vgl.  p.  516);  in  Folge 
dessen  können  wir  die  Gleichung  derselben  leicht  aufstellen.  Die 
Gleichung  einer  solchen  Verbindungslinie  ist  nämlich  nach  (10*): 


X^  X.)  X'^ 

r-il       —  kf-  A3  +  fl3 

A>  Aft2         ^:!  _  A3 


=  0, 


*)  Vgl.  p.  208.  Dass  die  quadratischen  Polaren  einer  binären  cubischen 
Form  in  der  That  eine  Involution  bilden,  deren  Doppelelemente  durch  die  be- 
treffende Hesse'sche  Form  gegeben  sind,  ist  sofort  ersichtlich. 
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oder  ausgerechnet: 

A/*  (f^'a^i  —  Vx,  —  A-ft-.Tg)  =  0. 

J)ie   Cayley'schc   Curve  zerfallt  also   in    den    Doppelpunkt   und  in 
einen  Kegelschnitt ,  dessen  Tangenten  gegeben  sind  durch: 

dessen  Gleichung  also  ist: 

lly  U.i    -\-    W3*    =   0  . 

Derselbe  berührt  somit  die  Tangeuten  des  Doppelpunktes  in  ihren 
Schnittpunkten  mit  der  Wendepunktslinie.  Dieses  Resultat  lässt  sich 
auch  ganz  allgemein  nachweisen,  denn  wir  werden  sehen,  dass  die 
zugehörige  Form: 

P  =  JT  -  I  ^'2 1 

identisch  verschwinden  muss,  wenn  die  Form  /'  =  a/'  in  einen  qua- 
dratischen und  einen  linearen  Factor  zerfallen  soll;  und  man  findet*): 

\    (7«  eil         / 

T  S 

also  für  X  =  —  ^,  ^  '^  7t  ^^^^  ^^^^  Formel  für  SyH 

^Ri^_^  =  2TS  .R,     \R^'^  =  (^  S^  -  T').  R, 
dy-  cl 

und  es  erhält  P^-^^  in  der  That  den  Factor  R,  verschwindet  also  iden- 
tisch beim  Auftreten  eines  Doppelpunktes.  — 

Wir  wollen  die  Relation  (10)  noch  zur  Betrachtung  gewisser  der 
Curve   eingeschriebenen  Polygoife    benutzen.      Wir  gehen   von   einem 

beliebigen  Curvenpunkte  (A^)  aus   (es  ist  k^  für  —  gesetzt),  ziehen  von 

ihm  eine  Tangente  an  die  Curve,  deren  Berührungspunkt  Aj  sei;  von 
letzterem  ziehen  wir  wieder  eine  Tangente,  die  in  k^  berührt,  u.  s.  f. 
Es  fragt  sich,  wie  muss  der  Punkt  Aq  liegen,  damit  sich  das  Polygon 
schliesst,  d.  h.  damit  die  n*«  Seite  eines  so  construirten  Polygons  wie- 
der durch  ihn  hindurchgeht.**)     Es  ist  nun  nach  (10): 


*)  Vgl.  Gleicliung  (108)  in  dem  Aufsatze  von  Clebsch  und  Gordan,  Math. 
Annalen,  Bd.  6. 

**)  Diese  Polygone  sind  von  Clebsch  an  einer  Curve  dritter  Klasse  mit 
Doppeltangente  angegeben;  vgl.  dessen  Note  zu  der  Abhandlung  des  Hrn.  Cre- 
mona  „sur  Thypocycloide  ä  trois  rebioussements",  Crelle's  Journal,  Bd.  64, 
ferner  Ausführlicheres  (insbesondere  auch  in  Rücksicht  auf  das  Reelle  und  Ima- 
ginäre) bei  Durege:  Math.  Annalen,  Bd.  1,  p.  509,  und  Rosenow  (a.  a.  0.) 
—  Die  H iijiocykloide  entsteht  aus  einer  allgemeinen  Curve  3ter  Klasse,  4ter  Ord- 
nung, wenn  man  als  Doppeltangente  die  unendlich  ferne  Gerade,  als  deren  Be- 
rührungspunkte   die    imaginären  Kreispunkte    wählt.     Aus   den   früheren  Sätzen 
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1    2  3    ">  3    2  3    2 

Aj — ,        ^2-  —    3    7        '^S     ~    3    •>     •     •     ■    '^"     


1    ;       "2     3    '  3  l    '    '    '    '       "     3  ' 

und  also  sind  die  Parameter  dieser  Punkte  in  umgekehrter  Reihenfolge: 

Zur  Bestimmung  der  Punkte,  von  denen  aus  sich  in  der  angegebenen 
Weise  ein  geschlossenes  Polygon  (/l„  =  A„)  construiren  lässt,  hat  man 
also  die  Gieichung: 

(12)  Ao(-2)"-i  =  l. 

Aber  nur  dann  erhält  mau  für  Jede  Lösung  dieser  Gleichung  ein  wirk- 
liches /2-Eck,  wenn  n  eine  Primzahl  ist.  Ist  dagegen  etwa  n  =  m  .  p, 
wo  p  eine  Primzahl  ist,  so  ist  ( —  2)"  —  1  durch  ( —  2)p —  1  theilbar 
und  also  entstellt  die  Gleichung  (12)  aus  der  Gleichung: 

wenn  man  beide   Seiten   der  letzteren  in   die   a*^  Potenz   erhebt,    wo 

I 2)" 1  . 

a  = Wir   erhalten   daher  nur   ein  p  -  Eck ,  welches   cc  -  mal 

(—  2)''—  1  ' 

durchlaufen  wird,  um  ein  w-Eck  zu  liefern.  Man  erkennt,  dass 
eine  genauere  Behandlung  dieser  Aufgabe  zahlentheoretische  Ueber- 
legungen  erfordert,  mit  Hülfe  derselben  sich  dann  aber  leicht  erledigt.*) 
Wir  behandeln  noch  ein  ähnliches  Problem,  dessen  Lösung  (für 
Curven  ohne  Doppelpunkt)    Steiner    zuerst   gegeben    hat.      Auf    der 

Curve  seien  zwei  feste  Punkte  mit  den  Parametern  -=jt),  —  =  ^  ge- 
geben. Wir  ziehen  durch  p  eine  beliebige  Gerade,  welche  noch  in 
den  Punkten  A,,  A2  schneiden  möge.  Wir  verbinden  Aj  mit  q,  er- 
halten als  dritten  Schnittpunkt  dieser  Linie  A3,  seine  Verbindungslinie 
mit  p  schneide  in  A^  u.  s.  f.  Wir  construiren  also  ein  Polygon,  dessen 
ungerade  Seiten  alle  durch  p,  dessen  gerade  alle  durch  q  gehen,  von 
dessen  Ecken  also  immer  zwei  auf  einander  folgende  mit  p  oder  q  in 
gerader  Linie  liegen.  Wir  fragen  nach  den  Bedingungen  der  Mög- 
lichkeit, dass  sich  ein  solches  Polygon  schliesst,  d.  h.  dass  eine  Gerade 
desselben  wieder  durch  A,  geht.  Die  Gleichung  (9)  gibt  uns  nun  die 
Bedingungen: 


des  Textes  folgt  dann ,  dass  zwei  Tangenten  der  Hypocykloide ,  deren  Berührungs- 
punkte auf  einer  dritten  Tangente  derselben  liegen,  zu  einander  senkrecht  stehen, 
und  dass  die  Schnittpunkte  je  zweier  solcher  Tangenten  einen  Kreis  beschreiben, 
welcher  zusammen  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  die  Cayley'sche  Curve 
der  Hypocykloide  bildet. 

*)  In  ähnlicher  Weise  erledigt  sich  auch  die  Frage  nach  den  Polygonen, 
welche  der  Curve  3.  Ordnung,  betrachtet  als  Hesse 'scher  Curve  einer  anderen, 
eingeschrieben  und  der  zugehörigen  Cayley' sehen  umgeschrieben  sind.  Vgl. 
Rosenow,  a.  a.  0. 
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pl^L^  =  —  1  ;     Ph^\  =  —  ^  ,   •   •   ■  P  hn-ihn  =  —  1  , 
grAjAg  =  —  1 ,     ^AjA-,  =  —  1  ,  .  .  .  ql^n^x         =  —  1  • 
Multiplicireu  wir  alle  Gleichungen,  in  denen  p  vorkommt,  mit  einan- 
der, und  ebenso  alle,  in  denen  q  vorkommt,  so  folgt: 

p«  =  q"^     oder    p=  q  yl  • 
Wenn  p   gegeben  ist ,  so  ist  also   q  nicht  mehr  willkürlich ;  dagegen 
kann  der  Punkt  Aj  noch  völlig  beliebig  gewählt  werden:  das  Polygon 
schliesst  sich  immer,  denn  man  kann  aus  den  aufgestellten  Gleichungen 
die  Parameter  seiner  Ecken  successive  direct  berechnen.     Also: 

Es  gibt  imejidlich  viele  Polygone  von  2  n  Seiten  und  2  n  Ecken, 
deren  Ecken  auf  einer  gegebenen  Curve  dritter  Ordnung  mit  Doppelpunkt 
liegen^  deren  ungerade  Seiten  sich  in  einem  Punkte  p  der  Curve  treffen, 
und  deren  gerade  Seiten  durch  einen  zweiten  Punkt  q  derselben  gehen. 
Ist  p  gegeben,  so  ist  q  dadurch  mehrdeutig  bestimmt;  zu  zwei  zusammen- 
gehörigen Punkten  p,  q  gibt  es  aber  unendlich  viele  Polygone,  indem  die 
erste  Seite,  ganz  beliebig  gewählt  werden  kann. 

Es  ist  jedoch  auch  hier  zu  bemerken,  dass  die  Natur  der  Zahl  n 
für  die  Anzahl  der  eigentlichen  Lösungen  des  Problems  von  Bedeutung 
ist.  Wir  gehen  jetzt  nicht  näher  auf  diese  Fragen  ein,  da  wir  das 
gleiche  Problem  später  bei  den  allgemeinen  Curven  dritter  Ordnung 
mit  Hülfe  der  elliptischen  Functionen  behandeln  werden.  Ueberhaupt 
sollen  die  hier  augeführten  Betrachtungen  nur  als  einfache  Beispiele 
für  eine  Methode  zur  Behandlung  der  Geometrie  auf  einer  Curve 
dienen,  welche  -wir  später  für  beliebige  Curven  vom  Geschlecht  Null 
und  im  Anschlüsse  an  die  AbeTschen  Integrale  auch  für  solche  von 
beliebigem  Geschlechte  entwickeln  werden.  — 

Wir  wenden  uns  zur  Betrachtung  der   Curven  mit  Rückkehrpunkt. 
Für  dieselben  bestehen  nach  Salmon  gleichzeitig  die  Bedingungen: 
(13)  -S=0,     T=0. 

Denn  S  und  T  waren  die  beiden  Invarianten  der  biquadratischen  Form, 
welche  durch  die  vier  von  einem  Punkte  der  allgemeinen  Curve  dritter 
Ordnung  an  dieselbe  möglichen  Tangenten  dargestellt  wird  (p,  579); 
und  ihr  Verschwinden  sagt  also  aus,  dass  von  den  vier  Tangenten 
drei  zusammenfallen,  wie  es  in  der  That  nur  beim  Auftreten  eines 
Rückkehrpunktes  möglich  ist.  Zur  Bestimmung  der  Coordinaten  y 
des  letzteren*)  bemerken  wir,  dass  T  in  Folge  von  (13)  ein  vollstän- 

diger  Cubus  wird;  denn  0(^^  +  '^^)  gibt  für  ;c==  —  ^  ü^  ^  "^  n' 


*)  Vgl.  hier  und  für  die  weiter  unten  behandelten  Fälle  des  Zerfallens  der 
Curve  3.  Ordnung:  Gundelfinger,  Ueber  die  Ausartungen  einer  Curve  3.  Ord- 
nung, Math.  Annalen,  Bd.  4. 
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0(T)=:  ^^  ^20  _|_  I  TH  —  hSK. 
Diese  Form   verschwindet  sonach  mit  S  und  T,   und  das  ist,  wie  wir 
sogleich  sehen  werden,  die  Bedingung  dafür,  dass  T  die  dritte  Potenz 
eines  linearen  Ausdruckes  ist;  und  zwar  wird 

J  ==  ur  =  Uy^ . 
Um  dies  einzusehen,  haben  Avir  zu  zeigen,  dass  die  Gleichungen 

a,^^  =  0 ,     (ah  uya.^.  b,^  =  0 , 
welche  für  Xi  = //,-  unabhängig  von   den  w,-  erfüllt  sind,    ebenso    für 
Xi  =  ii  befriedigt  werden. 

Nun  ist  aber  (s.  Gleichung  (29)  p.  555  und  (36)  p.  557): 

ae  =  T,  {ahiifcitbiiit  =IS.Y, 

also   beide   Ausdrücke   verschwinden  in  der  That  unabhängig  von  den 
Ui  in  Folge  von  (13);  und  wir  haben  den  Satz: 

Die  hmreichefiden  imd  noihrvendigen  Bedingungen  dafür  ^  dass  die 
Ciirve  /  =  0  einen  Bücld;elirimnkl  besitze,  sind  S  =0  und  T  =  0.  Die 
Coordinaten  des  Rückkehr punktes  bestimmen  sich  durch  die  laufende 
Proportion  (T  =  Ut^) : 

Vi^ '  yC-Vi  ■  Vi'Vi  '•  •  '•  yxViV?.  =  ^m  :  ^112  •  ^113  :  •  •  •  :  ^123  • 
Die  Hesse 'sehe  Curve  muss  nach  unseren  allgemeinen  Erörte- 
rungen (p.  327)  im  Rückkehrpunkte  einen  dreifachen  Punkt  haben, 
und  zwar  so,  dass  von  ihren  drei  Tangenten  in  demselben  zwei  mit 
der  Rückkehrtangente  zusammenfallen.  Sie  besteht  also  in  unserem 
Falle  aus  der  Rückkehrtangente  und  der  Verbindungslinie  des  Rück- 
kehrpunktes mit  dem  einen  noch  vorhandenen  Wendepunkte.  Den 
letzteren  kann  man  hiernach  leicht  algebraisch  bestimmen,  sobald  die 
Coordinaten  des  Rückkehrpuuktes  bekannt  sind.  Denn  man  kann  aus 
A  den  Factor  a,jaj-  absondern;  der  andere  lineare  Factor  gibt  dann 
unmittelbar  die  Gleichung  der  erwähnten  Verbindungslinie  mit  dem 
Rückkehrpunkte.  —  Ein  eigentliches  Wendepunktsdreieck  ist  in  dem 
Büschel  ^/■-|"'''^  =  0  nicht  vorhanden.  Denn  auf  der  linken  Seite 
der  Gleichung  G  {%,  X)  =  0  bleibt,  wenn  -S'  ==  0  und  T  =  0,  nur  das 
Glied  }f^;  dieselbe  hat  also  vier  gleiche  Wurzeln  jc  =  0;  das  eine 
dadurch  bestimmte  Dreieck  ist  somit  die  Curve  A  =  0  selbst.  Ein 
naturgemässes  Coordinatensystem  zur  Herstellung  einer  kanonischen 
Form  ist  uns  jedoch  durch  die  folgenden  Linien  gegeben  (vgl.  unten 
Fig.  68): 

die  Verbindungslinie  von  Rückkehr-  und  Wendepunkt,  0^2  =  0, 
die  Rückkehrtangente ,  x'j  =  0 , 

die  Wendetangente ,  x^  =  0. 

Unter  Zugrundelegung   desselben   wird  die   Gleichung  der  Curve   von 
der  Form  (vgl.  p.  327): 
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(14)  x^^  —  3Xi^x^  =  0, 

uucl,  wie  es  sein  muss,  die  Gleichung  der  Hesse'schen  Curve: 

x^        0        x^ 

0  X.y  0       ==   .Tj^Xj  =  0   . 

x^         0         0 

Die  Gay ley 'sehe  Curve  wird  von  den  ersten  Polaren  der  Punkte 
der  Hesse'schen  Curve  umhüllt.  Es  ist  aber  die  Polare  eines  auf 
a-,  =  0  gelegenen  Punktes  z: 


i^ 


^2 


^2      I      -^l'^S   ^  7 


also  ein  Linienpaar,  dessen  Scheitel  im  Rückkehrpunkte  liegt,  und  die 
Polare  eines  Punktes  z  auf  x^  =0: 

Xi  (2  x^z^  +  a:,  Z3)  =  0  , 

also  ein  Linienpaar  bestehend  aus  der  festen  Rückkehrtangente  und 
einer  beweglichen  Linie  durch  ihren  Schnittpunkt  mit  der  Wende- 
tangente. Da  nun  jeder  Punkt  von  x.^  =  0  als  Punkt  der  Hesse'- 
schen Curve  doppelt  zählt,  so  besteht  die  Csijlej'sche  Curre  aus  dem 
doppelt  zählenden  Rückkehrpunkte  und  dem  Schnittpunkte  der  Wende- 
und  Rückkehrtangente. 

Aus   Gleichung   (14)   erkennt    man    sofort,    dass   sich   die   Punkte 
der  Curve   auf  folgende  Weise   in  Function   eines   Parameters  -  dar- 

stellen  lassen: 

(15)  Qx^=^^,     ().r2  =  /Lt'A,     ^0:3  =  A^. 

Mit  Hülfe  dieser  Darstellung  wollen  wir,  wie  bei  den  Curven  mit 
Doppelpunkt,  einige  Probleme  über  die  Geometrie  auf  der  Curve  be- 
handeln. —  Dieselbe  wird  von  einer  Geraden  u  in  drei  Punkten  ge- 
schnitten, bestimmt  durch  die  Glei.chung: 

u^  fi^  -j-  n.^\jiP-l  -f-  "3  ^^  =  ö  • 
In  ihr  fehlt   das   Glied   mit  dem  Factor  V  \.i\    für  die  Parameter   von 
drei    auf    einer    Geraden   gelegenen    Punkten    besteht    daher    immer    die 
Relation : 

(16)  h  A.hA_b  =0. 

Dieselbe  ist  von  wesentlich  anderer  Natur  als  die  entsprechende  (9) 
bei  den  Curven  mit  Doppelpunkt.  Wir  werden  später  bei  den  all- 
gemeinen Untersuchungen  über  die  Curven  vom  Geschlechte  p  =  0 
erkennen,  wie  die  Gleichung  (16)  durch  einen  Grenzprocess  aus  der 
Gleichung  (9)  hervorgeht,  indem  wir  letztere  zunächst  in  der  Form 
voraussetzen : 
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log  Q)  +  log  (i)  +  log  (^J  =  0    (mod.  2  «■). 
Ziehen  wir  nun  von  einem  Punkte  A^  (=  -  |  die  eine  noch  mög- 

\        f^oj  ° 

liehe  Tangente  an  die  Curve,  welche  in  Aj  berühren  möge,  von  Aj  wiederum 
die  Tangente  mit  dem  Berührungspunkte  X.-,,   u.  s.  f.,  so  haben  wir: 

A„  +  2Ai=0,  A,+2Ao  =  0,  A, +  2  A3  =  0, .  .  .  A,_i  +  2  A,  =  0,  .  . . 
oder: 

A,  =  —  ^  A(j,     Aj  =  ^  Aq,  A3  =  —  |-  Ay,  .  .  .  A,.  =  (—  ^)''  Ay,  .  .  . 

Bie  Parameter  werden  also  immer  kleiner,  nähern  sich  bei  Fortsetzung 
des  Verfahrens  unbegrenzt  dem  Werthe  0,  welcher  dem  Wendepunkte 
entspricht.  Bei  fortgesetztem  Tangentenziehen  an  unsere  Curve  dritter 
Ordnung  von  einem  beliebigen  Punkte  ans,  näheret  sich  daher  der  Be- 
rührungspunkt ohne  Aufhören  dem  Wendepunkte.  Es  ist  klar,  dass  man 
dabei  niemals  zum  Ausgangspunkte  zurückgelangt;  man  kann  also  in 
dieser  Weise  keine  geschlossenen  Poly- 
gone construiren.  Mit  Hülfe  des  letzten 
Satzes  kann  man  die  Vertheilung  der 
reellen  Parameterwerthe  über  die  Curve 
leicht  anschaulich  darstellen,  wie  es 
Fig.  68  zeigt.  Dabei  kann  der  Punkt 
Aq  =  1  noch  beliebig  auf  der  Curve  ge- 
wählt werden ;  von  ihm  ausgehend 
kann  man  die  Punkte  —  \,  \,  —  \, 
u.  s.  f.  nach  unserem  Satze  leicht  construiren.  Der  Parameter  durch- 
läuft auf  dem  einen  der  beiden  möglichen  Wege  zwischen  Wende- 
und  Rückkehrpunkt  (d.  i.  zwischen  0  und  00)  alle  positiven,  auf  dem 
anderen  alle  negativen  Zahlenwerthe;  und  zwar  folgt  aus  Gleichung 
(16),  dass  immer  zwei  Punkte,  denen  entgegengesetzt  gleiche  Para- 
meterwerthe zukommen,  mit  dem  Wendepunkte  (A  =  0)  in  gerader 
Linie  liegen.*) 

Auch    die    Construction    der    Steiner 'sehen    Polygone    in    ange- 
gebener   Weise    führt  hier  zu    keinem    Resultate.      Gehen    wir    dabei 


*)  Es  ist  übrigens  leicht,  sich  in  ähnlicher  Weise  über  die  Parameterver- 
theilung  auf  einer  fj  mit  Doppelpunkt  Rechenschaft  zu  geben.  Aus  (8)  folgt, 
dass  (für  jii  =  1)  dem  Doppelpunkte,  je  nachdem  er  als  auf  dem  einen  oder  auf 
dem  andern  Zweige  der  C3  gelegen  betrachtet  wird ,  die  Werthe  A  =  0  oder 
A  =  00  zukommen ,  während  A  =  —  1  den  einen  reellen  Wendepunkt  bestimmt ; 

aus   (9)   folgt    dann,    dass  je   zwei  Punkte  mit  den  Parameterwerthen  X  und  — 

mit  dem  Wendepunkte  auf  einer  Geraden  liegen.  Der  Werth  A  =  -|-  1  gibt  nach 
(10)  den  Berührungspunkt  der  einen  vom  Wendepunkte  noch  an  die  C3  zu 
legenden  Tangente,  u.  s.  f. 

Clebscb,  Vorlesungen,  38 
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nämlich  von  den    Punkten  p,  q  aus,  so  erhalten  wir  das  System  von 
Gleichungen : 

;,  -f.  A,        -f-  A,    =  0       <^  +  A2    +  A3  =  0 
P-^h       +^4    =0      ^-f  A,    +A,  =  0    - 


p  4-  hi,,  _  1  +  ^2«  =  0        q  -{■  hn  +  >li  =  0  , 

und  hieraus  folgt  p  =  q\  dann  erhält  man  aber  keine  eigentlichen 
Polygone.  — 

Weitere  Singularitäten  können  neben  einem  Doppel-  oder  Rückkehr*' 
punkte  den  PI  ücker 'sehen  Formeln  zufolge  nicht  vorkommen,  ohne  dass 
die  Curve  zerfällt.  Es  ist  aber  immerhin  von  Interesse  die  algebrai- 
schen Bedingungen  für  ein  solches  Zerfallen  vollständig  aufzustellen; 
und  dies  möge  im  Folgenden  noch  geschehen. 

Soll  die  Curve  zwei  Doppelpimlde  haben,  so  muss  sie  in  einen 
Kegelschnitt  sj^  =  0  und  eine  ihn  in  zwei  getrennten  Punkten  schnei- 
dende Gerade  zerfallen.     Es  wird  also: 

(17)  /  =  aj  =  r^.  .  sj  =  ?\.  .  s'^.2  .  .  . 

Wir  sahen,  dass  beim  Auftreten  eines  Doppelpunktes  die  Form  TT 
in  den  Cubus  der  linken  Seite  der  Gleichung  dieses  Doppelpunktes 
überging.  Wenn  noch  ein  zweiter  Doj)pelpunkt  hinzutritt,  wird  daher 
TT  identisch  verschwinden  müssen;  und  dies  wird  durch  die  folgende 
üeberlegung  bestätigt.*)  Die  Invarianten  -S  und  T  verschwinden  in 
diesem  Falle  offenbar  nicht  einzeln,  denn  sonst  müsste  die  Curve  mit 
zwei  Doppelpunkten  aus  der  Curve  mit  Rückkehrjjunkt  durch  einen 
Grenzprocess  ableitbar  sein,  was  nicht  möglich  ist  (p.  59G).  Dagegen 
besteht,  wie  bei  einem  Doppelpunkte,  die  Relation: 

Nun  hat  die  Form  /=  r.i-  .  ^^^  nur  noch  die  beiden  Invarianten: 

i  =  {rss'Y     und    J  =  (ss's")-. 

Von  diesen  sagt  das  Verschwinden  der  zweiten  aus,  dass  noch  ein 
dritter  Doppelpunkt  vorhanden  sei;  mit  J  kann  also  S  nicht  propor- 
tional sein,  da  dieser  Fall  (7  =  0)  ebenfalls  nicht  aus  dem  Auftreten 
eines  Rückkehrpunktes  ableitbar  ist.  Wird  dagegen  i  =  0,  so  berührt 
die  Linie  r  den  Kegelschnitt,  d.  h.  die  C3  erhält  einen  Rückkehrpunkt, 
und  es  muss  auch  S=0,  T=0  sein.  Letztere  Invarianten  werden 
also  mit  Potenzen  von  i  proportional,  und  zwar  haben  wir,  weil  S 
vom  vierten  Grade  ist,  nur  die  Möglichkeit: 


*)  Vgl.  Gordan:   Ueber  Curven  dritter  Ordnung  mit  zwei  Doppelpunkten, 
Math.  Annalen,  Bd.  3  und  Gundelfinger  a.  a.  0. 
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(18)  S  =  c.i-, 

wo  c  einen  Zalilenfactor  bedeutet,  und  also: 

(19)  T  =  ,f.  c^  .P  =  ^c^  .i.S  . 

Da  ferner  T  und    T  aus  S  und    T  durch    den    Diiferentiationsprocess 

V.    dS 


da, 


kh 


ttiiiuiih  entstehen  (vgl.  p.  n47  und  556),  indem: 

=  4-2;  R ^'iUhUit ,  T  =  1^  2j  ^ — -  UiUkUh  , 

so  folgt  auch,  wenn  wir  diesen  Process  auf  jR=  0  anwenden  : 

(20)  6TT  —  S'-i:  =  0,     oder:     j/6cij  =  cfl., 

oder  nach  Multiplication  mit  i  i/c  auf  beiden  Seiten  wegen  (18)  und  (19) : 

(21)  T\  =  TT-  SJ  =  0. 

Dass  das  identische  Verschwinden  von  TT  auch  hinreichend  ist,  folgt 
daraus,  dass  es  eintritt,  ohne  das  Verschwinden  von  S  und  T  voraus- 
zusetzen und  dass  es,  wie  wir  sehen  werden,  nicht  hinreicht,  um 
das  Auftreten  von  drei  Doppelpunkten  zu  bedingen,  während  doch 
der  eine  durch  R  =  0  bedingte  Doppelpunkt  unbestimmt  wird. 

Die  Bestimmung  des  Zahlenfactors  c  führt  man  aus,   indem   man 
mit  Hülfe  der  Gleichung: 

3  üiu,  =  nsu,  +  ricShi  +  rhSiu , 

die  betreffenden  Bedingungen  direct  berechnet.  Wir  theilen  hier  nur 
die  Resultate  mit,  es  wird: 

9  0=      9  {ahitf  a^b.^.      =  4  rj^  (ss'uf  —  2  s.^-  (s'ru)- 

-j-  i  u^  —  4  w^  Vx  (rs  s')  (s  s'  u) 
21  A=    21  (abcy  a^b^c.,.  =  ArJ  .j  -'ii.f 

(22)  \      9  1=      ^{Qcuyc<,U9     =2(rsuf  .{ssu){rss) 
9T=      ^{Qauya^u^^     =  —  i.l. 

21  S  =    27  (Qcdy  c»ds^     =  2  i^ 
1 243  T  =  243  {Qccdy  a^  d»    =  —  2  f  .  *) 

Aus  diesen  Gleichungen  finden  wir  sofort  c  =  ^^  und  ferner : 

(23)  5A  -  7/-=.f,>.r.;-.S 

und  also  haben  wir  den  Satz : 

Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  das  Zerfallen  einer 
Curve  dritter   Ordnung  in   einen   Kegelschnitt  und    eine  ihn    schneidende 


*)  Hieraus  folgt,  dass  mau  in  (19)  rechts  das  negative  Vorzeichen  der  Wur- 
zel zu  nehmen  hat. 

38* 
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Gerade  ist  das  idenUsche  Verschwinden  der  Form  T\  =  7'Z  —  iST;  die 
Coordinaten  der  Geraden  berechnen  sich  alsdann  aus  der  Gleichung: 

r,    :  r^-r,,  :  r^-r^  :...'.  r^  r^r^  ==  a^^^^  :  (?,jo  :  Ö113  :  .  .  .  :  (?j23 ; 

tvo  (A  =  aj) :  (>,A/,  =  S  .  «//,/,  —  Ta,/,/, ; 

die  Coefficienten  der  KegelschniUgleichung  findet  man  durch  Division  mil 
r^  in  f.  — 

Eine  weitere  Specialisirung  tritt  ein,  ivenn  der  Kegelschnitt  von 
der  Geraden  herührl  ivird.     Dann  ist 

i  =  {ss'ry==0; 

es  verschwinden  also  nach  (22)  die  Invarianten  S  und  J",  wie  es  sein 
muss,  da  dieses  Vorkommniss  auch  aus  dem  Falle  des  Rückkehrpunktes 
durch  Degeneration  entsteht.  Aber  auch  T  ist  nach  (22)  identisch 
Null,  wenn  /  verschwindet,  und  es  wird : 

(24)  27  «,.3  =  27  A  =  4  rj  .j. 

Andererseits  folgt  aus  dem  Verschwinden  von  T  wegen  der  Relationen : 

T=i:'^4^-^—ai,,,     dT=S'' 

immer,  dass  S  und  T  Null  sind,  und  wegen  der  Gleichung*): 
j_  K  —  -'-  S'O  -4-  J-  Tu  2  _  JL  j;  -^  ^ 

immer,  dass  K  =  0^  identisch  Null  ist,  d.  h.  (vgl,  unten)  dass  A  ein 
vollständiger  Cubus  ist.  Ferner  sehen  wir  aus  (22),  dass  J.  bis  auf 
einen  Zahlenfactor  gleich  iiy^  wird,  wenn  tji  die  Coordinaten  des 
Berührungspunktes  von  r  sind-,  denn  das  Verschwinden  von  (rsu)- 
sagt  aus,  dass  der  Schnittpunkt  von  r  und  u  auf  5.^-  =  0  liegt,  und 

{ss  u)  {rss)  =^  0 

ist  die  Gleichung  des  Poles  ij  von  r,  welcher  hier  mit  jenem  Schnitt- 
punkte zusammenfällt.     Wir  haben  somit: 

Die  nolhwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  eine  Curve 
dritter  Ordnung  aus  einem  Kegelschnitte  und  einer  ihn  berührenden  Gera- 
den besteht,  ist  das  ide?itische  Verscluvindeii  von  T,  Die  Coordinaten  y-, 
des  Berührungspunktes  bestimmen  sich  aus  der  laufenden  Proportion 
{I.  =  u/): 

Ui'-^  '•  y\-y2  'l/i'^s  '•     •  •  '  fJiy^Ui  =  ^^11  =  ^112  '  ^in  :  •  •  •  :  5i23- 
und  die  Coordinaten  r,  der  Tangente  aus  (A  =  a^^)  : 

rj-  :  r^  r.^  :  '1*^3  :  .  .  .  :  rj/'o/'g  =  «j,,  :  ß^j  :  «1,3  :  .  .  .  :  k^os  • 


^)  Vgl.  Gleichung  (iG)  in  dem  Aufsatze  von  C leb  seh  und  Gor  d  an. 
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ff'i'iui  die  Cttrvc  driHcr  Ordnmifj  drei  Doppelpunkte  haben  soll ,  so 
niuss  der  Kegelschnitt  .s'.r-  in  dem  durch  TT  ^  0  charakterisirten  Falle 
in  ein  Linienpaar  zerfallen,  d.  h.  es  ist: 

und :  sj  =  p,r  ■  q.r ,      /  =  1\r  ■  Px  •  Q.v  ■ 

Hier  ist  jeder  Punkt  der  Curve  ein  Wendepunkt;  es  muss  daher  A  zn 

f  proportional  werden,  und  in  der  That  folgt  aus  (22)  und  (23)  Avegen 

./=0: 

(25)        .  9  A  =  —  //•    und     Sb.  —  Tf=Q). 

Für  das  Zerfallen  einer  Curve  dritter  Ordnung  in  drei  Gerade  ist 
es  daher  nothivendig  und  hinreichend ,  dass  f  zu  A  proportional  wird, 
d.  h.  dass  die  Zwischen  form  (vgl.  p.  571) 

IS  =  {au u)  a,^' aj^ 
identisch  verschwinde.     Die  Coordinaten  der  drei  Geraden  />;,   qi,   r,-  be- 
stimmen sich  aus  den  Gleichungen: 

Q  {Piflkrh  +  PkU/iVi  4-  PhqiriP)  =  3  ttikh  • 

Um  diese  Gleichungen  wirklich  aufzulösen  kann  man  folgender- 
massen  verfahren.  Es  seien  y  und  z  zwei  beliebige  Punkte  der  Ebene  ; 
man  bestimme  die  Schnittjjunkte  y  -\-  kz  ihrer  Verbindungslinie  mit 
der  Curve  f  ^  nj^  =  0  mittelst  der  cubischen  Gleichung: 

a,/  +  3  la.f-a,  +  3  Va.a.:'  +  AV/,^  =  0  . 

Die  Coordinaten   dieser  Punkte  mögen  mit  |;  '^,  |"   bezeichnet  sein, 
so  dass,  wenn  /l,  l',  A"  die  Wurzeln  der  letzten  Gleichung  sind: 

li  =  yi  +  ^  ^i ,    li  =  Vi  +  ^'-i  1    ^/'  =  Vi  +  ^'  -i ' 

Die  Taugenten  von  /'=0  in  den  Punkten   |,  ^,  |"   fallen  dann   mit 
den  drei   Geraden  zusammen,   in  welche  f=0  zerfällt,   d.  h.  die  pi, 
qi,  ri  sind  durch  folgende  linearen  Gleichungen  bestimmt*): 
QPi  =  a^tti,     Qqi  =  af-aiy     Qri  =  «iV/,-.   — 

Insbesondere  kann  es  ferner  vorkommen,  dass  die  drei  geraden 
Linien  durch  einen  Punkt  gehen,  d.  h.  dass  die  Determinante  {pqr) 
verschwinde.     Wir  haben  dann  auch: 

?■'  =  (pqr)-  =  0     und    J  =  ()  ^ 
und  somit  nach  (22): 

t  =  0,     S  =  0,     T=0, 

wie  vorauszusehen  war;  denn  dieser  Fall  entsteht,  wenn  in  dem  durch 
T  ^  0  bedingten  der  Kegelschnitt  s.^^  =  0  in   ein   Linienpaar  zerfällt. 


*)  Ein  ganz  analoges  Verfahren  ist  natürlich,   wenn  eine  Form  «ter  Ordnung 
iu  n  lineare  Factoren  zerfällt,  zur  Bestimmung  dieser  Factoren  anwendbar. 
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dessen  Scheitel  auf  r^  =  0  liegt.  Ferner  folgt  aus  (23):  A  =  0,  und 
in  der  That  besteht  die  Polare  eines  jeden  beliebigen  Punktes  nach 
unseren  allgemeinen  Gesetzen  aus  einem  Linienpaare,  dessen  Scheitel 
im  dreifachen  Punkte  von  /=  0  liegt;  und  hieraus  erkennt  man 
o-eometrisch  die  Umkehrbarkeit  unserer  letzten  Behauptung.*) 


*)  Es  gilt  überhaupt  allgemein  der  Satz: 

Wenn  die  Hesse'scÄe  Form  einer  ternären  Form  n^^r  Ordnung  identisch  ver- 
schwindet, so  stellt  letztere,  gleich  Null  gesetzt,  n  durch  einen  Punkt  gehende  Gerade  vor. 

Derselbe  wurde  von  Hesse  (Crelle's  Journal,  Bd.  56,  p.  263j  aufgestellt; 
einen  genaueren  Beweis  gab  Sylvester:  Philosophical  Magazine  1853.  Einen 
solchen  kann  man  auch  in  folgender  Weise  führen.     Setzt  man; 

„  1  ),  1  /y     >i  —  1  "  —  1  .     "  —  1  "  —  1  „ 

(1)  k/     ^  =  aj'      ^oi,  ß^.  =«,.         ^2,  y.^  =«^         Os, 

so  ist  bekanntlich  AEE(fl6c)^^/-2Ä,"  ~'^.r"~'=  6  (aßy)a/-2/3/ -%'.;-' 
(vgl.  p.  312).    Wegen  der  Identität: 

{aßy)  w.^  =  {aßu')  y^.  +  (auy)  ß^  +  (ußy)  ct^ 
folgt    nun   für   beliebige    Grössen  u^  aus  der  Bedingung  A  =  0  die  andere  (vgl. 
p.  30-4  und  377  Anmk.): 

(2)  ^V„^,  .  y/  -  '  =  -Y,y  .  ß/  -  '  +  A;,.,  .  «/  -  '  , 

wo  N  ^  =  {aßu)  a  "  —  -ß^"—^  u.  s.  f.  Die  Curve  y  =  0  muss  daher  durch  alle 
einfachen  Schnittpunkte  von  ß  =  0,  a  =  0  gehen,  denn  die  u-  können  immer  so 
o-ewählt  werden,  dass  A„^  =  0  durch  diese  Punkte  nicht  hindurchgeht.  Für  einen 
gemeinsamen  vielfachen  Punkt  von  a  und  ß  verschwindet  allerdings  auch  A'^  ^  , 
aber  in  einem  solchen  Punkte  hat  y  immer  einen  gleich  vielfachen  Punkt,  denn 
man  kann  die  Ecken  des  Coordinatendreiecks,  deren  Polaren  doch  a,  ß,  y  sind, 
stets  so  Avählen,  dass  diese  Polaren  keine  anderen  vielfachen  Punkte  haben,  als 
die  durch  die  Singularitäten  von  f  in  bekannter  Weise  bedingten.  In  Folge  dessen 
kann  man  zwei  Constante  %,  A  so  bestimmen,  dass:  y  =  y.cc -\-  Xß ,  oder  wenn 
wir  die  Coordinatenecken  durch  drei  beliebige  Punkte  y,  z,  t  ersetzen,  dass: 

(3)  «/-'«,=  ^C"'«,  +  ^«/"'«^- 

Andererseits   kann   man,    wenn    g    ein   beliebiger   Punkt   ist,   immer   Constante 

x',  X\  ft  so  bestimmen,  dass:   t^  =  k  7j--\-  X'z^-\-  ^li^,  und  also  auch: 

(4)  «/-'«,  =  «'«/ -'«^  +  ^'«.;'~'«.  + ;^«;'~'«r 

Soll  aber  diese  Gleichung  mit  [?,)  zusammenbestehen,  so  muss 

(x'  -  x)  «/  -  ^  «,  +  iX'  -  X)  aj'  -'a^  +  (i  aj'  ~  '  «>  =  0 
sein.    Es  gibt  also  einen  Punkt  tj,  bestimmt  durch: 

77^.=  (x'-x)2/,.+  (^'-?0=,  +  f^l,-, 
für  welchen  die  Gleichung  öj'"~^ö^  =  0  unabhängig  von  x  besteht,  welcher 
sonach  n-facher  Punkt  von  /"ist;  oder  mit  anderen  Worten:  /'=0  zerfällt  in  n 
durch  71  gehende  Gerade,  q.  e.  d.  —  Die  hier  angewandte  Schlussweise  bleibt  auch 
gültig,  wenn  man  annimmt,  dass  /"unendlich  viele  Doppelpunkte,  d.  i.  einen 
mehrfach  zählenden  Zweig,  besitzt.  Das  Verschwinden  von  A  sagt  dann  aus,  dass 
dieser  Zweig  aus  einer  mehrfach  zählenden,  durch  jj  gehenden  Geraden  besteht. 
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Die  hinrcicflencic  und  nolhwendige  Bedinfjung  für  das  Zerfallen  der 
Curve  in  drei  Gerade  eines  Büschels  ist  daher  durch  das  identische  Ver- 
schwinden vun  A  gegeben.  Die  Coordinaten  des  dreifachen  Punktes  y 
berechnen  sich  aus  der  Gleichung: 

F  ^  (abu)-  (cdu)-  (acu)  {bdti)  =  u/' . 

Hat  man  dieselben  gefunden,  so  führt  man  zur  Bestimmung  der 
/',,  (?ö  t'i  neue  Veränderliche  ein  mittelst  der  Gleichungen:' 

9^1  =  Uilx  +«1^2  +  ^1^3 
9^2  =  Ul  ^1  +  «2^2  +  ^2^3 
9^^  =2/3^1   +  «3^2  +  ^^3^3^ 

WO  die  ai,  bi  völlig  willkürlich  sind.  Alsdann  geht  /'  in  eine  binäre 
Form  in  1,^  ^3  ^^^^r  und  lässt  sich  nach  der  Theorie  der  binären 
cubischen  Formen  bei  gehöriger  Bestimmung  der  ai  und  &,  in  der 
Form 

^2'  +  ^3' 
darstellen.  —  Man  erkennt  übrigens  auch  leicht,  dass  in  diesem  Falle 
die  Form  X,  da  sie  den  Factor  {pqr)  erhält,  identisch  Null  ist.  — 

Fallen  auch  noch  zwei  der  Geraden  p  und  q  zusammen,  d.  h,  ist 

so  wird  die  Curve  /"==  0  von  jeder  Linie  u  in  zwei  zusammenfallen- 
den Punkten  geschnitten,  und  also  verschwindet  die  Form  F  identisch. 
Wir  können  dann   in   den   Gleichungen   (22)   s  =  s  ==  q   setzen,   und 
haben  also: 
(26)  9Q  =  -2qJ{qruy, 

und  hieraus  kann  man  gleichzeitig  die  Doppelgerade  q  und  den  Sc/initt- 
punkt  von  q  und  r  bestimmen.  Letzteres  geschieht  in  anderer  Weise, 
wie  im  Falle  ^V  ^  0,  nur  dass  die  betreffende  cubische  Gleichung  hier 
zwei  gleiche  Wurzeln  hat.  — 

Fallen  endlich  alle  drei  Gerade  zusammen^  so  wird  in  {2^^  qi  =  ri, 
und  also  identisch: 

0  =  {akuf  a.,b,,  =  0 .*) 

*)  Dies  Resultat  lässt  sich  zu  folgendem  Satze  verallgemeinern:  Wenn  für 
eine  iernäre  Form  f  =  a  "  die  Zwischenform  0  =  {abu)-  a,."~  ^b  "  ~  ^  identisch  ver- 
schwindet, so  ist  f  die  n'«  Potenz  eines  linearen  Ausdrucks.  Nach  dem  Uebertra- 
gungsprincipe  (p.  276)  nämlich  sagt  die  Bedingung  G  =  0  aus,  dass  jede  Gerade 
die  Curve  /■=0  in  einer  Punktgruppe  iriflFt,  für  welche,  aufgefasst  als  binäre 
Form,  die  Hesse 'sehe  Covariante  identisch  Null  ist.  Dies  sagt  aber  aus,  dass 
die  binäre  Punktgruppe  aus  einem  n-fach  zählenden  Punkte  besteht,  q.  e.  d. 
Den  Beweis  für  letztere  Behauptung  führt  man  ganz  analog,  wie  den  entspre- 
chenden für  das  ternäre  Gebiet  in  der  Anmerk.  auf  p.  598. 
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Aus   der  Bedingung   /  =  q^"^  finden  wir  ferner    unmittelbar    zur   Be- 
rcchmmg  der  qi  die  fortlaufende  Proportion: 

(ix"'-  (l^fli  ■  Qx-Qz  ■     '     '  ^1^2(73  =  «lii  :  «112  •  «113  :  •  •  •  =  «123  • 

Die  so  gewonnenen  Resultate  stellen  wir  schliesslich  in  der  fol- 
genden Tabelle  übersichtlich  zusammen,  indem  wir  jeder  Curvenart 
zugleich  die  Zahl  der  in  ilir  noch  willkürlichen  Constanten  beifügen*): 

Curven  dritte}'  Ordnung. 
1)  Allgemeine  Curve,  9  Constante,  mit  Doppelverhältniss  «,  wenn: 

,S^^24  (l-a+a2)3 


7'-'  ( 1  +  a)^  ('2  —  ß)^  (1—2  aj^ 

a)  Jequianharnionische  Curve,  8  Constante. 

-S^O;     1  — «  +  «2  =  0 

h)  Harmonische  Curve,  8  Constante. 

J  =  0;     a  =  -  1,  2,  { 

2)  Curve  mit  Doppelpunkt,  8  Constante. 

i?=r2  — ^53  =  0;     «=1,0,  00. 

3)   Kegelschnitt  und  Gerade         \         5)  Curve  mit  Rückkehrpunkt 

7  Constante. 


7  Constante. 

4)  Drei  einzelne  Gerade 
6  Constante. 


5=0,        r  =  0 

6)  Kegelschnitt  und  Tangente 
6  Constante. 


N  =  {aau)  aj  «^^  ^  0  j  T  =  0 

7)  Drei  Gerade  durch  einen  Punkt,  5  Constante. 

«..3  =  A  =  0 

8)  Einfache  und  Doppel -Gerade,  4  Constante. 

^=0 

9)  Dreifache  Gerade,  2  Constante. 

0  =  (abu)'  a,^b,r  =  0. 

Zwischen  8)  und  9)  könnten  wir  noch  eine  von  3  Constanten 
abhängige  Curve  einschieben,  bestehend  aus  einer  dreifachen  Geraden 
nud  einem  auf  ihr  gelegenen  Punkte  (sommet,  Scheitel).  Eine  solche 
ist  aber  nicht   durch   eine   Gleichung  /"  =  0  in  Punktcoordinaten  dar- 


*)  Vgl.  die  entsprechende  Tabelle  für  Kegelschnitte  auf  p.  119.  —  Die  nach- 
stehende Tabelle  ist  so  gehalten,  dass  jede  C^  derselben  aus  der  nächst  vorher- 
gehenden durch  Grenzprocess  abgeleitet  werden  kann. 
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stellbar,  und  deshalb  hier  zunächst  übergangen.  Betrachtet  man  hin- 
gegen Systeme  von  Curven  3.  Ordnung,  so  hat  man  bei  den  i^us- 
artungen  die  auftretenden  Klassenscheitel  mitzuzählen,  obgleich  die- 
selben durch  eine  Punktgleichung  allein  nicht  mit  dargestellt  werden. 
Alsdann  erhält  man  auch  für  die  Fälle  8)  und  9)  fünf  Constante; 
denn  in  8)  wjrd  dann  der  Schnittpunkt  der  beiden  unendlich  benach- 
barten Geraden,  welche  sich  zu  der  Doppelgeraden  vereinigen,  bei 
Verfolgung  des  Grenzüberganges  vollkommen  bestimmt  sein,  so  dass 
auf  der  Doppelgeraden  noch  ein  Klassenscheitel  liegt.  Ebenso  können 
auf  der  dreifachen  Geraden  in  9)  noch  drei  Klassenscheitel  auftreten, 
wenn  mau  sie  aus  drei  einzelnen  Geraden  entstanden  denkt,  dagegen 
nur  zwei  solche  Scheitel  (von  denen  dann  einer  doppelt  zählt),  wenn 
man  sie  aus  dem  Falle  8)  ableitet  (vgl.  die  Anmk.  auf  p.  417). 

Wenn  man  in  der  angedeuteten  Weise  die  Entstehung  einer  Aus- 
artung aus  einer  allgemeinen  Curve  verfolgt,  so  werden  auch  Wende- 
und  Rückkehrtangenten  für  die  Grenzcurve  noch  bestimmte  Lagen 
haben,  welche  aber  andere  und  andere  sein  können,  je  nach  dem 
Systeme  von  C.^\  in  dem  die  betrachtete  Ausartung  vorkommt.  Zer- 
fällt die  Cg  z.  ß.  in  einen  Kegelschnitt  und  eine  Tangente  desselben 
(ein  Fall,  der  nach  Fig.  58  p.  410*)  aus  dem  Falle  einer  C^  mit 
Rückkehrpunkt  abzuleiten  ist),  so  besteht  die  Curve  als  Tangenten- 
gebilde aus  dem  Kegelschnitte  und  dem  Berührungspunkte.  In  letzterem 
sind  Rückkehr-  und  Wendepunkt  vereinigt,  während  Rückkehr-  und 
Wendetangente  in  die  Tangente  des  Kegelschnittes  zusammenfallen. 
Artet  nun  aber  die  C,  noch  in  eine  Doppellinie  aus,  so  können  Rück- 
kehr- und  Wendetangente  in  diesem  Grenzfalle  durch  zwei  getrennte 
Gerade  dargestellt  werden,  welche  durch  den  Schnittpunkt  der  Doppel- 
mit  der  einfachen  Geraden  gehen,  doch  so,  dass  zwischen  diesen  vier 
Linien  und  der  Geraden,  welche  in  der  Grenze  an  Stelle  der  Verbin- 
dungslinie von  Wende-  und  Rückkehrpunkt  tritt,  noch  Relationen 
bestehen.**)  Zählt  man  auch  die  so  zu  der  Curve,  insofern  sie  einem 
Systeme  allgemeinerer  Curven  angehört,  hinzutretenden  Geraden  als  zu 
ihr  wesentlich  gehörig  mit,  so  wird  die  Zahl  der  Constanten,  von 
denen  die  Ausartung  abhängt,  natürlich  in  entsprechender  Weise 
erhöht. 


*)  Ebenso  kann  man  übrigens  auch  die  anderen  Ausartungen  leicht  zeichnend 
veranschaulichen. 

**)  Diese  Vorkomnmisse  sind  von  Schubert  für  die  Ausartungen  einer  6*3 
mit  Rückkehrpunkt  vollständig  untersucht;  vgl.  Göttinger  Nachrichten  1875, 
p.  359,  sowie  einen  demnächst  in  den  Math.  Annalen  erscheinenden  Aufsatz 
desselben. 
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VII.    Die  Verwerthung  der  Theorie  der  elliptisclien  Functionen  für  die 
Geometrie  auf  einer  Curve  dritter  Ordnung. 

Bei  Behandlung  der  Curven  dritter  Ordnung  mit  Doppelpunlit 
haben  wir  gesehen,  dass  sich  die  Coordinaten  der  Punjcte  der  Curve 
in  Function  eines  Parameters  rational  darstellen  lassen,  und  dass  diese 
Darstellung  für  das  Studium  gewisser  Punktsysteme  auf  der  Curve 
von  besonderem  Vortheile  ist.  Es  liegt  nun  die  Frage  nahe,  ob  ein 
ähnliches  Verfahren  auch  bei  Qiner  allgemeinen  Curve  dritter  Ordnung, 
und  weiterhin  bei  einer  beliebigen  Curve  n^^^  Ordnung  möglich  sein 
wird.  Es  zeigt  sich  dies  hei  näherer  Untersuchimg  von  dem  Geschlechte 
der  betreffenden  Curve  abhängig:  Jede  Curve  vom  Geschlechte  />  =  0 
ist  rational  durch  einen  Parameter  darstellbar;  bei  einer  Curve  vom 
Geschlechte  p  =  1  dagegen  sind  elliptische  Functionen  für  die  Para- 
meterdarstellung einzuführen.  Diese  Sätze  werden  wir  später  ganz 
allgemein  beweisen;  für  allgemeine  Curven  o'^'^  Ordnung,  welche  eben- 
falls p  =  i  haben,  können  wir  die  Richtigkeit  unserer  Behauptung, 
sowie  die  aus  ihr  fliessenden  Folgerungen  auch  leicht  direct  nach- 
weisen; und  damit  wollen  wir  uns  im  Folgenden  beschäftigen. 

Wir  gehen  zunächst  von  einer  speciellen  Gleichungsform  der 
Curve  dritter  Ordnung  aus  und  zeigen  an  ihr  den  Charakter  der  vor- 
liegenden Probleme.  Dabei  werden  wir  die  möglichen  Relationen 
zwischen  den  Schnittpunkten  einer  Geraden,  die  zu  Fragen  verschie- 
denster Art  Veranlassung  geben,  ausführlicher  studiren;  insbesondere 
die  Steiner 'sehen  Polygone,  wie  bei  den  Curven  mit  Doppelpunkt. 
Für  höhere  Curven  dagegen  werden  wir  nur  kurz  die  uns  bekannten 
Sätze  über  ihre  Schnittpunkte  mit  der  C.^  neu  begründen.  Schliesslich 
mag  dann  noch  gezeigt  werden,  wie  die  Einführung  der  elliptischen 
Functionen  auch  geschehen  kann,  wenn  man  die  Gleichung  der  C-^  als 
in  allgemeinster  Form  gegeben  annimmt. 

Die  Gleichung  einer  jeden  Curve  dritter  Ordnung  kann  in  die  Form 
gebracht  werden: 

(1)  F  ^  x^'^x^  —  X2  {x^  —  x^  (.r,  —  k'^x^  =  0  . 

Denn  wir  können  zeigen,  dass  das  Doppel verhältniss  dieser  Curve 
eben  von  der  Grösse  k-  abhängig  ist,  dass  F=0  also  in  der  That 
die  allgemeine  Curve  dritter  Ordnung  darstellt.  Für  Xy  =  0  geht  die 
Gleichung  (1)  über  in  x.^^  =  0;  die  Coordinatenaxe  x^  =  0  schneidet 
also  die  Curve  in  drei  unendlich  nahen  Punkten,  d.  h.  a;,  =  0,  X2  =  0 
ist  ein  Wendepunkt  und  x^  =  0  seine  Wendetangente.  Durch  ihn 
gehen  die  drei  Geraden 

(2)  X2  =  0 ,     o;^  —  a'2  =  0 ,     x^  —  k'X2  =  0, 
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für  welche  die  Gleichung  der  Curve  immer  in  x.^'^x^  =  0  übergeht. 
Jene  drei  Geraden  sind  also  die  vom  Wendepunkte  an  die  Curve  zu 
legenden  Tangenten  und  x.^  =  0  ist  die  Gerade,  auf  welcher  ihre 
Berührungspunkte  liegen,  d.  -h.  die  zu  dem  Wendepunkte  gehörige 
harmonische  Gerade.  Ferner  erkennt  man  sofort,  dass  k-  eines  der 
sechs  Doppelverhältuisse  der  drei  Geraden  (2)  und  der  Wendetaugente 
.Tj  ^0  ist,  d.  h.  das  Doppelverhältniss  der  Curve  dritter  Ordnung, 
welches  in  bekannter  AVeise  mit  der  absoluten  Invariante  derselben 
zusammenhängt  (vgl.  Gleichung  (41)  auf  p.  580). 

Um   also  die   Gleichung  einer    beliebigen   Cn7've    drittel-    Ordnung    in 
der  Form  (1)  zu  erhalten,  hat  man  die  Constante  U^  aus  der  Gleichung*) 

(0,\  —  =  94. ^^  ~  ^"^  +  ^'*)^ 

^^^  T2  (1,+;*^/  (2  —  k^)"^  (1  —  2  A2]2 

ZU  berechnen,  tvenn  S  und  T  die  Invarianten  der  Curve  sind. 

Die  Gleichung  (1)  nun  wird  identisch  erfüllt,  wenn  wir  setzen: 


QXy  =  ^3  ^      QX,  =  ^  ,      QX.^  =  l/{l—  ^2)  (1  —  Ä>'j  ; 

und   damit  ist  die  Einführung   der  elliptischen  Functionen  von  selbst 
gegeben.     Nehmen  Avir  nämlich  fi  =  sin  am  u,  oder 

0 

so  wird  unmittelbar: 


y\  —  ft'  =  cos  am  M  ,  y\  —  k'ii'  =  A  am  ti , 

wo  nun  die  Wurzeln  liuks  immer  mit  bestimmtem  Vorzeichen  (also 
eindeutig)  zu  nehmen  sind,  und  wo  die  bekannten  Relationen  er- 
füllt sind: 

sin-  am  u  -f-  cos'^  am  u  =  l 
Ä-  sin-  am  u  -|-    A^  am  u  =  ]  . 
Die  Coordinaten    der    Curve   (l)   F=0    sind    daher    eindeutig     als 
elliptische    Functionen    eines    Parameters    u    dargestellt    durch    die    Glei- 
chungen : 


*)  Die  sechs  Wurzeln  dieser  Gleichung  lassen   sieh  rational  durch  eine  von 
ihnen  {k-)  darstellen;  sie  sind  bekanntlich  (vgl.  p.  39): 

LI  1  1        ^2  1  A^-1  /c^ 

.  '  Ä2  '  1  «     '  1   _  Ä2  '  yfc2  '  A2    _    1  • 

nie  Gleichung  (3)  ist  daher  algebraisch    auflösbar;    und    in    der    That   geht   sie 

„       ihi ■\\i 

mittelst  der  Substitution  —  =  ,,^   ,   ^,„  aus  der  cubischen  Gleichung : 

q       («^  +  1)^ 

S^  _  ,       (3  P  +  qY 

hervor;  vgl.  oben  die  Theorie  der  binären  biquadratischon  Formen,  p.  238  f. 
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lO.i',  =  Sin"  am  ii 
(5)  Qx.y  =  sin  am  ii 

Qx-^  =  cos  am  ii  .  A  am  u  . 

Jedem  Wert  he  von  u  ist  dadurch  ein  ganz  bestimmter  Punkt  x  der 
Curve  zugeordnet 

Aber  nicht  entspricht  umgekehrt  jedem  Punkte  x  auch  ein  Werth 
von  u,  wie  aus  den  Periodicitätseigenschaften  der  elliptischen  Functionen 
hervorgeht.  Das  Integral  (4)  nämlich  hat  bekanntlich  zwei  Periodici- 
tätsmodeln  Q  und  Q',  definirt  als  die  Werthe  des  Integrals  genommen 
über  die  beiden  Querschnitte  der  zugehörigen  Rie mann  sehen  Fläche, 
und  welche  für  die  Normalform  des  Integrals  erster  Gattung  in  fol- 
gender Weise  durch  geradlinige  Integrale  gegeben  werden*): 

0  0  0 

Avo  R{k)  =  (1  —  A2)  (l  -  A-U2).  Ist  nun  u  ein  Werth  des  Integrals 
(4),  so  unterscheiden  sich  alle  anderen  Werthe  desselben  von  u  um 
ganzzahlige  Vielfache  von  Q  und  Q.' ,  d.  h.  sie  sind  von  der  Form: 

u+pQ  +  qü', 

wenn  p,  q  ganze  Zahlen  bedeuten.  Diese  Periodicitätsmoduln  sind 
nun  gleichzeitig  Perioden  für  die  Function  sin  am,  d.  h.  es  bestehen 
die  Gleichungen: 

sin  am  (ii  +  Q )  =  sin  am  {u  +  ß ')  =  sin  am  u , 

während  erst  Q  und  2  Q'  gleichzeitig  für  die  drei  Functionen  sin  am  ?/, 
cos  am  u,  A  am  u  Perioden  liefern.  Für  die  Verhältnisse  der  Xi  erhält 
man  aber  aus  (5)  schon  dieselben  Werthe,  wenn  man  das  Argument 
//  nur  um  ^Q  oder  um  Q'  wachsen  lässt;   denn  es  ist  auch: 

sin  am  \u  +  ß)  ==       sin  am  u,     sin  am  (  m  +  —  )  =  —  sin  am  ii , 

cos  am  (w  +  ^')  "=  —  ^^^  ^^^  "  '     ^^^  ^^  ( *^  dz  o  )  ^=  —  ^^^  '"'"^  *^  > 

A  am  {u  4-  Q')  =  —   A  am  ?/ ,      A  am  (u  +  ^  )  =         A  am  ?/  . 

Jedem  Punkte  x  der  Curve  entsprechen  daher  unendlich  viele  Argu- 
ment-Werthe;  dieselben  setzen  sich  aus  einem  von  ihnen  (tc)  in  der  Form 

«  +  f  Q  +  ^Q' 


*)  Vgl,  z.  B.  Königsberger:  Theorie  der  elliptischen  Functionen,   Leipzig 
1874,  Bd.  1,  p.  277  ff. 
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zusa?nmen,  ivenn  p,  q  ganze  Zahlen  sind.     Oder  wie  wir  uns  ausdrücken 

wollen:     Die  Curve  hat  die  Perioden 

(7)  co  =  -\Q     und     «'  =  «'. 

Dass  das  elliptische  Integral  erster  Gattung  u  hier  in  der  be- 
kannten Normalform  auftritt,  ist  die  Folge  der  speciellen  Lage  unseres 
Coordinatendreiecks;  im  Allgemeinen  wird  dies  nicht  der  Fall  sein. 
Alle  anderen  elliptischen  Integrale  erster  Gattung  jedoch  kann  man 
auf  eines  von  ihnen  zurückführen,  und  in  der  That  ist  es  aus  der 
Theorie  der  elliptischen  Functionen  bekannt ,  dass  alle  Integrale  mit 
gleichem  Modul  k  linear  in  einander  transformirt  werden  können.  Es 
hängt  dies,  wie  später  allgemeinere  Untersuchungen  lehren  werden, 
damit  zusammen;  dass  die  Curve  dritter  Ordnung  vom  Geschlechte 
/?  ==  1  ist  und  nur  eine  absolute  Invariante  besitzt. 

Unter  Zugrundelegung  der  Normalform  (4)  können  wir  die  Ver- 
theilnng  der  Werthe  des  Integrals  über  die  Punkte  der  Curve  leicht 
im  Einzelnen  verfolgen,  Avie  wir  weiterhin  sehen  werden.  Es  führen 
dazu  die  folgenden  Ueberlegungen,  welche  uns  gleichzeitig  zur  Be- 
handlung weiterer  an  sich  wichtiger  Fragen  Veranlassung  bieten 
werden. 

Sind  Wj,  2/.,,  W3  die  Parameterwerthe  für  drei  auf  einer  Geraden 
liegende  Punkte,  und  setzen  wir  zur  Abkürzung: 

sin  am  ui  =  S; ,     cos  am  Kj  =  Ci ,     A  am  w,  =  A,- , 
so  besteht  wegen  (5)  die  Relation: 

0|  o.>  S-i 


(8) 


'1  *2  *3 


0. 


Ol  69  So 

c,  Aj  C2A2  C3A3 
Diese  Gleichung  sagt  aber  nichts  anderes  aus,  als  dass  die  Summe 
der  Agrumente  Wj,  u^,  1/3  verschwindet,  resp.  gleich  einem  ganzen 
Vielfachen  der  Perioden  unserer  Curve  ist.  Man  erkennt  dies  am 
einfachsten,  wenn  man  die  Gleichungen  für  das  Additionstheorem 
der  elliptischen  Functionen  in  der  von  Hermite  gegebenen  Form  zu 
Grunde  legt.*)     Man  hat  dann: 

(9)  sin  am  («,  +,.,  +  ...  +  u,„)  =  j^^ , 

wo    cp  (u)    die    folgende    Function    von    s  =  sin  am  m,    c  =  cos  am  ?/, 
A  =  A  am  u  ist: 

(10)  cp  (u)  =  s  {s^"  +  p^s^"-^-}-p.X~"-^-{-  .  .  .  +  p„) 

+  C.A  (y,6'^"-2  +  q.s^"  -  ^  +  .  .  .  +  ^„)  . 


*j  Hermite:  Note  sur  le  calcul  differentiel  et  le  calcul  integral;  extrait  de 
la  6''  edition  du  calcul  difi".  et  int.  de  Lacroix,  Paris  1862,  p.  68.  Vgl.  auch 
Königsberger:  Theorie  der  elliiitischen  Functionen,  2.  Th.,  Leipzig  1874,  p.  16. 
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Die  hierin   vorkommenden  2n    Constanten  /;,-,  qi  bestimmen  sich 
aus  den  2n  linearen  Gleichungen: 

(11)       <p  (?/i)  =  0 ,     (p  (w^)  =  0 ,     (p  (W3)  =  0,  .  .  .  cp  (w2„)  =  0  . 

Das  Vorzeichen  des  in  (9)  rechts  stehenden  Ausdruckes  wird  durch 
einen  specielleu  Fall  bestimmt,  etwa  indem  man  it.^  =  u^=  .  .  .  ==u2n  =  0 
nimmt,  wodurch  derselbe  in  -f-  sin  am  w,  übergehen  muss. 

Setzen  wir  nun   insbesondere  ?i  ==  2   und  W2„  =  0,   so  gibt  Glei- 
chung (9)  den  Wertli  von 

sin  am  (w,  +  W2  ~f"  ^^3)  > 
und  die  Gleichungen  (10),  (11)  zur  Bestimmung    der    Function  cp  (11) 
geben  ^2  =  0  und : 

cp  (u)  ==  s^  -\-  p^^s^   -\-  P-i^   +  ^   .  A  ^s- 
0  =  «1^  +  PiSi^  +  P2S1  +  q  •  Aj^Si^ 


0 


h^  +  Pi h^  +  P2S2  +  c^  •  A.^qs-i 


0    =  V  +  i^l^3^  H-  ^2*3  +  ^3  •  -^3^%*» 

also   durch  Auflösung,   da   die  Determinante    des   Nenners   nicht  ver- 
schwindet : 


s 


c  A  s 

^3  ^3  *3 


5o' 


c^A^s^ 

<?.,  Aj  «2 
^3  ^3  ^3 


Setzen  wir  hierin,  um  die  Gleichung  (9)  zu  bilden  w  =  0,  so 
kommt  wegen  sin  am  0^0,  cos  am  0  =  A  am  0=1  links  ^--?r^,  und 
wir  erhalten,  da  auch  W2«  =  u^  =  0  war: 


sin  am  (?/j  -\-  u.^  -["  ^'3) 


Hier  steht  aber  im  Zähler  die  Determinante,  deren  Verschwinden  nach 
(8)  aussagt,  dass  die  drei  Punkte  mit  den  Parametern  i^j,  n.^,  u^  in 
gerader  Linie  liegen.  Da  nun  der  rechts  stehende  Nenner  nur  für 
besondere  Werthe  der  Argumente  Wj,  ?^, ,  w^  zugleich  mit  dem  Zähler 


s;^ 

^1 

c,A, 

5,3 

5o 

^2^2 

^3^ 

h 

^3^3 

1 

^1^ 

1 

CiA.s, 

*2 

1 

C.y  A2  «2 

^3' 

1 

'^3^3^3 
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verschwinden  kann,  wührencl  unsere  Gleichung  Für  ganz  beliebige 
Argumente  derselben  gilt,  so  folgt  aus  (8): 

sin  am  {21^  -j-  11-2  -\-  u^)  =  0 , 
oder:  ?^i  +  if-i  +  «3  ^^  t), 

wo  das  Zeichen  e^  andeuten  soll,  dass  die  links  stehende  Summe  ent- 
weder gleich  Null  selbst  oder  nur  um  einen  Ausdruck  der  Form 
poy  -|-  qco'  von  Null  verschieden  sein  soll;  /;,  q  als  ganze  Zahlen 
vorausgesetzt  und  unter  a ,  a'  die  beiden  durch  (6)  und  (7)  definirten 
Perioden  unserer  Curve  verstanden. 

Dies  Resultat  sprechen  wir  in  dem  Satze  aus: 

Stellt  man  die  Punkte  einer  Curve  dritter  Ordnung  mittelst  der 
Gleichungen  (5)  cds  elliptische  Functionen  eines  Parameters  dar*),  so  ist 
für  die  Schnittpunkte  einer  Geraden  mit  der  Curve  immer  die  Summe  der 
Argumente  congruent  Null: 

(12)  Wj  +  ^h  +  ^:j  ^  ^     (mod.  a,  a)  . 

An  diese  Gleichung  knüpfen  wir  die  Lösung  einer  Reihe  von 
Aufgaben,  die  wir  früher  zum  Theil  schon  in  anderer  Weise  behandelt 
haben.  Lassen  wir  zunächst  zwei  der  Punkte  zusammenfallen,  die 
Gerade  also  zur  Tangente  werden,  so  ist 

(13)  2m,  +M2  =  ^J 
oder : 

,,    ?f2  _|     pto  +  q(o' 

«I  —  2  ~r  2  ' 

WO  p,  q  ganze  Zahlen  sind.  Wir  brauchen  aber  nur  ;;,  q  gleich  0 
und  1  zu  nehmen,  da  dann  jede  höhere  Zahl  durch  Addition  ganzer 
Vielfacher  von  Perioden  entstehen  kann.     Also: 

Die  Argumente  der  Berührungspunkte  der  vier  von  einem  Punkte  n 
der  Curve  an  dieselbe  zu  legenden  Tangenten  sind: 

{.i-V  2}  2~ '  2       '  2  ' 

U7id  umgekehrt  ist  der  Tangcntialpunki  u  eitles  Punktes  v  der  Curve  he- 
stitntnt  durch: 

11  =-'  — 2y     (mod.  co,  w') . 

Wenn  wir  die  Beziehungen  der  vier  Berührungspunkte  zu  den 
drei  auf  der  Curve  vorhandenen  Systemen  von  Polepaaren  berück- 
sichtigen (vgl.  p.  530),  so  können  wir  den  ersten  Theil  dieses  Satzes 
auch  in  der  folgenden  Form  aussprechen: 


*)  Dieser  Satz  ist  übrigens,  wie  später  gezeigt  wird,  unabhängig  von  der 
Form  der  Gleichungen  (5).  Die  Darstellung  muss  nur  so  eingerichtet  sein,  dass 
dem  Parameter  M  =  0  ein  Wendepunkt  entspricht;  andernfalls  würde  auf  der 
rechten  Seite  von  (12)  statt  Null  eine  Constante  stehcu  (vgl.  p.  630  f.). 
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Die  Argumenle  der  drei  Punkte ,  welche  einen  Punkt  u  der  Curve 
in  den  drei  Systemen  von  Polepaaren  zu  einem  solchen  Paare  er- 
gänzen, sind: 

(15) 

Verbinden  wir  nun  den  Punkt  u  mit  einem  beliebigen  Punkte  v, 
so  ist  das  Argument  w  des  dritten  Schnittpunktes  dieser  Verbindungs- 
linie bestimmt  durch:  tv  ^ei  —  u  —  v.  Dasselbe  Argument  ergibt  sich 
aber    auch    für    den    dritten    Schnittpunkt    der    Verbindungslinie    von 

n  -}-  ^  mit  V  -{-  —,  während  sich  die  Verbindungslinien  von  n  mit 
V  -\-  —  und  von  v  mit  u  -\-  -    in    dem    Punkte    mit    dem    Argumente 

IV  -j-  -  schneiden.     Somit  folgi  der  bekannte  Satz  (p.  528) : 

Pie  Verbindungslinien  von  nicht  entsprechenden  Punkten  ziveier  Pole- 
paare desselben  Systems  schneiden  sich  auf  der  Curve  in  zwei  Punkten, 
welche  ein  drittes  Polepaar  desselben  Systems  bilden. 

Wir  erkennen  ferner  aus  (14)  wieder  die  für  die  Realität  der  drei 
Systeme  von  Polepaaren  früher  gemachten  Bemerkungen  (p.  530).  Ist 
die  Curve  nämlich  zweitheilig,  so  sind  die  vier  Tangenten  und  somit 
auch  ihr  Doppelverhältniss  k-  reell;  und  letzteres  kann  immer  kleiner 
als  1  angenommen  werden,  da  andernfalls  doch  einer  der  fünf  übrigen 
Werthe  des  Doppelverhältnisses  kleiner  als  1  sein  würde.  Dann  ist 
aber  bekanntlich  nach  (6)  Q  reell  und  Q'  rein  imaginär  (?' =  ]/ —  l): 

2  03  =  Q  =  4  Ä' ;     «'  =  Q '  =  2  /  Ä^' , 
wo  für  k"^  =  \  —  k- : 

0  0 

Das  erste  der  Argumente  (15)  ist  also  selbst  reell;  aber  auch  die  Ein- 
setzung der  andern  Argumente  in  die  Werthe  der  Coordinateu  in  (5) 
gibt  für  letztere  reelle  Grössen,  denn  es  ist  für  A'-  =  1  —  k- : 

/      .    03\         I    cos  am  u  ■  (      \    ^\ 

sin  am  ( j<  +  TT )  =  H — t ,        sm  am  l  w  +  -  ) 


cos  am 


k  sin  am  u  ' 
k'  sin  am  u  (       ■     ca'\         -r-    i  A  am  u 


(1    ai\         -—  k  sin  am  u  (       \     ^\         —r 

M  +  - )  =  H T ,  cos  am  l "  +  -r  j  ==  +  ,    • 

-!-  2  /         ^^     A  am  M     '  \    -!-  -2  /           '    A  sm  am  ;< 

A           /      I    cöX                    k'  \           f       \    ß>'\         -;-  i  cos  am  u 

A  am  (  M  +  -  1  =       -1, ,  A  am  ( ?<  +  -7  )  =  4-  —7-—- — 

V    ---  2  /               A  am  «        '  \       '     -j  /           '      sm  am  u 


CO  -\-  a»'\  1        A  am  n 

sin  am  '  -■    '  '  —    ' 


cos  am 


\     """        2      /         —  A:  cos  am  u 
(       1    CO  -j-  iä\  ik' 


A:  cos  am  u 


A  /       1    ü>  -1-  (a'\  I     iti  sin  am  u 

A  am  ( 2/  H ^- —  )  =  H -— 

\      '        2     /        -^    cos  am  u 
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Ist  dagegen  die  Curve  eintheilig,  so  wird  das  Doppelverhältniss 
/i-  complex  (mit  dem  absoluten  Betrage  Eins),  und  man  erkennt  aus 
diesen    Gleichungen,    dass    nur  der   eine  Punkt   mit   dem   Argumente 

u  -j-  ^  reelle  Coordinaten  erhält.  — 

Lassen  wir  ferner  in  (12)  alle  drei  Argumente  einander  gleich 
werden,  so  erhalten  wir  die  Bedingung  für  einen  Wendepunkt: 

3  z^  ^  0         (mod.  CO,  w') , 
oder,  wenn  p,  q  ganze  Zahlen  sind: 
(IG)  u=E^^A. 

Bas  Problem  der  BeUimmung  der  Wendepunkte  ist  sonach,  wenn  ein 
JJ'endepunkt  {u  ^  0)  bekannt  ist,  identisch  mit  dem  Probleme  der  soge- 
nannten speciellen  Breitheilung  der  elliptischen  Functionen.  Dasselbe 
hängt  also  von  einer  Gleichung  4'®"^  Grades  ab;  und  letztere  ist 
keine  andere,  als  eben  die  Gleichung  6^  (x,  A)  =  0,  mittelst  deren  wir 
früher  die  Wendepunkte  bestimmten,  wie  wir  später  noch  sehen 
werden.*)     Bie  Argumente  der  0   Wendepunkte  sind  daher: 

,^         CO  0)'         (ü -\- (o  2 CO         Im  aj-f-2aj'         la -\- m  2üj-|-2ü)' 

^ '       3  '       "3  '  3        '       "3~ '       IT '  3"        '  3         '  3 

Auf  einer  geraden  Linie  liegen  dann  immer  die  Wendepunkte,  für 
deren  Argumente  die  Summe  der  /;  sowohl^  als  die  Summe  der  q 
durch  ?y  theilbar  ist.  Ordnet  man  also  die  Werthepaare  p,  q  wie  die 
Elemente  einer  Determinante  iri  das  Schema: 

0,  0  0,  1  0,  2 
1,01,11,2 
2,  0        2,  1         2,  2, 

so  liegen  je  auf  einer  Geraden  solche  Punkte,  die  derselben  Horizon- 
talreihe oder  derselben  Verticalreihe  angehören,  und  endlich  solche,  die 
in  der  Determinante  mit  einander  multiplicirt  erscheinen  würden.  Wir 
haben  sonach  für  die^Gruppirung  der  Wendepunkte  ohne  weitere 
Ueberlegung  dieselben  Tiegeln,  welche  wir  früher  auf  anderem  Wege 
ableiteten  (vgl.  p.  507);  und  in  der  That  stimmt  unser  Schema  ganz 
mit  dem  damals  aufgestellten  überein:  die  in  demselben  benutzten 
Zahlen  haben  aber  durch  unsere  jetzige  Betrachtung  eine  unmittel- 
bare Bedeutung  gewonnen;  es  sind  die  Werthe  der  Zahlen  /;,  q  in 
(16).  Man  erkennt  ferner,  dass  nur  drei  und  immer  drei  reelle 
Wendepunkte  auf  einer  reellen  Curve  vorhanden  sind,  nämlich  die- 
jenigen, welche  durch  die  Parameterwerthe  0,  -^oj,  -|  q  gegeben 
werden.    Hieraus  kann  man  schliessen,  dass  die  Argumente  der  Punkte 


*)  Vgl.  den  Schluss  dieses  und  des  folgenden  Abschnittes. 

Clebscb,  Vorlesungen.  39 
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des  mit  drei  Wendepunkten   versehenen  Zuges  alle  in  der  Form       a 

dargestellt  werden  können,  wo  p,  q  reelle  Zahlen  bedeuten;  man  kann 
auch  direet  die  Vertheilung  dieser  Argumeutwerthe  durch  fortgesetztes 
Tangentenziehen  verfolgen.     Zunächst  sind  die  Berührungspunkte   der 

von  einem  Wendepunkte  ^^^^^-1-^  ausgehenden  Tangenten  nach   (1.4) 

gegeben  durch 

,-in.    pa)-\-  qco     (p  +  3)o  +  gca'      p(o-\-[q-\-S)ca       (p+3)a)-f-(y+3)ü)' 

^^^'  6  '  6  '  6  '  6  * 

Setzt  man  hierin  die  Werthe  von  p,  q  ein,  so  erkennt  man,  dass 
einer  dieser  Punkte  in  den  betreffenden  Wendepunkt  zurückfällt; 
z.  B.  für  p=  Ij  ^  =  0  erhält  man,  wenn  mau  alle  Argumente  um 
die  Perioden  a  und  a'  vermehrt: 

Von  den  drei  Berührungspunkten  liegt  also  nur  einer  (^  o)  mit  dem 
Wendepunkte  ^a  auf  demselben  Zuge;  die  beiden  anderen  dagegen 
auf  dem  Ovale.     Wir  können  hieraus  schliessen,   dass   die   Argumente 

der  Punkte  des  letzteren  immer  von 
der  Form  wco-j-^o'  sind,  wo  m 
eine  reelle  Zahl  ist,  und  so  überhaupt 
durch  fortgesetztes  Tangentenziehen 
ein  Urtheil  über  die  Vertheilung  der 
Argumentenwerthe    auf   den    reellen 

j^^  -.^^^ ^  Zügen  der  Curve  gewinnen,  wie  dies 

^ -^'^     Fig.  69  veranschaulicht.    Auf  den  Zug 

mü  den  drei  Wendepunkteil  fallen,  wie  erwähnt,  die  Werthe  u  =  0  bis 
u  =  0),  auf  das  Oval  die  Werthe  u  =  0  -{-  ^  o'  bis  u  =  a  -\-  ^  g>'. 

Damit  ist  aber  nur  die  Vertheilung  der  Parameter  für  die  reellen 
Punkte  der  Curve  gegeben;  es  fragt  sich,  ob  für  die  imaginären 
Punkte  eine  ähnliche  Versinnlichung  derselben  möglich  wird.  Letzteres 
ist  nun  in  der  That  der  Fall,  wenn  man  sicEr  der  von  Klein  einge- 
führten Vorstellungsweise  bedient.  *)  Diese  Darstellung  der  imaginären 
Elemente  der  Curve  schliesst  sich  an  die  Auffassung  derselben  als 
Umhüllungsgebilde  ihrer  Tangenten  an;  wir  werden  daher  im  Folgen- 
den statt  der  Curve  dritter  Ordnung  eine  Curve  dritter  Klasse  zu 
Grunde  legen. 

Zuvor  betrachten  wir  jedoch  das  Entsprechende  an  einem  Kegel- 
schnitte.    Jeder  Tangente   eines   solchen,    wie  überhaupt   einer  alge- 


*)  F.  Klein:    Ueber   eine   neue    Art   der   Rie  mann 'sehen   Flächen;    Math. 
Annalen,  Bd.  1,  p.  558. 
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braischen  Curve,  mag  die  Tangente  reell  oder  imaginär  sein,  kann 
man  im  Allgemeinen  einen  reellen  Punkt  der  Ebene  zuordnen.  Ist 
die  Tangente  reell,  so  wählen  wir  als  ihr  entsprechenden  Punkt  den 
Berührungspunkt;  ist  sie  imagiaär,  so  wählen  wir  den  einen  reellen 
Punkt,  den  sie  überhaupt  besitzt.  Beide  Festsetzungen  stimmen  inso- 
fern mit  einander  überein,  als  die  auf  reelle  Tangenten  bezügliche  aus 
der  anderen  durch  Grenzübergang  hervorgeht.  Denn  der  reelle  Punkt 
einer  imaginären  Tangente  ist  ihr  Schnittpunkt  mit  der  conjugirt 
imaginären  Geraden;  und,  wenn  diese  beiden  conjugirten  Linien  in 
eine  reelle  zusammenfallen,  so  geht  ihr  Schnittpunkt  eben  in  den 
Berührungspunkt  der  letzteren  über.  Es  sei  nun  zunächst  ein  reeller 
Kegelschnitt  gegeben,  den  wir  als  Ellipse  voraussetzen.  Von  jedem 
Punkte  ausserhalb  derselben  kann  man  zwei  reelle  Tangenten  an  sie 
legen,  dagegen  von  jedem  Punkte  im  Innern  der  Ellipse  zwei  con- 
jugirt imaginäre.  Es  gibt  also  immer  zivei  imaginäre  Tangenten, 
welchen  derselbe  reelle  Punkt  zugehört:  Die  reellen  Punkte,  welche 
den  imaginären  Tangenten  der  Ellipse  entsprechen,  erfüllen  das  Innere 
derselben  doppelt,  sie  bilden  eine  Fläche  von  der  Gestalt  eines  ellipsoi- 
dischen  Doppelblaltes.  Wenn  wir  dabei  von  einem  Doppelblatte 
sprechen,  so  denken  wir  uns  alle  Punkte  des  Innern  einmal  zu  einem 
Blatte  vereinigt,  insofern  sie  einer  Tangente  G  -f-  ill=0  zugeordnet 
sind,  und  einmal,  insofern  sie  zu  einer  Tangente  G  —  iff  =  0  gehören. 
Dieses  Doppelblatt  nun  repräsentirt  uns  die  Gesammtheit  der  imaginären 
Tangenten  der  Ellipse,-  d.  h.  die  Vertheilung  der  complexen  Werthe 
eines  Parameters,  von  dem  jene  Tangenten  rational  abhängen.  Beide 
Blätter  sind  durch  die  reellen  Punkte  der  Ellipse  mit  einander 
verbunden. 

-  Ganz  analoge  Ueberlegungen  können  wir  nun  auch  an  einer 
Curve  dritter  Klasse  anstellen.  Eine  solche  besteht  bekanntlich  ent- 
weder aus  zwei  geschlossenen  Zweigen,  von  denen  der  eine  drei 
Spitzen,  der  andere  eine  ovale  Form  hat,  oder  allein  aus  einem  drei- 
spitzigen Zuge  (vgl.  p,  514).  Wir  betrachten  hier  nur  den  ersten 
Fall.  Die  Tangenten  einer  Curve  der  beregten  Art  können  wir 
ebenso  als  elliptische  Functionen  eines  Parameters  darstellen,  als  die 
Punkte  einer  zweitheiligen  Curve  dritter  Ordnung;  d.  h.  die  eine 
Periode  des  betreffenden  elliptischen  Integrals  erster  Gattung  ist  reell, 
die  andere  rein  imaginär  (vgl.  p.  608);  und  also  ist  die  Parameter- 
vertheilung  für  die  reellen  Tangenten  der  beiden  Züge  dieselbe  (nur 
dualistisch  übertragen),  wie  in  Fig.  69. 

Setzen  wir  also  einem  Punkte  der  Curve  dritter  Klasse  den  Ar- 
gumentwerth  seiner  Tangente  bei,  so  erhalten  wir  die  in  Fig.  70 
dargestellte  Parametervertheilung :     Längs   des   Zuges  mit  drei  Spitzen 
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?rv/b.®^i^ 


sind  die  reellen  Zahlen  von 
0  bis  CO  in  der  Weise  ver- 
theilt,  dass  den  drei  Spitze]! 
die  Argumente  0,  ^a,  ^  ca 
zukommen;  und  die  ent- 
sprechenden drei  Rückkehr- 
tangenten schneiden  die 
Curve  noch  in  drei  Punkten, 
welche  den  von  einem 
Wendepunkte  der  Curve 
dritter  Ordnung  ausgehen- 
den  Tangenten  entsprechen, 
und  also  bez.  die  folgenden 
Argumente  haben: 

Für  die  Punkte  des  umschliessenden  Ovals  hat  der  imaginäre  Theil 
des  Arguments  überhaupt  gleichmässig  den  constanten  Werth  -^  co', 
während  er  für  die  Punkte  des  dreispitzigen  Zuges  verschwindet. 

In  Betreff  der  maginären  Tangenten  der  Curve  gilt  das  Folgende. 
Von  jedem  Punkte  ausserhalb  des  Ovals,  sowie  von  jedem  Punkte 
innerhalb  des  dreispitzigen  Zuges  kann  man,  wie  ein  Blick  auf  die 
Figur  lehrt,  drei  reelle  Tangenten  an  die  Curve  legen;  die  reellen 
Punkte  dagegen,  welche  conjugirt  imaginären  Tangenten  der  Curve 
entsprechen,  von  denen  also  nur  noch  eine  reelle  Tangente  ausgeht, 
erfüllen  den  Raum  zwischen  beiden  Curvenzügen  doppelt.  Denken 
wir  uns  demgemäss  diese  Punkte  wie  bei  der  Ellipse  auf  zwei  ver- 
schiedene, über  die  Ebene  zwischen  beiden  Curvenzügen  ausgebreitete 
Blätter  vertheilt,  die  längs  der  beiden  reellen  Curvenzüge  an  einander 
geheftet  sein  mögen,  so  bilden  sie  eine  Ai^t  Ring  fläche,  d.  h.  eine  Fläche, 
die  durch  continuirliche  Deformation  in  einen  gewöhnlichen  Ring 
übergeführt  werden  kann.*)     Jedem  Punkte  dieser  Fläche  gehört  nun 


03. 


*)  Die  von  uns  construirte  Fläche  hat  also  auch  denselben  Zusammenhang  ^  wie 
eine  Ringfläche ,  und  somit  auch  wie  die  zum  Studium  der  elliptischen  Functionen 
zu  benutzende  Riemann'sche  Fläche.  Man  kann  nun  überhaupt  die  letztere 
direct  durch  unsere  Ringfläche  ersetzen  und  auf  dieser  die  Integrationswege  des 
elliptischen  Integrals  verfolgen;  es  ist  dies  in  mancher  Beziehung  bequemer  und 
anschaulicher.  Die  beiden  Perioden  dieses  Integrals  entstehen  dann  dadurch, 
dass  man  dem  zwischen  bestimmten  Grenzen  geführten  Integrationswege  beliebig 
Meridiancurven  und  Breitencurven  hinzufügen  kann.  —  Aus  der  Zahl  für  den 
Zusammenhang  der  Ringfläche  kann  man  ferner  in  Riem an n "scher  Weise 
schliessen,  dass  die  Curve  dritter  Klasse  vom  Geschlechte  l  ist.  Aehnliches  gilt 
auch  bei  höheren  Curven.     Vgl.  Klein  a.  a.  0. 
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« 

ein  complexer  Werth  des  Arguments  u  zu  und  dem  gerade  über  ihm 
liegenden  des  andern  Blattes  der  conjugirt  imaginäre  Werth.  Insbe- 
sondere finden  sich  etwa  an  den  drei  Stellen,  welche  in  Fig.  70  durch 
kleine  Kreise  bezeichnet  sind,  diejenigen  Punkte  der  Fläche,  welche 
die  6  paarweise  conjugirt  imaginären  Rückkehrtangenten  der  Curve 
repräsentiren,  denen  also  bez.  die  folgenden  Argumente  zukommen: 

0  +  i»',    i"±i«',    l«  +  -3«'; 

denn  diese  Punkte  müssen  bez.  zwischen  den  Punktepaaren  0  und 
0  -\-  i^a,  I  0)  und  |  ö  -|-  ^  «',  |  co  und  f  m  +  4-  ^'  symmetrisch  liegen. 
Auf  der  Fläche  sind  nun  besonders  zwei  Curvensysteme  von  Wichtig- 
keit, die  wir  als  Breitencurven  und  Meridiancurven  unterscheiden  wollen ; 
sie  sind  dadurch  definirt,  dass  auf  ihnen  bez.  der  imaginäre  und  der 
reelle  Theil  des  Arguments  einen  constanten  Werth  hat.  Die  Meri- 
diancurven werden,  wie  hier  nur  kurz  bemerkt  Averden  mag,  durch  die 
Tangenten  des  dreispitzigen  Zuges  gebildet,  d.  h.  auf  der  Ringfiäche 
durch  eine  Ebene  ausgeschnitten,  welche  durch  eine  solche  Tangente, 
etwa  senkrecht  zur  Ebene  der  Zeichnung,  gelegt  wird.  Eine  Curve 
der  Art  ist  in  Fig.  70  durch  Verbindung  der  Punkte  J  w  und  -J  w  -f-  ^co 
angedeutet.  Die  Breitencurven,  auf  denen  immer  der  imaginäre  Theil 
des  Arguments  constant  ist,  verlaufen  gewissermassen  senkrecht  zu 
den  Meridiancurven;  zu  ihnen  gehören  insbesondere  die  beiden  reellen 
Züge  der  Curve  selbst,  indem  auf  dem  Ovale  der  imaginäre  Theil  stets 
gleich  4" «';  auf  dem  dreispitzigen  Zuge  stets  gleich  Null  ist.  Eine 
nähere  Untersuchung  ergibt  weiter,  dass  je  zwei  Breitencurven,  für 
welche  die  constanten  imaginären  Werthe  um  \  «'  differiren,  zusammen 
die  beiden  reellen  Züge  einer  algebraischen  Curve  vom  Geschlechte 
/>  =  1  bilden.  *)  — 


*)  Diese  Curven  sind  ferner  durch  die  in  folgenden  S^zen  ausgesjn-ochenen 
Eigenschaften  cliarakterisirt : 

Das  Doppelverhdllniss  der  vier  reellen  Schnittpunkte  jeder  Curve  mit  den  Tangenten 
um  dreispitzigen  Zuge  der  Grundcurve  ist  constant.  Die  Breitencurven  bilden  einen 
Theil  eines  Curvensystems ,  welches  dadurch  erhalten  wird,  dass  man  auf  jeder  Tan- 
gente der  Curve  dritter  Klasse  zu  der  binären  biquadrotischen  Form  f ,  gebildet  durch 
ihre  Schnittpunkte  7/nt  der  Curve,  die  Hesse'.sTAc  Form  H  und  den  Büschel  v.f-\-\H 
construirt. 

Für  die  Breiten-  und  Meridiancurven  erwähnen  wir  schliesslich  noch  die 
Relation ,  dass  die  beiden  von  jedem  Punkte  der  liinqßärhe  ausgehenden  conjugirt  ima- 
ginären Tangenten  harmonisch  zu  den  Richtungen  dieser  Curven  liegen.  Diese  Be- 
ziehung gibt  dann  weiter  einen  bemerkenswerthen  Zusammenhang  des  Systems 
der  Breitencurven  mit  der  zur  Grundcurve  gehörigen  Zwischeuform  Q.  —  Vgl. 
Näheres  über  diese  Verhältnisse  bei  Harnack:  Ueber  die  Verwerthung  der 
elliptischen  Functionen  für  die  Geometrie  der  Curven  dritten  Grades,  Math. 
Annalen,  Bd.  9;  ferner  unten  p.  622. 
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Wir  wollen  nuu  mit  Hülfe  der  Gleichung  (12)  einige  weitere 
Probleme  behandeln.  Zunächst  stellen  wir  eine  Frage,  auf  deren  Be- 
antwortung wir  schon  bei  Gelegenheit  der  Grassmann'schen  Erzeu- 
gungsweise der  Curve  dritter  Ordnung  geführt  wurden,  nämlich  (vgl. 
p.  539): 

Es  sind  auf  der  Curvc  drei  Punkte  ?nit  den  Argumenten  a,  h,  c 
gegeben,  es  sollan  durch  dieselben  drei  Gerade  gelegt  iverden,  ivelche  sich 
auf  der  Curve  schneiden. 

Bezeichnen  Avir  mit  u,  v,  w  diese  drei  Schnittpunkte,  so  haben 
wir  die  drei  Bedingungen: 

a  -\-  V  -}-  w  ^  0 , 
b  -\-  IV  -{-  II  ^^  ^ , 
c  -\-  u  -\-  V  :^^0 , 
und  hieraus  durch  Addition: 

,  I  a  -{-  b  -\-  c     ,     pco  -\-  qa' 

u-{-v-\-tv  = ^^—  +  -—Y       ' 

also  schliesslich   {P  =  pa  -\-  qco'): 

a  —  b  —  c   ,    P 

u  = ^ h  -^  1 

(18)  v= :^- +v,  , 

c  —  a  —  h     ,     P 

Hier  haben  wir  für  p  und  g  nur  0   oder  1  zu  setzen    und  erhalten  so 
wieder  den  bekannten  Satz : 

Es  gibt  vier  Preiecke,  deren  Ecken  einzeln  auf  der  Curve  liegen,  und 
deren  Seiten  durch  drei  gegebene  Punkte  der  Curve  gehen. 

Ferner  ergibt  der  Vergleich  der  Ausdrücke  (18)  mit  (15)  das  uns 
ebenfalls  bereits  bekannte  Resultat: 

Wenji  man  zu  'den  Ecken  eines  dieser  Dreiecke  die  correspondirenden 
Punkte  in  den  drei  Systemen  von  Polepaaren  construirt,  so  erhält  man  die 
Ecken  der  drei  anderen  Dreiecke. 

Man  leitet  hieraus  ferner  leicht  die  früher  gegebene  Construction 
der  vier  Dreiecke  ab.  —  Wenn  die  Punkte  a,  b,  c  in  gerader  Linie 
liegen,  so  ist: 

r/  +  &  -f  c  z-  0 , 

und  es  gibt  eine  Periode  T\  =  %  co  -\-  yi  g}\  so  dass: 

^{a-{-b-^c)E^^W. 

In  Folge  dessen  gehen  die  Gleichungen  (18)  über  in: 

u^a-\ ~~,     v  =  b  -^  --—,     iü  =  c-i ^— • 
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Von  den  vier  oben  gefundenen  Lösungen  wird  demnach  «eine  {P  =  TT) 
uneigentlich,  indem  das  entsprechende  Dreieck  in  die  Verbindungslinie 
der  drei  gegebenen  Punkte  übergeht.*) 

Es  lassen  sich  also  einer  Curve  dritter  Ordnung  nur  drei  Dreiecke 
einschreiben ,  deren  Seiten  durch  drei  auf  der  Curve  gegebene,  in  einer 
Geraden  liegende  Punkte  gehen.  Ihre  Ecken  sind  die  drei  Punktetripel, 
ivelche  den  gegebenen  Punkten  als  conjugirte  Pole  in  den  drei  Systemen 
entsprechen.  (Man  kann  auf  diese  Breiecke  noch  sechs  Grassmann- 
sche  Er zeugungsiv eisen  der  Curve  begründen.)  — 

Wir  können  ferner  mit  Hülfe  der  Gleichung  (12)  die  S  t  einer - 
sehen  Polygone**}  behandeln,  die  wir  auch  schon  bei  Curven  mit 
Dojipelpunkt  betrachtet  haben,  wie  denn  überhauijt  der  Satz  von  dem 
Verschwinden  der  Integralsumme  an  Stelle  des  bei  Curven  mit  Doppel- 
punkt geltenden  vom  Verschwinden  der  Summe  der  Logarithmen  zu 
treten  hat  (vgl.  Gleichung  (9)  auf  p.  586  und  p.  593). 

Zur  Construction  eines  Stein  er 'sehen  Polygons  ziehen  wir  durch 
einen  festen  Punkt  a  der  Curve  eine  beliebige  Gerade,  welche  noch 
in  zwei  Punkten  mit  den  Argumenten  u^ ,  u.>  schneidet,  u^  verbinden 
wir  mit  einem  beliebigen  festen  Punkte  b  der  Curve  durch  eine  Linie, 
welche  noch  durch  u-^  geht,  u.^  wieder  mit  a  durch  eine  in  u^  schnei- 
dende Gerade,  u.  s.  f.:  Wir  fragen,  wie  b  liegen  muss,  damit  ein 
geschlossenes  Polygon  von  2n  Seiten  entsteht,  d.  h.  damit  die  2«'® 
Seite  wieder  durch  den  Punkt  w^  geht.  Diese  Construction  gibt  uns 
nun  unmittelbar  die  folgenden  ßedingungsgleichungen: 

a  +  ?/,         -f-  «2    =  0 ,         b  -\-  lt.,    +  Wg  EE  0  , 


(19) 


«  +   "o  +   "6      ^  0  ^  ^  +  «C      +  «7  =  0  J 


.rt  +  ^/2«-l  +  U2n  ^  0  ,  b  -\-  U2„  +  Wj  =  0  . 

Durch  Addition  folgt  also: 

n  .  a  -{-  Eui  ^  0 ,      n  .  b  -{-  Zui  ^  0 , 
oder : 

(20)  .  a  =  b  +  \{pcy+qai'). 

Mittelst  dieser  Gleichung  ist  b  mehrdeutig  bestimmt,   wenn  a  ge- 
geben   ist.     Alsdann   lassen   sich   aus   (19)    alle    Ecken   des  Polygons 

*)  Vgl  Clebsch:  Math.  Annalen,  Bd.  5,  p.  425,  und  für  den  besonderen 
Fall,  dass  a,  &,  c  in  gerader  Linie  liegen:  Hesse,  Crelle's  Journal,  ßd.  36. 

**)  Vgl.  Steiner,  Crelle's  Journal,  Bd.  32,  p.  182,  und  Clebsch,  ib.  Bd.  63: 
lieber  einen  Satz  von  Steiner  und  einige  Punkte  der  Theorie  der  Curven  drit- 
ter Ordnung.  In  letzterem  Aufsatze  wurden  überhaupt  zuerst  die  elliptischen 
Functionen  für  die  Curven  3.  Ordnung  verwerthet. 
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successive  berechnen,  sobald  eine,  etwa  ?<,,  willkürlich  gewählt  ist; 
und  somit  liegt  in  (20)  der  Beweis  des  Steiner'schen  Satzes: 

Es  gibt  unendlich  viele  Polygone  von  2  n  Seiten  und  2  n  Ecken,  deren 
Ecken  auf  einer  allgemeinen  Curve  dritter  Ordnung  liegen,  deren  unge- 
rade Seiten  sich  in  einem  Punkte  a  der  Curve  treffen  und  deren  gerade 
Seit 671  durch  einen  ziveiten  Punkt  b  der  Curve  gehen.  Ist  a  gegeben,  so 
ist  b  dadurch  mehrdeutig  bestimmt;  zu  zwei  zusammengehörigen  Punkten 
a,  b,  „einem  zur  Zahl  n  gehörigen  Steiner'schen  Punktepaare",  gibt  es 
aber  unendlich  viele  Polygone,  indem  die  erste  (durch  a  gehende)  Seite 
ganz  tvillkürlich  ist. 

Was  die  Bestimmung  von  a  aus  b  (oder  b  aus  a)  betrifft,  so  zeigt 
die  Gleichung  (20),  dass  dieselbe  durch  das  Problem  der  n-Theilung 
der  elliptischen   Functionen  geschieht;   in   der  That  hat  man,  um  die 

Coordinaten  des  Punktes  a  anzugeben,  nach  (5)  für  b  ==—  die  Aufgabe 


sm  am 


I  '^ —^ —  1     aus     sm  am  p 


zu  finden.  Dieselbe  hat  bekanntlich  ?i-  Lösungen,  wenn  n  eine  unge- 
rade Primzahl  ist,  und  diese  lassen  sich  mit  Hülfe  von  Wurzelzeichen 
durch  die  Wurzehi  einer  einzigen  Gleichung  (n  -\-  1)*''"  Grades  dar- 
stellen. Unter  jenen  n^  Lösungen  ist  aber  eine  für  uns  unbrauchbare 
enthalten^  nämlich  diejenige,  wo  a  =  b  wird. 

Ist  daher  n  eine  Primzahl,  so  gibt  es  n~  —  1  Punkte  b ,  tvelche  mit 
einem  gegebenen  Punkte  a  ein  Steiuer'^rÄes  Punktepaar  bilden.  Diese 
Punkte  ordnen  sich  in  n  -f-  1  Gruppen,  entsprechend  den  Wurzeln 
jener  Gleichung  (n  -f-  '^^^^  Grades;  und  jede  Gruppe  besteht  aus  n  —  1 
Punkten.  Aus  den  später  anzugebenden  Beziehungen  zwischen  ver- 
schiedeneu Steiner'schen  Punktepaaren  wird  man  ferner  sehr  ein- 
fache Beziehungen  zwischen  den  Punkten  einer  solchen  Gruppe 
ableiten. 

Ist  jedoch  n  keine  Primzahl,  so  wird  es  vorkommen  können,  dass 
die  Zahlen  p,  q  in  dem  Ausdrucke 

-  pco  -f  qa 

c   t 

n 

% 

welche  die  Werthe  0,  1 ,  2,  .  .  .  n —  1  annehmen  können,  mit  n 
gleichzeitig  denselben  Factor  gemein  haben;  und  dann  entsteht  das 
2n-Eck  offenbar  durch  wiederholte  Umgänge  eines  Polygons  von 
geringerer  Seitenzahl.*)     Man  hat  also  allgemein  den  Satz: 

Zu  jedem  Punkte  a  der  Curve  gehören  so  viele  Punkte  b,  als  Zahlen- 
paare p,  q  {<.  n)  existiren,  tvelche  ?nit  n  keinen  Factor  gemein  haben. 


*)    Vgl.   die    entsprechenden   üeberlegungen    bei    Curven   mit   Doppelpunkt 
auf  p.  589. 
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Zu  besonders  ausgezeichneten  Polygonen  geben  die  Wendepunkte 
Veranlassung.  Man  erkennt  nämlich  aus  (16),  dass  je  zwei  Wende- 
punkte ein  Stein  er 'sches  Punktepaar  für  n  =  3,  und  aus  (17),  dass 
je  zwei  Berührungspunkte  der  von  verschiedenen  Wendepunkten  aus- 
gehenden Tangenten  ein  solches  Punktepaar  für  n  =  6  bilden.  Man 
hat  also  den  Satz,  dessen  ersten  Theil  schon  Steiner  angab: 

Je  zwei  Wendepunkte  können  die  Schnidpunkte  der  geraden  vnd 
ungeraden  Seiten  eines  Steiner'schcn  Sechsecks  und  je  zivci  ßcri'diritngs- 
punkte  der  von  zxueien  unter  ihnen  ausgehenden  Tangenten  dergleichen 
Punkte  für  ein  Stein  er 'i'c/^^s  Zwölf  eck  sein. 

Ferner  können  wir  in  folgender  Weise  Punktsysteme  auf  der 
Curve  angeben,  die  für  einen  speciellen  Fall  {n  =  3)  auf  die  Wende- 
punkte zurückführen.  Wir  stellen  die  Forderung,  dass  von  dem 
Systeme  der  zu  einem  Punkte  a  gehörigen  Punkte  h  immer  auf  der 
Verbindungslinie  zweier  noch  ein  dritter  liege.  Sind  zwei  solche 
Punkte  {b,  h')  durch  die  Gleichungen: 

gegeben,    so  müssen  sich  alsdann    zwei  Zahlen  ;/',  q"  angeben  lassen, 
so  dass 

a  ^b    -\- —^ —  , 

und  b  -{-b'  -\-  b"  =  0,  d.  h.: 

3«  -  ^  {(/>  +  //  +  P")  "  +  (^/  +  ?'  +  q")  m'}  2EZ  0  ; 

oder  es  muss  sein,  wenn  /•,  s  ga?ize  Zahlen  sind: 

(21)         a=  '^'^'  +lj(p  -f ;/  +  ;/')  «  +  (ry  +  ./  +  q')  «'}  . 

Da  nun  der  erste  Theil  der  rechten  Seite  das  Argument  eines  Wende- 
punktes ist,  so  hat  man  folgenden  Satz: 

Alle  und  nur  diejenigen  Punkte  a,  welche  mit  einein  Wendepunkte 
ein  zur  Zahl  3n  gehöriges  Steiner'scÄ^s  Punktepaar  bilden  können, 
haben  die  Eigenschaft,  dass  die  V erbindun gslijüe  von  irgend  zwei  Punkten, 
die  mit  a  ein  zur  Zahl  n  gehöriges  Punktepaar  bilden.,  die  Curve  in 
einem  dritten  Punkte  schneiden,  welcher  a  zu  einem  ebensolchen  Punkte- 
paare ergänzt. 

Das  nähere  Studium  der  so  definirten  Punktsysteme  a,  b,  welche 
von  den  Wendepunkten  abhängen,  und  als  deren  speciellster  Fall  das 
System  der  Wendepunkte  selbst  erscheint,  bietet  grosses  Interesse. 
Dieselben  sind  verschieden  je  nach  der  Natur  der  Zahlen 

>^,    P^)=P  +  P  +  /',     ^ü  =  (Z  +  v'  +  q", 
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und  zwar  in  folgender  Weise.  Genügt  a  der  Relation  (21),  so  wollen 
wir  einen  Punkt,  welcher  mit  a  ein  zur  Zahl  n  gehöriges  Punktepaar 

l)ildet,  desseji  Argument  also  von  der  Form  a  4-  ^"  "^'^"      ist,     kurz 
°  '  11  ' 

einen  Punkt  r,  s  nennen.     Sollen   dann   also  die  Punkte   r,  s]   r ,  Z; 

r",  s"  auf  einer  Geraden  liegen,  so  muss  man  haben: 

/•  +  r'  +  r"  =  ;;„  ,     5  +  /  +  s"  eez  (Jq        (mod.  )i) . 

ff'enn  nun  erstlich  n  durch  3  (heilbar  ist,  aber  nicht  7;,,  und  ^„,  so 
können  die  Punkte  r,  s;  r',  Z;  /',  /'  nie  in  einen  Punkt  zusammen- 
fallen. 7s/  dagegen  n  nicht  durch  3  theilbar ,  so  kann  man,  und  zwar 
auf  eine  Art 

3  r  ^^  /?„ ,     o  s^  q^         (mod.  n) 

machen;  dann  gehört  also  ein  JVetidepunkt  zu  dem  Sgsteme.  Ist  end- 
lich jede  der  Zahlen  n,  p^^,  q^  durch  3  theilbar,  so  gehört  jeder  der 
9  Wendepunkte  zu  dem  Systeme. 

Ist  ferner  n  ungerade ,  so  bestehen  die  Congruenzen 

r  -f-  2  r  ^  »y ,     *■'  +  2  s  i^  <7y         (mod.  n) 

so  zusammen,  dass  jedem  Punkte  r ,  s  ein  Punkt  r,  s  entspricht,  und 
umgekehrt.  In  diesem  Falle  also  kann  man  von  jedem  Punkte  des 
Systems  eine  Tangente  ziehen,  deren  Berührungspunkt  dem  Systeme 
angehört,  und  die  Tangente  in  jedem  Punkte  des  Systems  geht  noch 
durch  einen  anderen  desselben.  Ist  dagegen  n  gerade^  so  gehört  zwar 
zu  jedem  Punkte  r,  s  ein  Punkt  /,  /;  aber  umgekehrt  gehört  zu 
einem  Punkte  r,  s  nur  dann  ein  Punkt  r,  s,  wenn  die  Zahlen 
Pi)  —  ^'';  f/o  —  ^'  gerade  sind ;  dann  aber  gehören  zu  demselben  auch 
noch  die  Punkte 

',71  I     fi  I     w  I     n 

r-\--^:S;     r,5  +  -;     r -f  -  ,     s -\-  ^  . 

Es  geht  also  zwar  noch  die  Tangente  in  jedem  Punkte  des  Systems 
durch  einen  andern,  aber  immer  vier  durch  denselben,  so  dass  über- 
haupt nur  durch  den  vierten  Theil  aller  Punkte  Tangenten  anderer 
Punkte  hindurchgehen.*)  — 

Die  Untersuchung  der  Steiner'schen  Punktepaare  gibt  uns  noch 
zu  einigen  allgemeineren  Erörterungen  Veranlassung,  insofern  durch 
dieselben  auf  der  Curve  eine  paarweise  Zuordnung  der  Punkte  (Corre- 
spondenz)  gegAen  wird.  Ein  solches  zur  Zahl  n  gehöriges  Punkte- 
paar ist  durch  die  Relation  (20)  definirt,  nämlich: 

(22)  a-b-^Jpco  +  qco'),     (=  .)  . 

*)  Vgl.  noch  Näheres  über  diese  Punktsysteme  bei  Clebsch  a.  a.  U. 


Die  Curven  drittel-  Orduimg  oder  dritter  Klasse.  610 

Lassen  Avir  nun  a  die  Curve  durchlaufen  und  suchen  zu  jedem  a  den 
entsprechenden  Punkt  h,  indem  wir  den  Zahlen  ji,  q  bestimmte, 
constante  Wcrthe  beilegen,  so  werden  wir  alle  «,uf  der  Curve  denk- 
baren zur  Zahl  n  o-ehörigen  Paare  erhalten,  für  welche  die  Zahlen 
jt),  q  diese  bestimmten  Werthe  haben;  und  es^^^ist  klar,  dass  alle  diese 
Punktepaare  a,  h'  aus  dem  einen  gegebenen  «,  h  durch  Aenderung 
dieser  Argumente  um  die  gleiche  Constante  hervorgehen,  so  dass 
immer  die  Bedingung  a  —  h'  ^  a  —  b  erfüllt  bleibt.  Letzteres  gibt 
die  folo-ende  geometrische  Construction  dieser  Paare:  Wir  verbinden 
die  Punkte  a,  b  mit  einem  beliebigen  Punkte  c  der  Curve,  so  dass 
letztere  von  den  Linien  ac,  bc  in  den  Punkten  b' ,  a  getroffen 
wird,  wo: 

«'  E^  (b  -\-  C)  ,       Ö'  ^E  —  («  +  C)  . 

Dann  folgt  aber: 

(23)  d  —  b'  :E2a  —  b=  c  . 

Um  den  Inhalt  dieser  Gleichung  einfach  auszusprechen,  wollen 
wir  nun  die  Punktepaare  (22)  in  verschiedene  Klassen  eintheilen, 
indem  wir  zu  derselben  Klasse  alle  diejenigen  vereinigen,  für  welche 
die  Zahlen  p,  q  dieselben  Werthe  haben.  Die  Gleichung  (23)  gibt 
dann  den  Satz: 

Verbindet  man  ein  Steiner'scÄes  Punktepaar  mit  irgend  einem 
Punkte  der  Curve,  so  schneiden  die  Verbindungslinien  die  Curve  in  neuen 
Punktepaaren  derselben  Klasse,  so  dass  man  alle  Punktepaare  einer 
Klasse  aus  einem  derselben  erhält,  inde?n  man  den  ivillkürlichen  Punkt 
sich  über  die  ganze  Curve  bewegen  lässt. 

Die  verschiedenen  Klassen  von  Punktepaaren  ordnen  sich  nun 
weiter  in  Gruppen^  insofern  man  alle  Klassen  zu  einer  Gruppe  ver- 
einigt, für  welche  die  Grösse  £  =  —  (p  oj  -}-  g  to')  sich  nur  um  ganz- 
zahlige Factoren  unterscheidet,  für  welche  also: 

a  —  b  ^  E  ,     2£,o£,  ...(w  —  1)  s  . 

Es  ist  aber  zu  bemerken ,  dass  die  z^u  h  e  und  (n  —  7i)  s  gehörigen 
Klassen  einer  Gruppe  nicht  von  einander  verschieden  sind,  indem  die- 
selben durch  blosse  Vertauschung  von  a  mit  b  in  einander  übergehen. 
Jede  Gruppe  umfasst  also  nur  ^  (n  —  1)  Klassen;  und  es  gibt  {n  -\-  1) 
solche  Gruppen  entsprechend  den  Wurzeln  der  Gleichung  (w  -(-  1)**^" 
Grades,  von  welcher  die  n-Theikmg  abhängt.*)  Ferner  sind  in  jeder 
Gruppe,  wenn  ?i  keine  Primzahl  ist,  Klassen  uneigentlicher  Polygone 
enthalten,  wie  man  durch  ähnliche  Ueberlegungen,  wie  oben,  erschliesst; 


*)  Diese   Gruppen  entsprecheu    also    den  verschiedenen,    nicht  äquivalenten 
Klassen,  welche  man  bei  einer  Transformation  «ten  Grades  unterscheidet. 
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(loch  gehen  wir  auf  diese  Fälle  nicht  weiter  ein.      Wir  erwähnen  nur 
noch  einen  Satz,  mittelst  dessen  in  Verbindung  mit  dem  vorigen  man, 
wie   sofort  ersichtlich   ist,    auch   alle  Punklepaarc   einer   Gruppe    aus 
einem  einzigen  Paare  linear  ableiten  kann. 
Bestehen  nämlich  die  Gleichungen: 

# —  b  ^^  h£ ,     d  —  Z/'  ^^  li  B 
und  sind  die  Punkte  d\  b" \  d",  ?>'" ' definirt  durch: 

a^b'  -\-  a"  =0,     b-{-  d  -\-b"  ~0, 
«  +  «'  +  d"  =  0 ,     b-]-b'  -{-  b'"  =  0, 
so  ist  auch: 

d'  —  //'  EEE  {Ji   —  h)  e ,     d"  —  b'"  ^  —  (^^  +  ^0  ^  • 

Sind  also  zwei  Paare  a,  b]  d,  b'  derselben  Gruppe  gegeben.,  und 
verbindet  man  dieselben  über  Kreuz,  so  schneiden  diese  V erbind ungslinien 
auf  der  Curve  zivei  neue  Punktepaare  aus,  welche  derselben  Gruppe  an- 
gehören. Nur  ivenn  beide  Paare  auch  von  derselben  Klasse  sind  {h  =  h'), 
fällt  eines  der  neuen  Paare  in  einen  Punkt  der  Curve  zusammen,  ivährend 
das  zweite  einer  anderen  Klasse  angehört.  Die  letztere  Bemerkung 
führt  dazu,  aus  zwei  Paaren  derselben  Klasse  Paare  anderer  Klassen 
derselben  Gruppe  zu  finden.  Da  aber  nach  dem  vorhergehenden  Satze 
alle  Paare  einer  Klasse  Avieder  durch  ein  Paar  derselben  gegeben  sind, 
so  kann  man  in  der  That  auch  alle  Paare  einer  Gruppe  aus  einem 
Paare  construiren. 

Dagegen  ist  es  nicht  möglich,  Punktepaare  verschiedener  Gruppen 
zu  construiren,  wenn  ein  einziges  Paar  gegeben  ist.  Vielmehr  sind 
dazu  zwei  Paare  nöthig, 

a  —  b  ^  s ,     d  —  b'  =^  E  , 

Avelche  nicht  derselben  Gruppe  angehören.     Wendet  man  nämlich  auf 
sie  dieselbe  Construction  an,  so  kommt  man  auf  zwei  Paare,   für  die: 

a    —  b    ^f  —  €  ,     a     —  b    =  —  (f-j-f). 

Wir  haben  also  den  Satz.' 

Sind  zwei  Steiner'scÄe  Punktepaare  verschiedener  Gruppen  gegeben 
{a ,  b,  e;  d,  b',  f'),  und  verbindet  man  a  mit  b' ,  d  mit  b  oder  a  mit  d, 
b  tnit  b',  so  erhält  man  ein  drittes  Paar ,  welches  einer  anderen  Gruppe 
angehört.  Aus  zwei  gegebenen  Paaren  verschiedener  Gruppen  hann  man 
überhaupt  alle  Paare  construiren,  welche  einer  Zahl  n  zugehören,   wenn: 

£  =  ^  (/^  w  +  y  «')  ;       £   =  -  {P^  +  Q^')  , 

und  wenn  weder  p,  q  noch  p ,  q   einen  Factor  mit  n  gemein  haben. 

Man  kann  nun  ferner  nach   Beziehungen  zwischen  Punktepaaren 
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fragen,  die  zu  verschiedenen  Zahlen  n  gehören;  wir  unterlassen  jedoch 
die  weitere  Ausführung  dieser  Theorien,  um  an  das  Vorstehende 
Untersuchungen  anderen  Charakters  anzuknüpfen,  indem  wir  die  Be- 
ziehungen zwischen  verschiedenen  Punkten  auf  der  Curve  mit  anderen 
geometrischen  Gebilden  der  Ebene  in  Verbindung  setzen.  Legt  man 
nämlich  den  Zahlen  p,  q  in  (22)  constante  Werthe  bei,  so  werden 
die  Verbindungslinien  je  zweier  einander  entsprechenden  Punkte  ö,  b 
eine  bestimmte  Curve  umhüllen:  und  diese  Curve  ist  von  der  sechsten 
Klasse.^)  Einem  Punkte  b  entspricht  nämlich  vermöge  (22)  der  Punkt 
r/  ^  J  -(-  £,  wo  £  eine  Constante,  und  der  dritte  Schnittpunkt  u  der 
Verbindungslinie  von  a  und  b  ist  bestimmt  durch: 

2b  -{-  s-\-u==0. 

Die  Punkte  b,  deren  Verbindungslinien  mit  dem  entsprechenden  b  -\-  e 
durch  denselben  Punkt  u  gehen,  sind  also  bestimmt  durch 

(24)  b  =  —  ^i^  +  P<o  +  q<o'  . 

d.  h.  ihre  Zahl  ist  gleich  4,  entsprechend  den  4  Werthepaaren,  welche 
p,  q  beizulegen  sind;  ausserdem  aber  geht  noch  durch  n  die  Verbin- 
dungslinie von  u  (als  Punkt  b)  mit  dem  entsprechenden  Punkte  u  -\-  8 
und  die  Verbindungslinie  von  u  (als  Punkt  a)  mit  dem  entsprechenden 
Punkte  u  —  £;  so  dass  wir  im  Ganzen  6  Tangenten  durch  u  haben. 
Die  Relation  (24)  gibt  durch  Vergleichung  mit  (15)  beiläufig  den  Satz: 

Gehl  die  Verbindungslinie  des  Punktes  a  mit  dem  ihm  zugeordneten 
a  -\-  s  durch  ii,  so  gehen  auch  die  Verbindwigslinien  der  drei  Punkte, 
icelche  a  zu  einem  Polepaare  ergänzen,  mit  den  ihnen  zugeordneten 
Punkten  durch  n. 

Nimmt  man  nun  insbesondere  in  (22)  n  ==  2,  also  s  ==  ^  co,  oder 
=  ^  ö'  oder  =  1^  (co -f- «')  5  so  bilden  je  zwei  einander  zugeordnete 
Punkte  a,  b  ein  Poiepaar,  und  die  Beziehung  zwischen  ihnen  wird 
eine  wechselseitige,  das  Umhüllungsgebilde  ihrer  Verbindungslinien 
daher  nur  noch  von  der  dritten  Klasse.  Die  drei  so  entstehenden 
Curven  sind  aber  nach  bekannten  Sätzen  (p.  516)  keine  anderen,  als 
die  drei  Cayley 'sehen  Curven  bez.  zu  den  drei  Curven  dritter  Ord- 
nung, denen  die  gegebene  Grundcurve  als  Hesse 'sehe  zugehört.  Unter 
den  soeben  definirlen  Curven  6'*^'  Klasse  sind  also  für  n  =  2  insbesondere 
die  drei  Ca.yley'schen  Curven,  Je  dopiyelt  zählend,  enthalten,  welche  der 
Grundcurve  in  bekannter   Weise  zugehören. 

Das  Vorstehende  kann  man  übrigens  von  der  Betrachtung  der 
Steiner'schen   Punktepaare  ganz  unabhängig  machen,  indem  man  s 


*)  Vgl.  im  Folgenden  Harnack  a.  a.  0.,    wo   man   insbesondere    auch   das 
Verhalten  dieser  Curven  in  Bezug  auf  Reell  und  Imaginär  näher  erörtert  findet. 
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als  continirlich  veränderlichen  Parameter  auffasst  ohne  Rücksicht  darauf, 

ob  derselbe   in  der  Form  —  (pco  -\-  qd)  erscheint.     Jedem  Werthe  von 

£  ist  dann  eine  Curve  G*'''^  Klasse  in  angegebener  AVeise  zugeordnet; 
und  zwar  ivird  jede  Tangente  der  Ebene  von  drei  Ciirven  des  durch  Varia- 
lion  von  s  entstehenden  Systems  berührt.  Denn  man  kann  die  drei 
Schnittpunkte  einer  beliebigen  Geraden  mit  der  Grundcurve  offenbar 
auf  dreierlei  Weisen  zu  je  zweien  als  zugeordnete  combiniren.*) 

Statt  durch  die  Relation  a  —  b  ^e  e  kann  man  natürlich  auch 
jedem  Punkte  a  einen  Punkt  b  durch  die  Bedingung  «  -|-  ö  zze  f  zu- 
ordnen. Dann  geht  die  Verbindungslinie  je  zweier  entsprechenden  Punkte 
immer  durch  denselben  Punkt  —  £;  diese  Art  der  Zuordnung  ist  daher 
von  der  vorhin  besprochenen  wesentlich  verschieden.  Von  besonderem 
Interesse  sind  hier  die  Fälle,  wo  der  Punkt  —  £  in  einem  der  neun 
Wendepunkte  liegt.  Jede  durch  einen  solchen  gehende  Gerade  wird 
nämlich  von  der  Curve  und  der  harmonischen  Geraden  des  betreffen- 
den Wendepunktes  harmonisch  getheilt.  Die  durch  die  Relation 
a  -\-  h  ^^  {^p  a  -\-  qa'^  auf  der  Curve  gegebene  paarweise  Zuordnung 
ihrer  Punkte  wird  also  algebraisch  durch  eine  CoUineation  in  der  Ebene 
dargestellt,  und  zwar  durch  eine  perspectivische  Transformation,  deren 
Collineationscentrum  in  einem  Wendepunkte  liegt  und  deren  Collineafions- 
axe  mit  der  betreifenden  harmonischen  Geraden  zusammenfällt.'*'*) 

Man  kann  endlich  die  allgemeinere  Beziehung: 

ma  —  nb  ^  e 

zwischen  Punkten  a,  b  auf  der  Curve  untersuchen.  Jedem  Punkte  a 
entsprechen  dann  w^  Punkte  b  und  jedem  b  umgekehrt  m^  Punkte  a,  wenn 
m  und  n  ungerade  Primzahlen  sind.  Die  Verbindungslinien  entsprechen- 
der Punkte  umhiUlen  hier  eine  Curve  der  Klasse  2  (w^  -\-  mn -\-  n^),  was 
man  leicht  in  analoger  Weise  beweist,  wie  das  Entsprechende 
im  Falle  m  =  n=\.  Man  wird  dagegen  nicht  mehr  zu  algebraischen 
Curven  der  Art  als  Umhüllungsgebilden  geführt,  wenn  man  zwei 
Punkte  rt,  b  durch  die  noch  allgemeinere  Relation 

a  ^=  Qb  -\-  B 


*)  Dies  System  von  Curven  ist  dasselbe  (nur  in  dualistisch  übertragenem 
Sinne),  welches  bei  einer  Curve  mit  zwei  reellen  Zügen  auf  der  Ringfläche  die 
Breitencurven  liefert;  vgl.  die  Anmk.  auf  p.  613.  Auf  den  Zusammenhang  des- 
selben mit  dem  Connexe  Q  =  {ahuf  {cau)  c^h^  werden  wir  in  der  VII,  Abthei- 
lung dieser  Vorlesungen  noch  zurückkommen. 

**)  Ausser  diesen  9  gibt  es  9  andere  Collineationen  der  C^  in  sich,  von  denen 
jede  durch  Combination  je  zweier  der  ersteren  entsteht;  vgl.  die  Anmerkung  auf 
p.  508.  —  Von  den  Wendepunkten  ausgehend  wird  man  mit  Hülfe  der  ellipti- 
schen Functionen  auch  einfach  zur  Betrachtung  der  sogenannten  Inßexionstripel 
geführt;  vgl.  darüber  Gent:  Schlömilch's  Zeitsehritt,  Bd.  17. 
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■  iu  Verbindung  setzt,  avo  q  eine  heUehige  Constante  bedeutet.  In 
jedem  dieser  Fülle  kann  man  übrigens  die  Tangenten  ?/,  der  entstehen- 
den Enveloppen  leicht  als  elliptische  Functionen  eines  Parameters 
darstellen;  man  hat  nur  aus  (5)  die  Coordinaten  Xi  und  rji  der  Punkte 
mit  den  Argumenten  ii  und  qu  -]-  e  zu  berechnen  und  dann  «,=  {xy)i 
zu  setzen.  — 

Wir  wenden  uns  nunmehr  zu  wichtigen  Verallgemeinerungen  des 
Vorhergehenden,  welche  sich  auf  die  Schnittpunkte  der  C.^  mit  belie- 
bigen anderen  Curven  beziehen  Es  seien  zunächst  u^,  it,  .  .  .  u^^  die 
Argumente  der  6  Schnittpunkte  der  C.^  mit  einem  Kegelschnitte.  Die 
Verbindungslinien  von  w^  und  u^,  u^  und  u^,  u^  und  Wg  mögen  die 
Curve  noch  in  y,,  v.^,  v.^  schneiden:  Dann  müssen  nach  unserem  Fun- 
damentalsatze über  Schnittpunktsysteme  (vgl.  p.  428)  die  Punkte  Vj, 
v.^j  v^  auf  einer  Geraden  liegen;  denn  wir  haben  drei  Curven  dritter 
Ordnung,  welche  8  Punkte  gemein  haben  und  sich  also  noch  in  einem 
Qteu  Punlite  schneiden  müssen,  und  zwar  sind  dies: 

1)  die  vorliegende  C^ 

2)  die  drei  Linien  12,  .34,  56 

3)  der  Kegelschnitt  und  die  Verbindungslinie  von  v^  und  y.,. 
Demnach  besteht  wegen  (12)  die  Relation: 

Vi  +  v-2  +  ^3  =  ^ ; 

und  aus  unserer  Coustruction  der  Punkte  lu  folgt: 

Ml  -f  Z/2  + yj  =0,  ^ 

•«.^  -{-  u^  -\-  Vo  ^  0 , 

^5   +  Wo  +  ^3  EEE  0  , 

folglich  durch  Addition: 

(25)  u^  -f-  11.^  -\-  W3  -j-  u^  -\-  Ur,  -f-  ?.<,;  r:i  0  (mod.  a,  a). 

Also:  JJie  Summe  (kr  Argumente  der  sechs  Schnittpunkte  eines 
Kegelschnittes  mit  einer  Curve  dritter  Ordnung  ist  congruent  Null  (bei  der 
von  uns  benutzten  Paramelerdarstellung). 

In  derselben  Weise  kann  man  nun  weiter  fortfahren,  und  man 
gelangt  so  unter  fortgesetzter  Anwendung  der  Sätze  über  Schnittpunkt- 
systeme zu  dem  Resultate,  dass  für  die  Argumente  der  Schnittpunkte 
unserer  63  mit  einer  C,,  die  Gleichung  besteht: 

^1  +  «'2  +  "3  +  •  •  .  +  Wg«  =  0  . 

Dies  Resultat  folgt  aber  auch  direct  aus  dem  Additionstheoreme 
der  elliptischen  Functionen,  wie  wir  es  in  Gleichung  (9)  ausgesprochen 
haben.     Wir  können  nämlich  die  Gleichung  einer  Curve  n^""^  Ordnung 
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0  =  0,  insofern  es  uns  nur  auf  ihre  Schnittpunkte  luit  der  C■^  f=0 
ankommt,  durch  eine  jede  Curve 

0  +  Mf  =  0 

ersetzen,  wenn  M  eine  homogene  Function  (n  —  3)'"  Ordnung  in  o;,, 
.r.,,  a-.,  ist  (vgl.  p.  42G).  Die  \^{n  —  1)  (n  —  2)  willkürlichen  Coefft- 
cienten  von  M  können  wir  dann  so  wählen ,  dass  eben  so  viele  Coef- 
ficienten  des  Ausdrucks  0  -|-  Mf  Null  werden,  dass  letzterer  also 
nur  noch 

i(«  +  1)  {ii  +  2)  -  J-  in  -  1)  (11  -  2)  =  3n 

Glieder  enthält.  Nehmen  wir  zunächst  an,  dass  n  gerade,  =2;;/ 
seij  so  können  wir  insbesondere  in  0  -f-  Mf  alle  mit  x.^,  x.;^,  x.^  ...  x." 
multiplicirten  Glieder  verschwinden  lassen;  denn  die  Zahl  aller  der 
liier  bezeichneten  Coefficienteu  ist  eben  gleich  4^  («  —  1)  [ii  —  2). 
Setzen  wir  dann  nach  (5): 

wo  wieder: 

s  =  sin  am  u  ,     c  =  cos  am  ii  ^     A  =  A  am  ii , 
und  berücksichtigen,  dass: 

c2  =  1  —^2,     A2=  1  — A-2.92,    . 
so  wird  0  +  ^H  von  der  Form : 

0  -f.  Mf  =  s^'"  +  «1  />'"  -  '  +  «.  s'»>^  -  -i  +  .  .  .  +  a,,„ 

+  cA  .  (^s«'«-^  +  b.,f""-''  +  .  .  .  +  ^3«,-  i) ; 

und  die  Coemcienten  «,-,  b;  dieses  Ausdrucks  setzen  sich  aus  den 
Coefficienteu  von  0,  /  und  dem  Quadrate  des  Moduls  k  unserer  C^ 
zusammen. 

Die  Form  0  -j-  31  f  muss  nun  verschwinden,  sobald  man  für  u 
eines  der  Argumente  w,,  ».^  .  .  .  U3„  der  3  ti  Schnittpunkte  einsetzt. 
Dies  gibt  3n  =  6m  homogene  Gleichungen  mit  o  n  Coefficienten. 
Setzen  wir  also  wieder:  ■  . 

Si  =  sin  am  u; ,     d  =  cos  am  iij ,     A/  =  A  am  iii , 

so  muss  die  Gleichung  7?  =  0  bestehen,  wenn  R  die  folgende  Deter- 
minante .  bedeutet :     R  = 

.  3 «  f.  3 « —  2  1         /•    A    e  3 "  "~  3  /■    A    e  '"^ "  —  ■'•  r    f\ 


S. 


3  «  —  2 
2  > 


£.3»         e^    3  H  — 2 


1,      C-i^AsuSin^"-^,      ^3«A3„.'^3/"~S      ...        ^3«A3« 
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Bildet  man  andererseits  mit  Hülfe  der  Gleichung  (8)  und  (9)  den 
Ausdruck 

±qp(0) 


sin  am  (?/,  -}-  u.,  -}-..,-(-  u^,,)  =  — 


so  tritt  in  dessen  Zähler  gerade  die  Determinante  /?;  es  wird: 

qp  (0)  =  ^  Sl    .  6-2  .  .S^  .   .   .  53«  , 

WO  zur  Abkürzung  gesetzt  ist:     S  == 

e  3  «  —  1  e  •'  «  -  '5  c  /•    A     e  3  "  —  '"^  /^    A    «  -^  "  —  ■* 


c.,A, 


i'3«="'-S     53,,^"-^     ...        «3«,     ^3«A3„%/'"-^    C3„A3„53/"-^     •••       ^3«A3„ 

Man  überzeugt  sich  nun  leicht  (wie  in  dem  Falle  w  =  1),  dass  die 
Determinante  S  im  Allgemeinen  in  Folge  der  3  n  Gleichungen 
0  -f-  Mf  =^  0  nicht  verschwinden  kann;  und  somit  folgt  aus  (9): 

sin  am  (?/,  -(-  u.^  +  .  .  .  +  7/3«)  =  <->  • 
oder  endlich: 

(26)  1/,  -f-  Wo  +  W3  +  .  •  .  +  W3«  ^^  0         (mod.  w,  «'). 

In  ganz  ähnlicher  Weise  lässt  sich  die  Betrachtung  für  ein  unge- 
rades n  durchführen,  wie  schon  das  Beispiel  der  Geraden  zeigt,  und 
wie  daher  hier  nicht  ausgeführt  zu  werden  braucht.  So  kommt  mau 
zu  dem  fundamentalen  Satze: 

Stellt  man  die  Punkte  einer  Ciirve  dritter  Ordnung  als  elliptische 
Functionen  eines  Argumentes  dar,  der  Art,  dass  dein  Argwnenteniüerthe 
Null  ein  Wendepunkt  entspricht,  so  ist  die  Summe  der  Argumente  fiir 
die  3  n  Schnittpunkte  mit  einer  Curve  n'^''  Ordnung  immer  congruent  Null. 

Durch  diesen  Satz  wird  gleichzeitig  der  uns  schon  bekannte 
bestätigt,  dass  von  den  Schnittpunkten  einer  C^  mit  einer  Cn  immer 
einer  durch  die  übrigen  bestimmt  ist  (p.  430)-,  denn  das  Argument 
dieses  einen  drückt  sich  eben  wegen  (26)  linear  durch  die  der  übrigen 
3  «  —  1  aus. 

Wir  wollen  das  letzte  Theorem  nur  noch  zur  Ableitung  einiger  auf 
Berührungskegelschnitte  bezüglichen  Sätze  verwerthen,  die  uns  eben- 
falls schon  auf  anderem  Wege  bekannt  geworden  sind  (vgl.  p.  533). 

Soll  zunächst  ein  Kegelschnitt  die  (7.j  in  3  Punkten  Uy,  Wj,  u.^ 
berühren,  so  fallen  je  zwei  Schnittpunkte  zusammen,  und  wir  haben: 

2{u,^u.,  +  u,)  =  0,  • 

oder : 

(27)  ?/,  +  u.,  H-  u^  —  {{pco  -\-  qa'). 

C  lebs  ch  ,  Vorlesungen.  40 
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Der  Fall  p  =  () ,  q  =  0  gibt  die  Bedingung,  dass  die  drei  Punkte  auf 
einer  Geraden  liegen,  und  in  der  That  kann  eine  solche,  doppelt 
zählend,  auch  als  ein  berührender  Kegelschnitt  aufgefasst  werden.  Es 
f/ibt  also  nw  drei  Syslcjiie  von  eigentlichen  Beri'ihrungskegelschnilten,  und 
sie  unterscheiden  sich  dadurch,  dass  zwischen  den  Argumenteii  ihrer  drei 
Berührungspunkte  hez.  die  Gleichungen  gellen: 

(28)    Z/j  +  «,,  +  ?/;,  =^  i  CO  ,    U^-^U.,-\-U^7E^\C0' ,    ?/]  -f  !/2  +  «3  =  ^  (03  4-  Co')  . 

Mit  Hülfe  dieser  Relationen  verificirt  man  auch  leicht  unter  Berück- 
sichtigung von  (15)  die  früher  für  den  dritten  Berührungspunkt  abge- 
leitete Construction ,  wenn  die  beiden  anderen  gegeben  sind.  Legt 
man  durch  u^,  u.^,  u.^  einen  anderen  Kegelschnitt,  der  die  C,  noch  in 
v^,  V2,  V3  schneiden  möge,  so  ist: 

M,  -f-  w,  +  W3  +  yj  +  ^2  +  ^3  =  ^ ; 
also  wegen  (28): 

Vi+v,-\-v^  =  ^co,  ^  co',  1  («  +  ö')  ; 

und  es  folgt  der  von  Hesse  herrührende  Satz: 

Legt  mafi  durch  die  drei  Berührungspunkte  eines  Kegelschnittes  einen 
neuen  Kegelschnitt,  so  schneidet  derselbe  die  Curve  noch  in  drei  Punkten, 
in  denen  ein  weiterer  demselben  Systeme  ungehöriger  Kegelschnitt  berührt. 

Soll  der  Kegelschnitt  zweimal  (in  u^  und  u.^  zweipunktig  be- 
rühren, so  haben  wir: 

3  (z/j  -|-  Mj)  ==  0  ? 
oder :  u^  -\-  u^    -^  \  {p  a  A^  q «')  . 

Die  beiden  Berührungspunkte  liegen  also  nach  (16)  stets  mit  einem  Wende- 
punkte in  gerader  Linie. 

Wir  erwähnen  schliesslich  noch  als  letztes  Beispiel  die  Bestim- 
mung des  vier  Punkten  {i(^ ,u.^,u^.,  u^  der  Curve  „gegenüberliegenden" 
Punktes  v  (vgl.  p.  535).  Wir  nehmen  Wj ,  u.^ ,  u^ ,  u^  als  Grundpunkte 
eines  Kegelschnittbüschels,  dessen  einzelne  Curven  die  C3  noch  in  den 
beweglichen  Punkten  u^ ,  u^  schneiden  mögen ,  dann  ist : 

u^  +  «6  =  —  i^i  +  «2  +  W3  +  ^'4)  • 
Setzen  wir  also   v  ^  u^  -j-  u.,  -\-  u^  -\-  u^ ,   so   besteht  immer  die  Glei- 
chung 

«^5  +  ^^6  +  «^  =  0» 
d.  h.  die  Verbindungslinien  der  beweglichen  Schnittpunkte  gehen  alle 
durch  denselben  Punkt  mit  dem  Argumente  v.  In  derselben  Weise 
lassen  sich  ü^rhaupt  alle  auf  Schnittpunktsysteme  bezüglichen  Unter- 
suchungen, insbesondere  also  der  Restsatz  hier  durchführen,  worauf 
wir    um    so    weniger    eingehen    wollen,     als    uns    die    entsprechenden 
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Erörterungen  bei  höheren  Curven  noch  beschäftigen  werden.  —  Es 
sei  nur  noch  bemerkt,  dass  die  Sätze  über  Stein er'sche  Polygone 
eine  leichte  V erallgemeinevung  zulassen,  indem  man  die  geraden  Linien 
durch  Curven  n'^"^  Ordnung  ersetzt,  welche  die  63  in  drei  beweglichen 
Schnittpunkten  schneiden  und  also  3 « —  3  feste  Schnittpunkte  mit 
ihr  gemein  haben.  Man-  kann  also  insbesondere  statt  der  Polygon- 
seiten, wie  es  schon  Steiner  gethan  hat,  Kegelschnitte  wählen,  welche 
durch  drei  feste  Punkte  der  Curve  hindurchgehen.  — 

Bie  Einführung  der  elliptischen  Functionen  in  die  Theorie  einer 
Curve  dritter  Ordnung  knüpften  wir  oben  der  Einfachheit  wegen  an 
eine  kanonische  Form  ihrer  Gleichung;  man  ist  jedoch  in  der  Lage, 
die  betreffenden  Rechnungen  auch  ganz  unabhängig  vom  Coordinaten- 
systeme  durchzuführen,  wie  wir  weiterhin  noch  sehen  werden.*)  Es 
soll  hier  zunächst  nur  kurz  der  Gang  der  dazu  führenden  Ueberlegungen 
bezeichnet  werden.  Wir  legen  das  Coordinatendreieck  so,  dass  die 
Ecke  a^i  =  0,  x^  =  0  auf  der  Curve  liegt,  was  die  Kenntniss  eines 
beliebigen  Punktes  derselben  (nicht  mehr  eines  Wendepunktes)  voraus- 
setzt.    Die  Gleichung  der  Curve  wird  dann  von  der  Form : 

Avo  9?3,  ^'2,  %x  homogene  Functionen  in  x^,  x.,  bez.  von  der  Ordnung 
ihres  Index  sind.  Wir  suchen  die  Coordinaten  der  Schnittpunkte  eines 
Strahles  des  Büschels  x^  —  Aajj  =  0  mit  der  Curve.  Setzen  wir  in 
9^3  5  ^2;  Xi  demgemäss  Xi  =  Xx^  und  lassen  die  Indices  fort,  so  geht 
unsere  Gleichung  über  in: 

und  also  wird:  

oder,  wenn  9  einen  willkürlichen  Factor  bezeichnet: 

.  {qX\^^%,         pa;,  =  2Ax, 

KQXr^  =  —  t/;  +  \/tl)'^  —  A(px. 

Transformiren  wir  nun  die  Curve  auf  ein  beliebiges  anderes 
Coordinatendreieck,  so  werden  die  neuen  Coordinaten  lineare  Func- 
tionen von  rcj,  x'j,  x.^,  folglich  die  Coordinaten  eines  Punktes  der 
Curve  lineare  Combinationen  der  in  (29)  rechts  stehenden  Ausdrücke. 
Biese  Coordinaten  sind  daher  im  Allgefneinen  ganze  Functionen  zweiten 
Grades  eines  Parameters  A,  ver7neh7't  um  die  Quadratwurzel  aus  einem 
Ausdrucke  vierteil   Grades.      Bezeichnen   wir  also  letzteren  mit  M  und 


*=)  Vgl.  den  folgenden  Abschnitt  dieser  Abtheilung. 
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jene  ganzen  Functionen  mit  G^,  G^,  G.^,  so  wird  für  einen  Punkt  x 
der  Curve: 

(30)  QX;=  G;±ayM; 

wo  die  «j  Constante  bedeuten.  Dass  die  Function  M  in  allen  drei 
Ausdrücken  dieselbe  sein  rauss,  ergibt  sich  auch  daraus,  dass  die  Be- 
dingung «^  =  0  nur  auf  eine  cubische  Gleichung  führen  darf,  was 
sonst  nicht  der  Fall  sein  würde.  Allerdings  erhalten  wir  auch  aus 
(30)  die  biquadratische  Gleichung: 

die  Gleichungen  (30)  werden  daher,  wenu  6^,,  G^,  G.^  und  3/  von  ein- 
ander unabhängig  sind,  eine  Curve  vierter  Ordnung  darstellen*),  welche 
sich  nur  (durch  Absonderung  einer  Geraden  durch  den  Scheitel  des 
obigen  Strahlbüschels)  auf  eine  Curve  dritter  Ordnung  reducirt,  wenn 
diese  biquadratische  Gleichung  eine  von  den  u;  unabhängige  Lösung 
zulässt.  Letzteres  ist  aber  hier  in  Folge  der  Gleichungen  (29)  der 
Fall  •,  denn  setzen  wir  in  ihnen  %  =  0  und  nehmen  das  Vorzeichen 
der  Wurzel  positiv,  so  werden  die  Xi  unbestimmt,  und  die  Coefficienten 
der  Ui  in  n,^  verschwinden  identisch. 

Um  nun  elliptische  Functionen  einzuführen,    denken   wir  uns  für 

A   einen   neuen  Parameter  "\T^j  gesetzt  und  die  Constanten  a,  ß,  y,  Ö 

so  bestimmt,  dass  die  Function  .¥  abgesehen  von  einem  constanten 
Factor   in   A  (1  —  A)  (1  —  A-^A)   übergeht.     Dann  sind  A  =  0,  A  =  00, 

A  =  1,  A  =  p  die  vier  Wurzeln  von  i¥=  0;  d.  h.  in  dem  Strahl- 
büschel x^  —  Aa;2  =  0  sind  für  die  Strahlen  x^  =0  und  x^  =  0  zwei 
der  vom  Büschelscheitel  an  die  Curve  gehenden  Tangenten  gewählt; 
denn  den  Werthen  A  =  0  und  A  =  00  entspricht  dann  vermöge  (29) 
oder  (30)  nur  je  ein  Punkt  der  Curve.     Dies  vorausgesetzt,  sei  nun: 


//  A  =  sin  am  u  ,     j/  1  —  A  ==  cos  am  w ,     //  1  —  X'^A  =  A  ain  u , 
so  dass  die  Gleichungen  (30)  übergehen  in: 

/ni\  '  •    o  \     ,     a   rt?  sin^  am  ?< 

(31)  QX;  =  (f!  (sm-'  am  U)  -\-  ß; , 

wo  jetzt  die   ßi  Constante,  die  cp;  ganze  rationale  Functionen   zweiten 
Grades   ihres  Arguments  sind,   während   das    zu   einem   Punkte  x  ge- 
hörige Argument  selbst  definirt  ist  durch: 
Fl  ft 

(32)  ?/  =  .'    /'  _  '^^  =  /  '^f^ . 

^  '^  J  yx\l  -  l)  (l  -  k^  X)        J  J/(l ->^)  (1  -  A:V2J 

0  0 

*)  Jedoch  eine  solche  mit  zwei  Doppelpunkten  (p  =  1),  wie  wir  später  sehen 
werden. 
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In  den  Gleichungen  (ol)  ist  gleichzeitig  die  Willkürlichkeit  verschwun- 
den, welche  früher  in  dem  zweifelhaften  Vorzeichen  der  Wurzel  lag; 
ein  Paar  auf  demselben  Strahle  des  Büschels  a;,  —  ^x^  =  0  gelegener 
Punkte  wird  jetzt  durch  die  Argumente  u  und  —  u  untei'schieden. 

Ausgehend  von  den  Gleichungen  (31)  weist  man  man  nun  die  Iden- 
lilät  der  früheren  Sätze^  über  ScJmiitpunklsysleme  auf  einer  Curve  dritter 
Ordmmg  mit  dem  Additionstheoreme  der  elliptischen  Functionen  am  einfach- 
sten nach^  indem  man  statt  der  Functionen  s^  c,  A  die  sogenannten 
H- Functionen  einführt  und  dann  für  letztere  ein  Theorem  benutzt, 
aus  dem  das  früher  verwendete  Additionstheorem  für  sin  am  wieder 
als  specieller  Fall  abgeleitet  werden  kann.  Ersteres  geschieht  mit 
Hülfe  des  aus  der  Theorie  jener  Functionen  bekannten  Satzes  von 
H  er  mite*): 

Jede  doppelt  periodische  Function  von  der  Form,  F  (s^)  -{-cAf{s''), 
wo  F  und  f  ganze  Functionen  bez.  vom  Grade  n  und  n  —  2  in  s-  sind, 
lässt  sich  darstellen  als  Quotient  eines  Prodiictes  von  H  -  Functionen,  dividirl 
durch  eine  Potenz  einer  Q- Function;  und  zwar  ist: 

^  ^'  ^  ^ Ja —  '^''^  =  ^ e^M^Ö ' 

WO  C  eine  Constante  bedeutet  und  «,,  «.,,...  a^,,  die  V er  schwindung  s- 
werthe  des  Argumentes  für  die  links  stehende  Function  sind.  Zwischen 
letzteren  besteht  dabei  immer  die  Relation: 

^1  +  ^h  +  C^:5  +  •    •    •  +  «2«  ^  0  . 

Selbstverständlich  hätten  Avir  auch  schon  bei  unserer  frühereu 
Darstellung  die  Einführung  von  s,  c,  l\  ganz  vermeiden  und  dafür 
direct  H- Functionen  benutzen  können,  wodurch  die  Berechnung  von 
sin  am  (?/,  -|-  Mj  +  •  •  •  +  W3„)  erspart  wäre;  immerhin  ist  jedoch  in 
den  einfachsten  Fällen  das  Rechnen  mit  den  gebräuchlicheren  Func- 
tionen *•,  c,  A  übersichtlicher. 

Unter  Benutzung  des  angeführten  Satzes  erhalten  Avir  nun  statt 
der  Gleichungen  (31),  wenn  Avir  für  p0*  (//)  Avieder  ' q  schreiben, 
Formeln  der  folgenden  Art: 

QXi  =  Ci  .H{u  -  li)  .  H  (u  -  r]i)  .  H  (w  -  ?,)  .  H  («  -  ^i) , 
wobei :  ^r+  ^,-  +  ^,-  -f  ^,-  :ee  0  . 

Es  sind  hier  drei  der  Grössen  ^,,  rj;,  ^;,  &,,  sagen  Avir  die  drei  ersteren, 
die  ArgumentAverthe  u  für  die  Schnittpunkte  der  Linie  .r,  =  0  mit 
der  Grundcurve.  Nach  unsern  früheren  Ueberlegungen  muss  es  aber 
einen  Werth  von  u  geben,  für  den  die  drei  Grössen  QXi  unbestimmt 
Averden;  und  deshalb  können  Avir  setzen: 

&,  =  ■9"o  =  -O".  =  t)' . 


')  Vgl.  Hermite  a.  a.  0.  p.  66. 
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Lassen  wir  dann  auch  den  Factor  H  (w  —  -O-)  in  ()  eingehen,  so  wird: 

(33)  QXi  =  67, H  (u  -  §,)  .  H  (w  -  >?,)  .  H  (w  -  td  , 
wo  nun: 

h    +   *?!    +  ^1   ^  ^2  +  ^2  +  ^2  --  is  +  ^3  +  ^3  =  —  ^  • 

Durch  eine  lineare  Transformation  des  Arguments: 

(34)  ?/  =  y  -j-  .1-  ^ 

können  wir  aber  immer  erreichen,  dass  auf  der  rechten  Seite  dieser 
Eelationen  Null  statt  —  -9"  steht;  denn  alsdann  sind  die  Verschwin- 
dungswerthe  der  Xi  gegeben  durch  die  Werthe 

und  nach  dem  Hermite'schen  Satze  ist  wieder: 

(35)  1/  +  ni  +  e/  ^  0  . 

—  Wir  haben  nun  die  Schnittpunkte  der  Curve  dritter   Ordnung 
mit  einer  Curve  n*^'  Ordnung: 

0  (oji,  x.„  x.^)  =  0 

zu  betrachten.  Führen  wir  in  O  mittelst  der  Gleichungen  (33)  die 
H- Functionen  ein,   so   erhalten  wir  einen  Ausdruck,  der  durch  Multi- 

plication  mit  i      "  j  zu  einer  doppelt  periodischen  Function  werden 

muss,  da  jedes  Product  gxi  nach  (33)  durch  Multiplication  mit  ^-^jpr-^ 

in  eine  solche  übergeht;  und  diese  doppelt  periodische  Function  hat 
3  n  Verschwindungswerthe : 

it  =  Ui ,     u  =  u^ ,  .  .  .  u  =  3  ?i , 

entsprechend  den  3  w  Schnittpunkten  von  0  =  0  mit  der  Grundcurve, 
und  einen  n- fachen  Verschwindungswerth  ti  =  &,  entsprechend  dem 
Factor  (H  (w  —  d'))".  Wenden  Avir  also  wieder  den  Hermite'schen 
Satz  an,  so  muss  sich  0  in  folgender  Form  darstellen  lassen: 

>    chf-,-     o-      -r  ^  {^  (»  -  &}Y_C'.Hiil-Ui) .  H(u-u^) . . .  H(«-»3  )  ■  H"{u-&) 
•  ^  K^i,  ^2,  ^i)  y    0.  („)    J Qi^f-^ 

wo  wieder: 

(36)  M,   -f-  "2  +  •    •    •  +  "3"  ^  ~  ■d'H  . 

Die   letztere   Relation   erscheint  wieder,  wie  in  Gleichung  (35)  in 
der  Form : 

(37)  i,^  _j_  y^,  _|_  .  .  .  +  ^3,^  =  0, 

wenn  wir  mittelst  (34)  ein  neues  Argument  v  statt  u  einführen.  Es 
ist  übrigens  leicht  zu  sehen,  dass  die  wirkliche  Ausführung  letzterer  Trans- 
formation,  d.   i.   die  Bestitnmnng  der   Constanten  %^  auf  die  Bestimmung 
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eines  Wendepunktes  der  Grundciirve  zurückkommt.    Für  die  Schnittpunkte 
einer  beliebigen  Geraden  mit  der  letzteren  nämlich  folgt  aus  (36): 

w,  +  n,  +  z^3  —  —  -^ , 

und  hieraus  für  einen  Wendepunkt  w: 

3wsEE  — -&    oder    u  —  —  \^  -\-  \P, 

wenn  P  eine  lineare  Combination  von  Vielfachen  der  Perioden  be- 
deutet. Die  Argumente  der  Wendepunkte  sind  also  bekannt,  sobald 
der  Werth  der  Constanten  %•  bekannt  ist.  Gleichzeitig  erkennt  man, 
dass  durch  die  Transformation  (34)  einem  Wendepunkte  der  Argument- 
werth  y  ^  0  beigelegt  ist,  was  mit  unseren  obigen  Festsetzungen  bei 
Benutzung  der  kanonischen  Form  übereinstimmt  (p.  609).  Wie  man 
nun  in  der  That  die  Grösse  ^  ganz  allgemein  in  ihrer  Abhängigkeit 
von  den  Coefficienten  der  Gleichung  der  Grundcurve  und  von  dem 
'  Scheitel  des  bei  der  Pararaeterdarstellung  benutzten  Strahlbüschels 
bestimmen  kann ,  werden  wir  erst  später  sehen.  *) 

Wir  sind  somit,  unabhängig  von  einer  kanonischen  Form,  wieder 
zu  folgendem  Satze  geführt: 

Die  Coordinalen  der  Punkte  einer  Curve  dritter  Ordnung  ohne  Doppel- 
punkt lassen  sich  als  elliptiscMe  Functionen  eines  Arguments  darstellen; 
und  dann  ist  die  Summe  der  Argumente  ihrer  Schnittpunkte  mit  einer 
beliebigen  anderen  Curve  congruenl  Null,  vorausgesetzt ,  dass  dem  Argu- 
mente Null  ein   Wendepunkt  zugehört.  — 

Durch  diesen  Satz  ist  eine  Eigenschaft  der  Curven  dritter  Ord- 
nung ausgesprochen,  welche  in  gleicher  Weise  allen  Curven  vom 
Geschlechte  p  =  1  zukommt,  wie  spätere  allgemeinere  Untersuchungen 
lehren  werden.  Wir  werden  dann  auch  weiterhin  erkennen,  dass  jede 
Curve  vom  Geschlechte  p  ==  l  eindeutig'  in  eine  Curve  dritter  Ordnung 
durch  algebraische  Substitutionen  übergeführt  werden  kann. 

VIII.    Die  typische  Darstellung  einer  ternären  cubischen  Form  und 
die  allgemeine  Parameterdarstellung  der  Curve  dritter  Ordnung. 

Die  allgemeinste  Herstellung  der  Parameterdarstellung  für  die 
Curven  dritter  Ordnung,  die  im  Vorstehenden  nicht  wirklich  durch- 
geführt wurde,  erfordert  speciellere  Untersuchungen  aus  der  Theorie 
der  ternären  cubischen  Formen,  die  hier  nur  noch  so  weit  mitgetheilt 
sein  mögen,  als  es  zur  Aufstellung  der  Schlussformeln  erforderlich  ist. 
Es  sind  dabei  etwas  weitläufigere  Rechnungen  nöthig,  welche  wir  hier 
zuerst  zusammenstellen,  und  welche  die  Erreichung  der  sogenannten 
typischen  Darstellung  der  ternären   Grundform  /"  =  aj^  zum   Zwecke 


*)  Vgl.  den  Scliluss  des  folgenden  Abschnittes,  p.  650  ff. 
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haben;    unter   Benutzung    der   aufzustellenden   Formeln   gestaltet    sich 
dann  jedoch  die  Einführung  der  elliptischen  Functionen  sehr  einfach. 
Wir  knüpfen  zunächst  wieder  an  die  Zwischenform: 

(1)  N  ==  (aau)  ajcc^^'  =  Nju„  , 

an,  welche  wir  als  Combinante  des  Systems  x/' -[-  >IA  erkannten.  Man 
ersieht  sofort  (unter  Berücksichtigung  von  Gleichung  (22)  auf  p.  552), 
dass  die  sogleich  zu  benutzende  Relation  besteht: 

(2)  dN  =  0, 

wenn  mit  dem  Buchstaben  8  wieder  der  bekannte  durch  d/"  =  A  defi- 
nirte  Process  bezeichnet  wird  (p.  551).  Die  Gleichung  (2)  ist  aber 
auch  eine  Folge  des  allgemeinen  Satzes,  dass  für  jede.  Combinante  TT 
ideniiscli  (^TT  ^  0  ist.  Eine  Combinante  TT  ist  nämlich  definirt  durch 
die  Bedingung 

(3)  TT  (xa  +  /la)  =  M  .  TT  («) . 

Es  sei  nun  nach  Potenzen  von  v,,  l  geordnet: 

(4)  M  =  J/qX-'  +  ^/,  }f  -  1  A  •+  .  .  .  , 
so  hat  man  zunächst  für  A  =  0 ,  x  ==  1 : 

(5)  n  («)  ^  M^.T[\a), 

also  Mq  =■  1.  Vergleicht  man  aber  beiderseits  die  Coefficienten  von 
x''"~^A,  so  erhält  mau  nach  dem  Taylorschen  Satze: 

Z  ?J1>1  a,/,A  =  M, n  (a)     oder     d\]  =  lM,T[ . 

Nun  ist  ÖW  nbr  um  zwei  Grade  höher  in  den  Coefficienten  von 
/'  als  TT,  daher  muss  1/,  eine  Invariante  von  /'  sein,  welche  vom 
zweiten  Grade  in  den  a  ist.  Eine  solche  gibt  es  aber  nicht  (p.  546) ; 
daher  hat  man  M^  ==  0,  und  also  auch  ciTT  ==  0.  Der  somit  bewiesene 
Satz  ist  umkehrbar,  d.  h.  es  besteht  auch  der  folgende: 

Jede  Form  TT,  für  ivelche  die  Form  bW  verschwindet^  ist  eine 
Combinante. 

Ist  nämlich  OTT  =  0,  so  verschwindet  auch  die  entsprechende 
Bildung  (dTT)xA,  d.  h.  die  Form  dT\  gebildet  für  x/ -f-  AA  statt  für  /. 
Es  ist  aber  (nach  p.  560): 

und  man  hat  daher  für  TTxa  die  partielle  Differentialgleichung: 


ov.     dl  cl     dy. 

Dieselbe  gibt  integrirt: 
(6)  n.;  =  F  {G) 


=  0. 
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WO  /'  eine  willkürliche  Function  bedeutet.  Da  aber  TJ^x  eine  ganze 
homogene  rationale  Function  von  x,  X  ist,  so  kann  man  nur  haben: 
Y\yx  =  C  .  G^ ,  wo  Q  eine  ganze  Zahl,  C  eine  von  k,  k  unabhängige 
Grösse  ist.  Setzt  man  nun  x=  1,  2  =  0,  so  wird  C  =  1 ,  also 
C  =  TT.     Die  Gleichung  (6)  verwandelt  sich  daher  in : 

(7)  n,A  =  G^ .  n, 

d.  h.  TT  ist  eine  Combinante,  q.  e.  d.  Zugleich  erkennt  man  hieraus, 
dass  der  Factor  M  in  (3)  stets  eine  Potenz  des  Ausdrucks  G  =  x^ 
—  Sx^P  —  4  TxX^  —  jK^S'^X^  ist.  Der  Umstand,  dass  in  der  Entwick- 
lung (4)  das  zweite  Glied  fehlen  muss,  wird  hier  dadurch  bestätigt, 
dass  in  G,  mithin  auch  in  jeder  Potenz  von  6',  das  zweite  Glied 
fehlt.  - 

Neben  N  betrachten  wir  nun  die  beiden  folgenden  Zwischen- 
formen, welche  ebenfalls  von  der  vierten  Ordnung  und  der  ersten 
Klasse  sind: 

L  =  h„NJb.,.  {bNn)  =  LJiu 
*   ^  .)/  =  ß„  NJ  ß,,  {ßNu)  =  MJ  u„,  . 

Wegen  (2)  und  wegen  dA  =  |-  Sf  stehen  dieselben  offenbar  in 
der  Beziehung  zu  einander,  dass: 

(9)  ÖL  =  M,     ÖM  =  \S.L. 

Drücken  wir  nun  L  und  M  in  Symbolen  von  /"  und  A  aus.  Es 
entsteht  L  aus 

N.r^NyUn  =  ^  (aaii)  a^^a^  {(Lxay  -\-  Oya^,.) , 

wenn  man  die  y  durch  die  Determinanten  der  u  und  b,  u  aber  durch 
b  ersetzt  und  mit  ö^  multiplicirt.     Demnach  ist: 

L  =  ^  {(lab')  a.rCi_i~bx  {«.,•  (bau)  -f-  a^  {bau)^  . 

Von  den  beiden  Theilen  rechts  kommt  der  erste  auf  den  zweiten 
zurück,  wenn  man  a ,  b  vertauscht  und  die  halbe  Summe  des  alten 
und  neuen  Ausdrucks  bildet.     Dann  ist: 

(aab)  (batt)  aj^ci^^b,^  =  -^  (aab)  a.rCc.r^.x  Hb  an)  c/.,.  —  [aav)  bA 
=  \  {aab)  a_rcc.rb,r  Üb  au)  «.,.  —  (aab)  uA 

=  ^  {aba)  {abu)  aj^a^^b^^  —  iV  "c  •  '^V  > 
denn  nach  p.  .552  ist  {aha)''  «^0^«^  =  |  ÖA  =  i '^'/-     Tragen  wir  dies 
in  den  obigen  Ausdruck  für  Z  ein,  so  wird: 

(10)  ^  =  i  (^' ^  w)  (a b a)  «^ *.^ «,-■■'  —  ^V *^'/  •  ''■'  • 

Ganz  ebenso  ist:  M  =  )^{aaß)  a^a^rß-r  {{ßciii)  a,,.  -{-  (ßau)  a,.^.Yi  aber 
wenn  man  hier  mit  dem  zweiten  Gliede  ähnlich  verfährt,  wie  soeben 
mit  dem  ersten  von  L,  so  hat  man: 
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{(f  a ß)  (ß a n) (/.t  aj /?.,.  =  —  i^  (aaß)  (naß)  aj a, ß.^  +  .]  u.,- (a a ß) ''  a.r  a.r ß.r  . 

Der  Factor  von  iia;  ist  der  bei  der  Entwicklung  von  A^x  mit  Ag  be- 
zeichnete (p.  558),  und  hat  also  den  Werth  .^..S'^f—^TA.  Trügt 
man  alles  in  den  Ausdruck  von  31  ein,  so  wird: 

(11)         ^/  =  —  -1  (aßa)  (aßii)  aj  «,/3.,  +  .^k  ''-  (2  Tf  —  SA). 

Wir  müssen  nun  zunächst  gewisse  simultane  Bildungen  aus  den 
Formen  f,  A,  Z,  M ,  N  berechnen,  die  zu  verschiedenen  Gruppen  von 
Gleichungen  Veranlassung  geben.  Zur  Abkürzung  wollen  wir  dabei 
ö-elegentlich  die  Zwischenformen  nur  durch  die  betreffenden  kleinen 
Buchstaben  bezeichnen,  d.  h.  die  symbolischen  Factoren  Z^',  MJ,  NJ 
fortlassen,  so  dass  wir  schreiben 

Vi  statt  LJ  u/ ,     u,n  statt  MJ  ii,,, ,     n„  statt  N^iti,, , 

wo  dann  die  /,  /n,  n  wirkliche  Grössen  sind,  indem: 

j   __dL  _dM  _  ^ 

''■— a«.'  "^''  —  'du-'  ^^— du.' 

Die  zu  berechnenden  Bildungen  sind  dann  folgende*): 

1)  a.r'^ai,        kJk/,        aja,n,      aja,,,,       aja„,        ccja,,] 

2)  a.rtti'^,  dxCir  ,  (IxClJ,         «r«;«',  « r ««' ,  «r ««' } 

3)  a^-cOia,,,,     a^cCtmUn,     a^randi,     «««/«m,     a.r«/«««,      cc^r(x„c(r, 

4)  (Itnx),         {mnx),        (nix),         (Imti). 
Für  das  System  1)  haben  wir  nach  (10)  und  (11): 

cjci  =       l{ahc)  {aha)  ürb.rccjcj — i^i  Sf^ 
,.        y.r'y/  =^       iiaby)  (abcc)  ürb^^ajyj  —  ^\  SA/' 
(-^-)        cjc„.  =  -  I  (aßa)  (aßc)  a^..ß..ajcj  +  ^t_  /  (2  T/ -  -SA) 
rJy..  =  -  f  («/3«)  iccßy)  a^ß.^.ajy.r'  +  ^  A  (2  T/"  -  -SA). 
Die   ersten  Glieder  rechts  in  der  zweiten   und  dritten  Gleichung 
sind  direct  die  früher  bez.  mit  q),  (p"  bezeichneten  Formen  (p.  574), 
lassen  sich  also  durch  /,  A  und  die  Combinante  i'  ausdrücken  (p.  575). 
Das  erste  Glied  rechts  der  ersten  Gleichung  ist  wegen  der  Vertausch- 
barkeit  von  a,  b,  c: 

=  I  (abc)  ccJa,.^b.rC.r  ^{aba)  c,r  —  (jaca)  b.,.  —  (cba)  «,} 
=  I  {abc)-  a^b.rC.r  .  aj^  =  i  A-. 
Ebenso   rindet  man   das  erste   Glied   auf  der  rechten  Seite  der  letzten 
Gleichung  wegen   der  Vertauschbarkeit  von   a,  ß,  y  gleich   —  ^A.j/", 


*)  Vgl.  im  Folgenden:  Clebsch  und  Gordau,  Math.  Annalen,  Bd.  1,  p.  56  ff. 
Hier  sind  die  Zwischenformen  L  und  .1/  zuerst  eingeführt  und  die  Formeln  für 
die  typische  Darstellung  abgeleitet. 
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wo   A3  nach  p.  559  gleich    iV -^V — i  ^^   ™   setzen   ist.     Die  Glei- 
chungen (12)  gehen  daher  in  folgende  über: 


«., 


I«,   =_^_^.i^7'/-2_{_^i^5A/- 


tV^/'+tV'^A/- 


^kSA-^ 


Die  jetzt  rechts  stehenden  Ausdrücke  lassen  sich  aber  sehr  ein- 
fach durch  die  zweiten  Dififerentialquotienten  der  binären  biquadrati- 
schen Form  G  (x,  l)  ausdrücken,  wenn  man  darin  x  =  A,  A  =  —  / 
setzt  und  die  auf  p.  560  gegebenen  Werthe  von  (r,,,  G^.,, 
rücksichtigt.     Setzt  mau  zur  Abkürzung: 

(13)    r  =  G{A,  —  r),  n  =  Gi (A,  - n ,  vu.  =  g,^ (a,  - n , 

und  fügt  die  evidenten  Gleichungen  a^^a,,  =  0,   «.r*««  =  0  hinzu, 
hat.  man  also  ////•  die  unier  1)  genonnten  Bildungen  die  Werthe: 

fix- dl  =  i  Tu  ,  ajai  =  i-Vi-y  —  t, 

ff.v-a„  =  0 ,  aja„  =  0. 

Wir    gehen    zur    Betrachtung    der    Bildungen    2)    über 
ofi'enbar: 


6^1,«  G22    t»e- 


so 


(14) 


Es    ist 


o.tan'^  =  I^EfikUink  = 


oder,  wenn  man  die  fi  zerstört; 


/n 
0 


fn 
fn 

'32 
0 

A, 


In 

fn 
0 

A. 


0 
0 
0 

-/• 
—  A 


/'21 
fn 
fx 
Ai 

A, 

A, 

A, 

—  A 

0 


/12 

/22 
/•32 
h 

A, 


/l3 

/23 
/33 

fz 


/l 
fl 

fs 
0 

0 


A, 
A2 

A, 

0 

0 


=  |/-g)-^.AS 


(15) 


oder,  wenn  man  wieder  (p  durch  ip ,  A,  /'  ausdrückt  (p.  575): 
a.aj  =  -  ^  A^^  +  i/-(-  -I  i,  -  i  TP  +  ^  SAf) 

wo  wieder  f,  durch  (13)  definirt  ist.  Wendet  man  auf  diese  Gleichung 
den  d-Process  an  und  berücksichtigt,  dass  nach  obigem  Satze  über 
Combinanten  (p.  632)  diV==  0  und  ^j/;  =  0,  so  findet  man  weiter: 


(16) 


«r«n^  =  —  -1    r,  —  4  A^. 
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Bei    tler    Berccbiiuiig  von  n^-^ai-,   cc.vC<r,   (f.r((m',   «..«„;■',   linden   wir 
zugleich  die  Formen  a^^a/a,,,  und  «.,. «/«,„,  und  zwar  mittelst   sehr  ein- 
facher symbolischer   Rechnungen.     Es  ist  nach   (10)    und   nach   (40), 
]).  559: 
(^17)  rt'.,- ai"^  =  ^(bca)  {b c ä)  a,,. b,. r ,. aj Oi  —  ^  A ,  r/.,.- oi . 

Vertauschen  wir  im  ersten  Gliede  rechts  die  Symbole  «,  c  oder 
<7,  b  und  schreiben  statt  dieses  Gliedes  die  Summe  der  entstehenden 
Ausdrücke,  dividirt  durch  3,  so  tritt  an  Stelle  von  3  ibca)  ai  das 
Aggregat : 

{bca)  üi  —  {(ica)  bi  —  {baa)  ci  =  (r/.  hc)  cci , 

und  es  ist  also  nach  (14): 

(18)  a.rar  =  -^At-  yV  A,  T,,  +  y^)  ^  r,o  • 

Vertauscht  man  ferner  in  (17)  die  griechischen  mit  den  lateini- 
schen Buchstaben,  so  verwandelt  sich  /  in  — w,  Aj  in  A.,,  /"in  A, 
und  man  hat  also: 

a.rCiJ  =  —  ^  ißya)  (ßycc)  c(.t-ß.ry.vffJc(„,  +  ^A.,aja„, 

(19)  =  —  i  A,  .  aj  cu  -f  i  A, «.;-'  a,n 

=  —  ±A,ii^-  yV  A,  r,2  +  -iV,-  A.  r,, . 

Aus  (17)  erhält  man  sogleich  (/,,.«/««/?  wenn  man  rechts  /  durch 
m  ersetzt;  mau  findet  dann: 

«.r  (Ua,,,  =  I  A  a.r-  or,„  —  i  Ai  ö-.^-^  ««, 

^"  =  -  i  Ai  ^  -  iV.  Aj  r,2  +  A  A  r,, . 

Ersetzt  man  hingegen  in  (19)  ein  tn  durch  /,  so  findet  man: 

«  r  CCl  CCm  =  —  ^  A3  (t.r^  Cll  +  \  A.,  «..''  «/ 

^   ^  =  -  i  A.t^  -  -Jp,  A3 r, ,  +  -h  A, r,, . 

Um  endlich  a.ra,,?-,  ci,r(f.?  zu  finden,  unterwirft  man  «.,«/',  «.rC«:«"' 
dem  (5" -  Processe,  wo  dann  neben  den  bekannten  Functionen  ii^^a/a,,,, 
«r«/«,,,  die  gesuchten  entstehen.  Dabei  hat  man  die  folgenden  früher 
abgeleiteten  Formeln  zu  benutzen  (p.  552  ff.): 

Öf  =  A,   ()  A  =^  3  A,  =  \  Sf,   d\  =  2  A,  -f  ^  SA,  dA,  =  A3  +  SA, 

dA3=|5A2,     dS=^T,     0  7=52,     dj/;  =  0. 
INIan  findet  alsdann  zunächst: 

(22)    .dT,.,  =  d(i5A/---im  =r2,+  ^sr„ 

dT2,  =  (5  (-  i  -SA-^  +  I  TA/  -  Vif  -SV^)  =  S  .  ri2 . 

f 

und  also  wegen  (9): 
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=  -  I A,T^  -  i  A,r„  +  tV  A,  r,2  +  tV,  Ar,, , 

=  -  ^SA.,iP  -  -ijSAJ^.,  -  ^2  A,-ST,,  +  Jß  -SA,r,,,  . 

In  diesen  Formeln  wollen  wir  noch  statt  der  r,/t  die  Formen  Aj  ein- 
führen (p.  559)  mittelst  der  Gleichungen: 

r,,  =  A2  "/Ai;     r,,  ==  AA,  -fA,,     r22  =  AA^-ZA.,; 

dann  geben  dieselben  wegen  (20)  und  (21)  die  beiden  gesuchten  Bil- 
dungen bez.  in  der  Gestalt: 

a.«,2  =_|A,^  +  tV/'  (A,A-AiA,)  +  t^A(A/^- AA,), 
(-")    a_,.  aj  =  -  i  A,  i^  +  ,V  A  (A3  A  -  A,  A,)  -f  j\  f  (A,^  -  A  A.,). 

Diese  Formen  lassen  sich  übersichtlicher  schreiben,  wenn  man 
noch  die  zweiten  Differentialquotienten  von  Sy,x  nach  x  und  A,  divi- 
dirt  durch  12,  und  die  dritten  Diiferentialquotienten  von  G  {%,  A), 
dividirt  durch  24,  für  jc  =  A,  A  =  —  /"  einführt,  d.  h.  die  Ausdrücke 
(p.  561): 

(24)  .S„=6(A,2-AA2),  -S,2=3(AiA,-AA3),  5'22=6(A22  — Ai A.). 

(25)  Tm  =  A,     r,,2  =  Ai,     Ti,.  =  A,,     T,,,  =  A3 . 

Alsdann  erhält  man  unter  Hinzunahme  der  Gleichungen  (15),  (IG), 
(18)  und  (19)  für  die  unter  2)  genannten  Formen  folgende  Bar- 
stellungen : 

f  «,a/  =  -  1  Fl       -  I  i>f^         «-««'  =  -  ^  r,        -  ■!■  ^A  , 
ftx««.^  =  -  1  ro22^^'  +  -s^ir  ^02/"—  4V  -^i^A  , 


(26) 


Von  den  oben  unter  3)  genannten  Bildungen  haben  wir  schon 
zwei  in  den  Gleichungen  (20)  und  (21)  gefunden.  Von  den  viei- 
übrigen  bestimmt  man  zunächst  a^^ünUi  dadurch,  dass  man  in  (10)  die 
Ui  durch  d  ersetzt  und  mit  ^.,.  {caa)  a^^r^J  =  c^^c,,  multiplicirt.  Hier- 
durch geht  L  in  «,. «„r//  über;  der  aus  u^.  entstehende  Ausdruck 
{caa)  cjaj- Ky  verschwindet,  und  es  -geht  {ahu)  {aha)  a,^.b,^- a'-' 
über  in: 

(abc)  {aha)  {cdß)  a^.h_i.c.rdj-ajß_r'- 
=  Jf  {abc)a.rb,.c,.djajß.,'^  {{aha){cdß)  —  {rha)  {adß)  -  {ara)  {hdß)) 

=  \  {ahcf  a.,h,.c.,  .  {adß)  ajßjdj  =  0 ; 

und  somit  hat  man  die  Formel: 

(27)       •  rt.r««^//  =  0, 
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und  hieraus  durch  wiederholte  Anwendung  des  d-Processes   nach   (9): 

(28)  «.r  «„«/  +   ^-i-  '^^n  Ctm  =  0  , 

(29)  '     «^«„«,„  =  0. 

Die  Ausdrücke  a^^.a^ai  und  aj.an(tm  selbst  endlich,  welche  nach 
(28)  einander  gleich  und  entgegengesetzt  sind,  erhält  man  durch  Be- 
trachtung der  aus  (p'  ==  93'./  zu  bildenden  ersten  Polare  (p.  574) : 

(30)  Q(pJ'^cpy  =  {aßb)(aaß){ß.,aJbJa,j  +  ß,aJbJfu.-\-2ß^aJb^bya,. 

-\-2ßa:Cc.raybJa^y 
=  A-\-  A'  -\-2  B  -\-2  B' . 

Die  Bedeutung  der  Grössen  A,  A\  B,  B  wird  hieraus  leicht  zu 
ersehen  sein.     Wegen  der  Vertauschbarkeit  von  cc,  ß  findet  man  nun : 

A  =  -\a,jbj^a:^ß^^.  {ciaß)  Haßh)  a_^  —  (aab)  ß.A 
(»31 ) 

=  i  fiybja^rß^-  (aaß)  ^{aßb)  «,,  —  (aaß)  &.,}, 

oder  wenn  man  den  ersten  Theil  nach  (11)  umformt,  und  berück- 
sichtigt, dass  sich  der  Factor  von  &^^  =  /"  im  zweiten  Gliede  nicht 
ändert,  wenn  man  die  x,  y  permutirt  (was  man  leicht  beweist)  für 
(A,)..3  =  A2: 

A  =  —  \  a.n(i.ra,j  +  i  A,  .  ajciy  —  ^  {t^^)^'  {^■i)y  •  f 

Der  Term  Ä  in  (30)  entsteht  aus  A,  indem  man  die  «,  b  mit 
den  /3,  a  vertauscht;  dabei  vertauscht  sich  /  mit  A,  A^  mit  Aj,  M 
mit  —  Z;  und  es  ist  also: 

Ä  =  1  aia_,a,  +  ^  A,  .  a^'^a^  —  ^  (A,),.-  (Aj^  .  A  . 

Für  den  Ausdruck  B  finden  wir  durch  Vertauschung  von  a,  ß: 

-ß  =  i  Kxßxb,^.bya^  {aaß)  {(aßb)  a,.,  —  (aab)  ß^j 

=  -2Ci.xß^b^bya:^  {aaß)  {{ccßb)  a^,.  —  {accß)  ö.^.}  . 

Hier  ist  der  erste  Theil  gleich  dem  ersten  Theile  von  A  in  (31),  denn 
er  geht  durch  Vertauschung  von  a  mit  b  in  denselben  über,  während 
der  zweite  Theil  von  B  gleich  .^-Aa^-r^^i/  ist.     Es  wird  daher: 

B  =  —  l  üma^ciy  —  \  t^.ia:,-ay  . 

Denkt  mau  sich  hierin  wieder  die  u,  h  mit  den  ß,  u  vertauscht, 
so  erhält  man: 

B'  =  ^  vc,a^.ay  —  |  A,  ajdy  . 

Trägt  man  schliesslich  die  für-  A,  A\  B,  B'  gefundenen  Werthe 
in  (30^ein  und  drückt  noch  Aj,  A^  durch  /*,  A  aus,  so  kommt: 

6  (pj'-'ipy  =  —  2  a,„a^ay  -\-  2  uiu^Uy  —  |  Tf  aj^ciy  . 
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(34) 


Drückt  man  noch  (p  durch  ip  aus  (p.  575),  so  liebt  sich  auch  der 
in  T  multiplicirte  Term  fort,  und  es  bleibt: 

(32)  2  tpj  ^y  =  a,n  a.v  ciy  —  ai  a.^  ccy  . 

Aus  dieser  Formel  ergibt  sich  endlich;  wenn  man  y,-  =  n, 
=  (rt «),- fl'.,-'-^  K ,'"  setzt  und  die  auf  p.  572  gegebene  Definition  der 
Combinante  Q  beachtet: 

(33)  2  Q  =  «,^.  a,„  ör„  —  «.^  a„  a/ . 

Unter  Hinzunahme  von  (20),  (21),  (24),  25),  (27),  (28),  (29) 
/mdet  man  also  für  die  unter  3)  genannten  Formen  das  folgende  Glei- 
chung ssystem: 

(ixtlm  ö«  ==  Q  ,  «r  «■m  «n  =  0  , 

^  djcttnai  =  0  ,         a^^a^at  =  —  Q  . 

Die  Berechnung  der  unter  4)  auf  p.  634  genannten  Formen  ge- 
staltet sich  nunmehr  sehr  einfach.     Aus  (10)  ergibt  sich  zunächst: 

=  ^  (aba)  a^.hx^ajay  =  ^anU^üy  . 

Ersetzt  man  hierin  die  yi  bez.   durch  mi  und  w,-,   so  findet  man    nach 
(26)  und  (34): 

,oKx  {inx)  =  I  a^.a„-  =  —  I  Ti  —  1^/ , 

(l-mx)  =  f  a^a„^a„  =  f  ß  ; 

und    aus    der    ersten    dieser    Gleichungen    durch    Anwendung    des    d- 
Processes : 

(36)  {m  n  x)  =  |  a^r  «„^  ^  _  i.  r2  —  t^  A  . 

Zur  Berechnung  von  {Imn)  benutzen  wir  die  Identität: 

(Imn)  w.i-==  (Imx)  u„  -j-  (mnx)  u/  -\-  (Ixn)  Um 

=  lQN-\-\{T,M—V,  Z)  +  ^  (/yJ/  —  A  L) . 
Nun  ist  aber  nach  (35)  und  (14): 

\Ua:         L  M 

3  Q  .V  =z  ( / m x) .  (/( a ii)  a^^^  aj'  =  \  f     a^r  cti     aj  a„ 

|A     ajai     ajcc„ 

.  I  M.r  Z  M 

(37)  .=  u..{th^  -  ^V  Sj,-r}  -{(^iM 
denn  nach  Gleichung  (49),  p.  561  ist: 


r,Z)  -t{Mf-~LA)', 
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5^,_/-=-6(r,,r.,,  — r>2^) 

(38)  =  S' A-»  —  4  JA Y  +  S'^A'^P—^STAp-\-{^r--'^S^)/-K 

Trägt  man  den  gefundenen  Werth  für  QN  in  die  Gleichung  für 
(Imn)  ?f(.  ein,  so  bleiben  rechts  auch  nur  in  lu-  multiplicirte  Glieder, 
so  dass  man  direct  [/?nn)  findet.  Nimmt  man  die  Gleichungen  (35) 
und  (36)  hinzu,  so  hal  man  für  die  vier  aus  den  vier  linearen  Zwischen- 
l'ormen  L,  M,  N,  ^/.,,  zu  bildenden  Functionaldeterminanten  folgende 
Wej'the : 

Ulmx)  =  1  Q ,  («/.«)  =  i  Ti  +  ipf, 

\{mnx)  =  —  I  Po  —  ^A ,         {imn)  =  i^"-  —  ^V.  -^J-r, 

lüo  Sj^  _  /•  durch  (38)  deßnirt  ist.  —  Damit  hätten  wir  die  für  das 
Folgende  nöthigen  simultanen  Bildungen  aus  /",  A,  L,  M,  IS  voll- 
ständig berechnet. 

Die  hier  entwickelten  Formeln  geben  noch  ein  bemerkenswerthes 
Resultat,  welches  wir  mehrfach  benutzen  werden*),  und  daher  sogleich 
noch  ableiten  wollen.  Setzt  man  nämlich  in  (32)  yi  =  li  oder  yi=mi 
und  wendet  die  Gleichungen  (26)  und  (34)  an,  so  erhält  man: 

(40)  IPJ 1^,  =  ^  S,  ,        tj  ^.n  =    -   -h  S2  , 

wo  »S'j,  S^  die  durch  4  dividirten  Differentialquotienten  von  Sy.i  für 
jc  =  A,  /l  =  —  f  bedeuten.  Setzt  mau  nun  in  Gleichung  (37) 
Vi  =  J^.^-^  il'i,  so  geht  dieselbe  über  in  : 

Q2  =  I  ^  (r-  -  yV  Sj,-i)  -  ii^Ji>,n{\-,+4tf)+  i  i^jii^t  (r,  +  4^A) 

Hier  kann  man  endlich  noch  die  Invariante  T^x,  genommen  für 
X  =  A,  A  =  —  /,  einführen;  denn  es  ist  (p.  561): 

(41)  Tj,_^=r,s,  -  r.,s^. 

Man  erkennt  so,  dass  sich  das  Quadrat  der  Fonn  Q  (d.  i.  der 
Fiinctionaldeterminanle  von  f,  A  und  ^,  dividirt  durch  54)  durch  die 
Formen  f,A,-4>  selbst  ausdrücken  lässt,  und  zwar  mittelst  der  Glei- 
chung'^'^'): 

(42)'  242Q2  =  384^'^  -  12  t^S^,_^  +  2  T^,_/-, 

ivo  Sj^—f  und  ^^, -/•  bez.  durch  (38)  und  (41)  definirt  sind.  — 

Aus   den   Zwischenformen    Z,    M  und    u^-,   setzen    wir    nun    eine 
neue   Zwischenform   erster  Klasse  und   siebenter  Ordnung    zusammen, 
welche  die  Combinanteneigenschaft  hat,  nämlich: 
(43)  ^  =  Z A  —  /y]/  +  2 1/;  .  u^  =  UkKj  . 


*)  Vgl.  auch  den  unten  folgenden  Abschnitt  über  die  zu  einer  Curve  gehöri- 
gen algebraischen  Integrale. 

**)  Vgl.  Brioschi:  Comptes  rendus  1863,  erste  Hälfte,  p.  .S05. 
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In  der  That  wegen  (9)  dA'  =  0,  wodurch  nach  Obigem  K  als 
Combinante  gekennzeichnet  ist.*)  Für  diese  neue  Zwischenformen  haben 
wir  nun  wegen  des  Folgenden  wieder  die  Bildungen 

aja/;,     ajak,     a^Ui^ ,     «*■«/,•-,     a^anttk ,     ci.vCinCCk 

zu  berechnen.  Dieselben  findet  mau  leicht,  wenn  mau  beachtet,  dass 
nach  der  Definition  von  K'. 

(43*)  ki  =  1^  =  ^h  -  fmi  +  2xlJXi . 

Man  findet  hieraus  sofort  wegen  (14): 

(44)  aj «,  =  i  Fl  +  i,r,     aj «/,  =  i  T.  +  i/;  A  , 
ferner  aus  den  letzten  Gleichungen  (34): 

(45)  a:c(inak  =  —  ß/",     «^-«„«ä  =  —  Q  A  , 
und  endlich  : 

üxCtk-  =  A'ürffr  —  ^  l^faxCiia,n  +  pCtxCt.n' 

+  4  1^  {Aajcti  —  faja,,,)  +  4  t^V, 
o;.r«r  =  A-«^.or/2  —  2  Afa^-Kia,,,  +  pa^-^aj 
+  4t/;  {Aajai  —  fa/a,,,)  +  4  ip'^-A  , 

oder  wegen  der  letzten  Gleichungen  des  Systems  (26)  und  der  ersten 
des  Systems  (34)  unter  Anwendung  des  Euler 'sehen  Theorems  über 
homogene  Functionen: 

(46)  a,a,?  =  \i,V,-\-i^J  .Sj^^f,     «.«a- =  i^'r2  + -^V  A5^,_^. 

—  Die  Elimination,  welche  schliesslich  die  gesuchte  Parameter- 
darstellung der  Grundcur^e  liefert,  gestaltet  sich  nun  sehr  einfach, 
wenn  wir  ein  neues  Coordinatendreieck  einführen,  dessen  Ecken  durch 
einen  festen  Punkt  x  und  durch  die  beiden  (von  x  abhängenden) 
Punkte 

N  ^  Un  =  0     und     K  eee  w/,  =  0 

gegeben  sind,  deren  geometrische  Bedeutung  wir  sogleich  erkennen 
werden.  Bezeichnen  wir  die  laufenden  Veränderlichen  mit  «/,,  so 
haben  wir  also  statt  derselben  neue  Veränderliche  ^,  //,  ^  einzuführen 
mittelst  der  Gleichungen: 

(47)  ^y2  =  ^^'2  +  ^%  +  eA•2, 

r"?/3  =  ^X.-{-7]  71.,  +  ^A-g  , 

*)  Die  Combinanteneigenschaft  von  K  ergibt  sich  auch  daraus,  dass  K  aus  N 
abgeleitet  werden  kann  mittelst  der  Gleichung 

vgl.  Math.  Annalen,  Bd.  6,  p.  483,  Gleichung  (71). 

Clebscb ,  Vorlesungen.  41 
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wo  wieder  f  =  6^  (A,  —  /").  Die  Transformationscoefficieuten  hängen 
allein  von  der  Curve  /  (y)  =  0  und  dem  beliebigen  Punkte  x  ab ;  da 
nun  Un  und  ?//,  Coni\)inanten  sind,  so  müssen  auch  die  Coefficienten  der 
tr ans formir teil  Gleichung  von  den  Comhlnanten  des  Systems  nf  -^  11^  =  0 
abhängen.  Um  die  neue  Curvengleichung  zu  erhalten,  thut  man  daher 
besser,  zuerst  die  Form: 

/fiu)  =  A (x)  f{y)  -  f(x)  A (y )  =  Af  {g)  -  /A {y)  , 

welche  selbst  Combinante  isi  und  gleich  Null  gesetzt  die  durch  x 
gehende  Curve  des  Büschels  3f/-|-AA  =  0  darstellt,  in  den  ^,  1] ,  t, 
auszudrücken,  anstatt  direct  /"(?/)  als  Function  der  letzteren  Grössen 
darzustellen.  Zunächst  ist  nach  einer  bekannten  Identität,  welche  aus 
{aauy  =  0  für  Ui  =  {xij)i  entsteht  (vgl.  p.  563  und  575): 

(48)  ff(j/)  =  3  {üj^ay^  .  ajtty  —  a^c'^üy  .  ar(^y')  , 

wo  nun  die  Factoren  der  einzelnen  Glieder  nicht  mehr  vom  dritten, 
sondern  nur  noch  vom  ersten  und  zweiten  Grade  in  den  y  sind.  Aus 
den  Formeln  (47)  hat  man  sofort: 

r  .  «x'«!/  =  bA  +  TqaJ'-a,,  +  Icc^-au 

r  .  r/.,  V  =  f /•+  2  Ua^-'a^  +  2  Uaja,  +  7/2 «,«,2 

-|-  2  rj^a^anüA-  +  t'^a^air 
r  .  «,.«/-  =  |2^-[-  2  Ua^^-a,,  +  2  i^i^aja^  +  t/2a,a„2 

-f-  2  1/  g  a^  «n  «/t  +  V  «.r  WA.-2  . 

In  Folge  der  Gleichungen  (14),  (26),  (44),  (45)  und  (46)  lassen 
sich  nun  die  hier  rechts  auftretenden  Coefficienten  immer  in  folgender 
Weise  ausdrücken: 


(49^ 


(50) 


aa;anak  =  (Syif  -^  TiaTi, 


(a^-ttn 
aj  au 
a^  aJ- 


2 


(?i  A  +  ^1  r 


2  > 


ß^.r^  ka-   =  (?.,  A  -|-  T2  r., , 

«^•««-      =  (?ll  A+  TiiTo  , 

«^a«ß/,  =  (j,o  A  -|-  rj2  Tj , 

«r  «A-^       =  (?22  A  +  T22  Tj  , 


wo  die  Grössen  ö,  t  definirt  sind  durch: 


(51) 


=  — ß,    ^'x2  =  ^Sj,-ri 


T,    =0,       Tj  = 


-i 


12 


0 


f  t^ 


Bildet   man  also   die   in    (48)    rechts    stehende   Determinante    der 
Ausdrücke  (49),  so  zerfällt  dieselbe  in  zwei  Factoren,  deren  einer 

Ar.. 


/    r, 


=  r  =  G  (A,  -  f) 


n.//(y)=3 


=.^l{t.^l^j^x,,n''-+r,,t;^)^?>l 
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ist;  und  indem  man  diesen  Factor  durch  Division  fortschafft,  bleibt: 

oder  wenn  man  die  zweite  Verticalreihe  mit  Hülfe  der  ersten  reducirt 
und  {?^  =  0,  Tj  =  0,  T,2  =  0  setzt: 

r//(y)  =  3   ^  +  ''^^'     -r^  +  (5,,^^  +  2(7,2^ye+^22S^| 

Führt  man  hierin  endlich  auch  für  die  übrigen  Grössen  6,  x  die 
Werthe  (51)  ein,  so  kommt: 

(52)   rH(y)=U't-^^v''-{-H^t'+^^vi'+i{?^t'—,\Sj,_i)tK 

Dies  ist  die  sogenannte  typische  Darstellung  von  H{ij);  die  Form 
H  {y)  ist  dadurch  rational  (aber  nicht  ganz)  mittelst  der  Functional- 
invarianten  von  /  dargestellt  (vgl.  p.  248  f.),  und  zwar  mittelst  der 
Grössen  f,A,^  und  Q,  wo  jedoch  /"  und  A  nur  in  der  Combinante 
Sj,  —  f  vorkommen,  so  dass  in  (52)  alle  Coefficienten  Combinanten  sind. 

Aus  der  Gleichung  (52)  erkennt  man,  dass  die  Gerade  ^  =  0  in 
ihrem  Schnittpunkte  mit  -»^  =  0,  d.  h.  im  Punkte  x,  die  Curve 
H  {i/)  =  0  berührt,  während  der  Schnittpunkt  von  ^  =  0  mit  |  =  0, 
d.  i.  u„  =  0,  ebenfalls  auf  der  Curve  liegt  und  also  mit  dem  Tangen- 
tialpunkte  von  x  zusammenfällt  (p.  530).  Gleichzeitig  ist  aber  in 
dem  Punkte  u„  =  0  die  Linie  |  =  0  Tangente  der  Curve  H  [jy)  =  0. 
Da  ferner  die  erste  Polare  von  x  in  Bezug  auf  If  =  0  in  der  Form 

erscheint,  so  ist  rj  =  0  die  Polare  des  Punktes  N  =  0  (d.  i.  ^  =  0, 
^  =  0)  in  Bezug  auf  die  erste  Polare  des  Punktes  x,  gebildet  für 
H  =  0.  Damit  hätten  wir  die  geometrische  Bedeutung  der  Transfor- 
mation (47)  erkannt;  das  Resultat  können  wir  auch  in  folgenden 
Sätzen  aussprechen: 

Ist  X  ein  heliehiger  Punkt  der  Ebene  ^  so  stellt  N^eu,,  =  0  den 
Tangentialpunkt  von  x  auf  der  durch  x  gehenden  Curve  des  syzygetischen 
Büschels  "üf  -\-  11^^=^  dar;  K^Uk  =  0  dagegen  gibt  den  Schnittpunkt 
der  Tangente  dieser  Curve  im  Punkte  N  =^  mit  der  Polare  von  N  =  0 
in  Bezug  auf  den  Polarkegelschnitt  von  x.*) 

*)  Man  hätte  dies  auch  direct  durch  Auflösung  der  Gleichungen  (47)  und 
einige  Umformungen  der  für  |,  rj,  J  resultirenden  "Werthe  erkennen  können, 
vgl.  Clebsch  und  Gordan  a.  a.  0.  —  Die  Bedeutung  von  iV  =  0  ergibt  sich 
übrigens  direct  aus  der  Salmon' sehen  Identität.  Der  Tangentialisuukt  muss 
unbestimmt  werden,  wenn  //  in  ein  Dreieck  zerfällt,  was  mit  den  Resultaten 
auf  p.  597  übereinstimmt. 
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Die  Form  von  H  (j/)  lässt  weiter  sogleich  die  Richtigkeit  folgen- 
der Sätze  erkennen : 

Die  CiiJ^ve  ^  =  0  ist  de?-  Ort  der  Punkte  x ,  für  welche  die  Ecke 
K  =  0  des  zu  X  geliörigen  Dreiecks  |  =  0,  »^  =  0,  ^  =  0  auf  dem 
Polarkegelsclinitte  von  x  liegt;  |  =  0  ivird  dann  Tangente  des  letzteren 
in  K  =  0. 

Die  Gleichung  3  ^^  _  ^  Sj^^f  =  0  stellt  eine  Curve  12""'  Ordnung 
dar,  für  deren  Punkte  x  die  Ecke  K  =0  jenes  Dreiecks  ebenfalls  auf 
der  durch  x  gehenden  Curve  des  syzygetischen  Büschels  liegt. 

Für  die  72  Schnittpunkte  x  von  ip  =  0  mit  den  vier  durch  Sj^  _  /^  =  0 
gegebenen  äquianharmonischen  Curven  des  Büschels  xf  -\-  2.A  =  0  ist  das 
zu  X  gehörige  Dreieck  |  =  0,  )^  =  0,  ^  =  0  der  durch  x  gehenden 
Curve  des  Büschels  gleichzeitig  ein-  und  umgeschrieben:  N  ist  Tangential- 
punkt  von  x,  x  von  K  und  K  von  N. 

Und  endlich,  da  nach  (42)  für  ip  =  0,  Tj^—f=0  auch  Q  =  0  wird: 

Für  die  lOS  Schnittpunkte  von  ijj  =  0  mit  den  sechs  durch  Tj^  _  /• 
gegebenen  harmonischen  Curven  des  syzygetischen  Büschels  fällt  der  zu 
x  gehölige  Punkt  K  =  0  in  einen  Wendepunkt ;  und  die  Wendetangente 
des  letzteren  ist  durch  |  =  0  gegeben. 

Für  einen  Punkt  x  der  12  durch  V  ^  G  (A,  —  f)  =  0  darge- 
stellten Wendepunktslinien  wird  unsere  typische  Darstellung  illusorisch, 
in  der  That  verschwindet  alsdann  auch  die  Determinante  unserer 
Transformation  (47),  denn  es  ist  nach  (43*)  und  (39): 

{xnk)  ==  A  {X7il)  —  f  (xnm) 

^^^^  .  =i(r,A-r,n  =  ir. 

—  Aus  (52)  kann  man  nun  typische  Darstellungen  für  alle 
Functionalinvarianten  von  H  (;y)  ableiten,  d.  h.  dieselben  so  darstellen, 
dass  ihre  Coefficienten  rationale  Functionen  von  f,  h,  tp  und  Q.  wer- 
den. Wir  wollen  hier  nur  noch  die  Hesse'sche  Form  A//  von  H  {ij) 
berechnen.  Dies  geschieht,  indem  man  zunächst  die  Hesse'sche 
Determinante  von  H  in  Bezug  auf  die  i,,  rj,  ^,  d.  h.  die  Determinante 
aus  den  Grössen: 
ffn  =  H>     H,,  =  -ll,    ^33  =  f§  +  iQ^  +  f(3i^2_^^^^_^)g^ 

bildet,  und  dieselbe  mit  6  und  dem  Quadrate  der  Determinante  der 
aus  (47)  sich  durch  Auflösung  ergebenden  Transformationsgleichungen 
multiplicirt.  Nun  findet  man  aber  aus  den  Gleichungen  (47) 
wegen  (53) : 

^  =  4  (y  wA-)  ,     >?  =  4  (xyk)  ,     ^  =  4  (xny)  . 
Nach  dem  Satze  über  die  adjungirte  Determinante  ist  aber  die  Deter- 
minante   dieser    Gleichungen    gleich   4^  (xnk)-  =  4  f^-      Bilden    wir 
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andererseits  die  Hesse 'sehe  Form  für  die  linke  Seite  von  (52),  also 
für  V-H,  so  wird  dieselbe  gleich  PA//.  Durch  Division  mit  T'  auf 
beiden  Seiten  und  Ausrechnen  der  Determinante  der  //,/,  findet  man 
daher  unter  Berücksichtigung  der  Gleichung  (42)  für  Q^-f-j. 

PA//  =  r  +  3  ^|22;  -  2  iplri'^  -QQ^nl^  ^\  Sj^^fU' 

(54)  _|Q^3_(6^2_.^,^^.^.^_^)^2^._  i2^Q^e2 

Um  nun  schliesslich  die  Coordinaten  eines  Punktes  y  auf  der 
Curve  /  (y)  =0  als  Functionen  eines  I^arameters  auszudrücken ,  be- 
trachten wir  den  durch  den  Tangentialpunkt  JV  =  0  eines  Punktes  x 
der  Curve  gehenden  Strahlbüschel 

(55)  Jf  a^-  ciy  —  A  a.^?  ay  =  0 

und  berechnen  die  beiden  übrigen  Schnittinmkte  eines  Strahles  aus 
diesem  Büschel  mit  f  (j/)  =  0,  was  durch  eine  quadratische  Gleichung 
geschieht.  Da  in  unserm  Falle  /"{x)  ^  /"=  0  ist,  so  wird  If(i/)  =  A.f{y) 
und  (vgl.  p.  560) : 


A//  =  T]  «y3  —  Tj^/y^  =  Fl  a 


3 


oder  wegen  /"^  aj  =  0:  A/y  =  A^a^^.    Die  Gleichung  (55)  zusammen 
mit  /'({/)  ^  Uy-^  =  0  können  wir  daher  ersetzen  durch  die  Gleichungen: 

xA'BJffy  -  A  (A//).2  (A//)^  =  0 ,     B{y)  =  0, 

wo    symbolisch:    Hy^  =  H{y),    (A//)/ =  A//.     Es    ist    aber,    da    den 
Werthen  y,  =  xi  die  Werthe  |  =  f,  >?  =  0,  ^  =  0  entsprechen: 

(A„)...'(A.),  =  i  ^^  1^  ->-,. = +  r'^" . 

Indem  man  sich  also  Alles  in  den  Yariabeln  i,,  ri,  t,  ausgedrückt  denkt, 
hat  man  die  beiden  Gleichungen: 


*)  Andererseits  ist  nach  der  bekannten  Formel  für  A^;^: 
Nimmt  man  die  Definitionsgleicliung  für  H  hinzu,  so  findet  sich: 

und  dies  ist  die  typische  Darstellung  für  die  Grundform  f  {rj)  selbst.  Hieraus  schliesst 
man  weiter,  dass  jede  Functionalinvariante  von  f  mit  einer  solchen  Potenz  von  f- 
mulliplicirt  iverden  kann,  dass  sie  eine  ganze  Function  der  7  Grundformen  /",  A,  i^, 
Q,  U.X,  N,  K  wird.  Zwischen  letzteren  besteht  die  einzige  Relation  (42).  Alle 
Relationen  zwischen  den  Functioualinvarianten  von  f  sind  damit  auf  diese  Glei- 
chung und  auf  die  Ausdrücke  derselben  durch  die  7  Grundformen  zurückgeführt. 
Vgl.  Clebsch  und  Gordan  a.  a.  0. 
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H{y)  =  0,    xA2^—  A^  =  0. 

Wenn  man  aus  ihnen  und  der  Gleichung: 

i(,j  =  0     oder     iiA  +  ^n  -\-  Kt,=0 

die  ^,  rj,  ^  eliminirt,  so  erhält  man  das  Product  der  Gleichungen  aller 
Punkte  y,  in  denen  ein  Strahl  des  Büschels  (55)  die  Grundcurve 
/"(</)  =  0  trifft.  Unter  diesen  ist  der  Scheitel  jenes  Büschels  (TV  =  0); 
die  Form  N  muss  daher  ein  Factor  des  Elimiuationsresultates  sein. 
Nun  sind  von  den  drei  gegebenen  Gleichungen  zwei  linear,   nämlich: 

0  =  n(,A.^_,^;^)^..A.e-A(|  +  ^^). 
In  Folge  dieser  beiden  Gleichungen  kann  man  also  setzen: 

Führt  man  diese  Werthe  in  H  (y)  ein  und  bemerkt  noch,  dass  Sj,—f, 
Tj^^f  für  /=  0  bez.  in  S bJ"  und  TA^  übergehen,  so  erhält  man  die 
Gleichung: 

0  =  I  ^■  {  A^2  [(I  J<  A2  —  A  1^)U -f- 3 1/' (i  K  A2  —  A  1^)  r  +  (3  ^2  _  ^  5- ^4)  ;i3] 

—  1(1  jc  A2  -  Ki^  [Kl  +  2/.,  (I  J<  A2  —  A0)]2 

—  2^N  [KX  -\-  Ur  (i  X  A2  —  A n,)]  r-) . 

Lassen  wir  den  für  die  vorliegende  Frage  irrelevanten  Factor  -1 N  fort, 
so  ändert  sich  diese  Gleichung  wegen  der  Relation  (42)  nicht,  wenn  man 
nach  Multiplication  derselben  mit  f  (^ ;« A^  —  A  i/»)  auf  der  rechten 
Seite  ^Q}  N'^V  subtrahirt  und  gleichzeitig  den  Ausdruck 

a^'-Ä^^A4-f-^i^rA«)iVU* 

addirt.  Man  erhält  dann,  indem *sich  alle  in  A^i/;,  A^t^-  und  ip'^  mul- 
tiplicirten  Terme,  -welche  aus  der  ersten  Klammer  hervorgehen,  fort- 
heben, die  Gleichung: 

-  {(i  X A2  -  Ai/;)[Ä'A+  w.,  (i  X  A2  -  A^-)]  +  f  ß^VA2}2, 
die  man  auch  in  der  Form  schreiben  kann: 

(i  jeA2  -  Ai^)  \_Kk  +  u,  (|xA2  -  Ai/.)]  +  |-Q;VA2 

+  i  A^iV^p  (x3  —  4-  ^xA2  +~pT3  =  0  . 

Die  ersten  Glieder  dieses  Ausdruckes  vereinfachen  sich  noch,  weiin 
man  für  K  und  Q.N  ihre  Werthe  in  L,  M  einsetzt.  In  Rücksicht  auf 
f  =  0  hat  man  nämlich  wegen  (37)  und  (43) : 
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K  =  LA  -{-2llJtU, 
I  QA'  =  u^  (^2  _  _^^  SA')  -  iy¥A3  +  tAL  . 

Indem  man  diese  Werthe  einführt,  geht  die  Gleichung  (56)  nach 
Auslassung  des  Factors  -j^  A^  über  in : 

(56*)  0={x''-  —  iSX-^)Au.r—4:X^-M-\-4:xXL±Nj/6?,{x^—{-xX-'-S-]-^Pr) 

Dieses  ist  die  Gleichung  Uy  =  0  eines  Punktes  y,  in  ivelchem  ein 
Strahl  des  Büschels  y,ajcty  —  ^ajccy  =  0  die  Curve  /"(j/)  =  0  schfieidet; 
dabei  ist  x  ein  beliebiger  Punkt  von  f;  der  Tangeniialpimkt  desselben 
(yV=0)  ist  der  Scheitel  jenes  Büschels;  die  Formen  Z  und  3/  sind 
durch  (10)  und  (11)  definirt;  A,  S,  T  haben  die  bekannten  Bedeu- 
tungen.* Die  beiden  verschiedenen  Schnittpunkte  eines  Büschelstrahles 
erhält  man  durch  die  beiden  Vorzeichen  der  Quadratwurzel.  Die 
Coefficienten  von  u^,  u^,  u^  in  dem  vorliegenden  Ausdrucke  sind 
also  die  Coordinaten  des  auf  der  Curve  variabeln  Punktes  selbst;  man 
hat  daher,  ivenn  q  einen  lüillkiirlichen  Factor  bezeichnet,  diese  Coordinaten 
in  Function  des  Parameters  k  :  A  dargestellt  durch  folgende  Gleichun- 
gen ,  in  denen  M  =  !(,„,  L  ^=  ui ,  N  =  u„  gesetzt  ist  *)  ; 


iog^  =  A(x-  —  -^SV)x^  —  4Pm^-}-4:%^l^±n^y'6X{ic^  —  iSxX--}-^TP) 

(57)  }Qg.^  =  A(ic''-  —  iSr-)x.-4:P m,  +  4 x A /,+  w, j/WJ^^^— ^ S x T- -\- ^ T P) 

'  ^  yg  =  A  (x^  —  -L  5  A2)  0:3  -  4  A2  »«3  -I-  4  X  A  t^  ±?i.^  /6A(h3  — |53«A2  +  |7'Aa) . 

Unter  dem  Wurzelzeichen**)  erscheint  hier  der  Ausdruck  G^  (x,  —  A) 
multiplicirt  in  6  A.  Da  nun  durch  das  Verschwinden  dieser  Irratio- 
nalität die  vier  von  N  =  0  ausgehenden  Tangenten  des  Büschels 
xaj^tty  —  Xaj^ay  =  0  bestimmt  werden,  so  erkennt  man,  dass  die 
Gleichung  G^  (x,  —  A)  =  0  die  übrigen  drei  von  diesen  Tangenten  be- 
stimmt ,  ivenn  eine  von  ihnen,  entsprechend  dem  Werthe  A  =  0  (also  die 
in  X  berührende  Tangente),  bekannt  ist.  Insbesondere  kann  man  nun 
den  Punkt  x  mit  einem  Wendepunkte  zusammenfallen  lassen,  wo  dann 
der  Scheitel  des  von  uns  betrachteten  Büschels  ebenfalls  in  dem  be- 
treffenden Wendepunkte  liegt.  Dem  Werthe  A  =  0  entspricht  dann 
die  Wendetangente  von  x  und  die  Wurzeln  der  Gleichung  G^  {x,  —  A)=0 
liefern    die    drei     von    x    noch    ausgehenden    Tangenten    der  Grund- 


*)  In  anderer  Form  ist  eine  solche  Parameterdarstellung  gegeben  von  Aron- 
hold:  Monatsberichte  der  Berliner  Academie,  25.  April  1861.  Daran  knüpfte 
dann  Clebsch  die  Verwerthung  der  elliptischen  Functionen^  insbesondere  ihres 
Additionstheorems,  für  die  Schnittpunktsätze  an:  Crelle's  Journal,  Bd.  63  a  a.  0. 
—  In  den  entsprechenden  Gleichungen  bei  Clebsch  und  Gordan  (Math.  Anna- 
len,  Bd.  1   a.   a.  0.)  sind  die  Glieder  mit  den  Coefficienten  tm  ausgelassen. 

**)  Ausser  dieser  Wurzel  ist  in  (57)  noch  eine  Irrationalität  enthalten,  insofern 
ein  Punkl  x  der  Curve  als  bekannt  angenommen  ist;  die  Aufsuchung  eines  sol- 
chen Punktes  verlangt  eben  noch  die  Lösung  einer  cubischen  Gleichung. 
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curve.*)  Für  die  hier  über  die  Lage  von  x  gemachten  Voraussetzun- 
gen würden  allerdings  unsere  Formeln  für  die  typische  Darstellung 
von  /^  (y)  ihre  Gültigkeit  verlieren;  denn  für  /=0,  A  =  0  würde 
auch  r,  d.  h.  die  linke  Seite  der  jene  Darstellung  liefernden  Gleichung 
(52)  Null  sein.  In  der  That  w^ird  auch  das  von  uns  benutzte  Coor- 
dinatendreieck  ^  =  0,  t]  =  0,  ^  =  0  in  diesem  Falle  unbrauchbar,  in- 
dem die  drei  Seiten  desselben  zusammenfallen.  Gleichwohl  aber 
bleiben  die  Endgleichungen  (57)  bestehen.  Die  Gleichung  (56*)  näm- 
lich ,  aus  welcher  (57)  abgeleitet  wurde ,  ist  nichts  anderes  als  das 
Resultat  der  Elimination  der  t/;  aus  den  Gleichungen: 

X  aj^  ciy  —  A  aj^  a^  =  0  ,     a,/  =  0  ,     ?/^  =  0 ; 

nnd  dies  Resultat  muss  vollkommen  unabhängig  von  der  Wahl  des 
Coordinatendreiecks  bestehen  bleiben;  das  oben  benutzte  Dreieck  war 
nur  zur  Herleitung  desselben  passend  gewählt,  indem  so  die  Coeffi- 
cienten  der  Potenzen  von  x,  A  in  (56*)  sofort  als  Functionalinva- 
rianten  der  Gruudcurve  gegeben  waren.  Setzt  man  nun  aber  in  (57) 
A  =  0,  so  kommt: 


(58)       ^ y,-  =  —  4 A2 ??i,  -f  4 ;<  A  /,■  +  ni  j/6  ?.  {h^  —  ^SxP -\- ^ TX^) . 

In  die  Gleichungen  (57)  führt  man  nun  leicht  wieder  die  ellipti- 
schen Functionen  sin  am,  cos  am,  A  am  ein;  es  sollen  die  dazu  noth- 
wendigen  Rechnungen  hier  zunächst  mitgetheilt  werden;  weiterhin 
wird  sich  dann  aber  ergeben,  dass  sich  die  betreffenden  Ueberlegungen 
weit  übersichtlicher  gestalten,  wenn  man  sich  statt  der  Functionen 
sin  am,  etc.  einer  neuen  doppelt  periodischen  Function  bedient,  die  sich 
selbstverständlich  durch  sin  am,  cos  am,  A  am  ausdrücken  lässt.  Die 
Einführung  der  letzteren  Functionen  nämlich  wird  hier  dadurch  um- 
ständlicher, dass  in  (57)  unter  dem  Wurzelzeichen  ein  Ausdruck  dritter 
Ordnung  steht,  multiplicirt  in  A,  welcher  zuvor  auf  die  für  sin  am 
brauchbare  Normalform  |u,  (1  — ^^  f*)  (1  —  '^'"f*)  gebracht  werden  muss. 
Insbesondere  soll  uns  dann  noch  die  Bestimmung  der  Wendepunkte 
beschäftigen,  d.  h.  die  Bestimmung  der  neun  Strahlen  des  Büschels 
naJ-Oy  —  Xa,-c'^a,j  =  0,  welche  den  Scheitel  TV  =  0.  des  letzteren  mit 
jenen  neun  Punkten  verbinden;  wir  werden  sehen,  wie  sich  dies  rein 
algebraische  Problem  mit  Hülfe  der  elliptischen  Functionen  lösen  lässt. 


*)  Da  andererseits  öj  =  0  die  drei  Curven  des  syzygetischen  Büschels  be- 
stimmt, deren  Hesse'sche  Curve  /"=  0  ist  (p.  527),  so  folgt  hieraus  beiläufig, 
dass  jede  Curve  des  syzygetischen  Büschels  von  den  Wendetangenien  der  drei  Curven 
berührt  wird,  zu  denen  sie  als  Hess e'sche  Curve  gehört.  Man  beweist  dies  übrigens 
auch  leicht  direct.  Vgl.  C  leb  seh:  lieber  die  Wendetangenten  der  Curven  drit- 
ter Ordnung,  Crelle's  Journal,  Bd.  58. 
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Zur  Erreichung  des  angegebenen  Zweckes  führen  wir  nun  den 
Parameter  k  statt  x  :  A  ein  und  bezeichnen  mit  % ,  jc",  %"  die  Wurzeln 
der  Gleichung: 

(59)  G,  {n,—  ^)  --  ^^  —  ■\Sk-^^T=0, 
d.  h.  wir  setzen:  x  =  x,  A  ==  1  und: 

;t3  _  ^,9^   _|_  I  7  =   (j£    _    /)    (yf,  _   ^")   (;t  —   :){'")  . 

Ferner  machen  wir  die  Substitution: 

K  =  ^  (x."  —  x")  -[-  x'"  ; 
durch  letztere  wird: 

x3  -  -^  Sx  +  i  T  =  (x'"  -  x")2  K'  -  x)  ft  (1  -  ft)  (1  -  A-»  , 
wenn :  k-  =  —^.r r  • 

Wir  brauchen  jetzt  nur  noch  durch  die  Gleichung 

(60)  ft  =  sin*  am  u 

einen  neuen  Parameter  ti   einzuführen,   um   die  folgenden  Relationen 
zu  erhalten: 

(61)  X  =  jc"  sin-  am  u  -j-  x"'  cos'^  am  u , 

l/'n^  —  ^S'K  -{■  \T  =  {%'"  —  yc")  yx"  —  x  sin  am  ii  cos  am  ii  A  am  u 

(62)  =  1-  (x'"  -  x")  ]/x"'  -  X'  l^^J^'  ; 

und   dadurch  wird   das  zu  unserer  Curve  gehörige  elliptische    Integral 
erster  Gattung,  d.  h.  der  neue  Parameter  u  gegeben  durch: 


0  0 

X 

(63)  =  ^^'"  -  ^'  /'  ^'^     •*). 

x'" 

Unsere  Formeln  (57)  endlich  gehen  über  in: 

/  •    o            N     ,             d  siu^  am  ?< 
9!/i  =  (fi  (sm^  am  u)  -f  m«^ ^^^^ , 


*)  Eine  andere,  elegante  Methode,  um  das  elliptische  Integral  mit  allgemeiner 
binärer  Form  4ter  Ordnung  unter  dem  Wurzelzeichen  des  Nenners  durch  rationale 
Transformation  so  umzuformen,  dass  statt  dessen  die  allein  von  den  Invarianten 

i  und  j  foder  wenn  man  x  '-4  statt  x  setzt,  allein  von  der  absoluten  Invariante  -^ 

abhängende  cubische  Form  auftritt,  ist  von  Hermite  angegeben:  Crelle's  Jour- 
nal, Bd.  52,  p.  8.  Vgl.  auch  Cayley,  ib.  Bd.  .53  und  Clebsch:  Theorie  der 
binären  Form ,  p.  233. 
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wo  die  «,-  Constante,   die  <pi  ganze  rationale  Functionen  zweiten  Gra- 
des ihres  Arguments  sind,  und  wo: 


o  /"- 


7)1  =  ^  (a 

dieselben  iverden  also  in  der  Thal  von  der  Form  der  Gleichungen  (31) 
p.  628.  Um  von  den  letzten  Gleichungen  aus  (durch  Vermittlung  der 
H- Functionen)  die  Sätze  über  Schnittpunktsysteme  wieder  durch  das 
Verschwinden  entsprechender  Integralsummen  darzustellen,  ist  es  nach 
dem  Obigen  noch  nothwendig,  den  Werth  des  Integrals  ii  für  einen 
Wendepunkt  oder  den  zugehörigen  Werth  von  sin  am  u  zu  bestimmen. 
Letzteres  geschieht  im  Anschlüsse  an  folgende  Ueberlegungen. 

Wir  wollen  die  Bedingung  dafür  aufstellen,  dass  drei  Punkte  der 
Curve  mit  den  Parametern  x,,  yt.^,  Xg  oder  bez.  mit  den  zugehörigen  In- 
iegralwerthen  u^,  u^,  u.^  auf  einer  Geraden  liegen.  Zur  Abkürzung 
schreiben  wir  die  Gleichungen  (57)  in  der  Form 


(64)  Qgi  =  Pi-{-  <li'^  +  njf-  +  cci  j/(p  (x)  , 

woraus  die  Bedeutung  der  p;,  qt,  ri,  ai  leicht  zu  ersehen  ist,  und  wo 
cp  (y)  ==  G^  {%,  —  1).  Sollen  drei  Punkte  )«,,  k^,  x^  in  gerader  Linie 
liegen,  so  muss  die  aus  ihren  Coordinaten  gebildete  Determinante 
verschwinden.  Letztere  aber  ist  wegen  (64)  gleich  der  Summe  der 
Producte  aus  entsprechenden  Determinanten  der  unvollständigen 
Systeme : 


Pi 
Pi 
Ps 


^1 


/(JP  (^2) 

'^3  X32  l/tp    (jfg)   i 


d.  h,  man  hat  die  Gleichung; 


(65) 


0  = 


]/(p  (Xj) 

y^p  (^2) 


3     -3     y^^  M 

(qra)     (rap)     (apq)     —  (pqr) 


Mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutungen  der  Grössen  p,  q,  r,  a,  wie 
sie  aus  (57)  und  (64)  folgen,  erhält  man  nun  für  die  in  der  letzten 
Horizontalreihe  von  (65)  stehenden  dreigliedrigen  Determinanten  fol- 
gende Werthe: 

(qra)  =  4  ]/6(Ixn)  A  ,  (ra;?)  =  4  j/6  (xnm)  A  , 

{apq)  =  l6}/6{lmn)  -{-y^Qnlx)  SA,  —  (pqr)  =  —  W(lmx)A, 
oder  wegen  der  Gleichungen  (39)  p.  640  und  wegen  f=0: 
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{apq)  =  lGj/6t\     —  (i><?r)  =  —  24  Q  A  . 
Setzen  wir  also: 
(66) 
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^i\     "  *   a 


4 1/1 


SO  resultiren  in  Rücksicht  auf  die  für  Q  bestehende  Identität  (p.  640) 
die  folgenden  Formeln,  auf  denen  im  Wesentlichen  unsere  späteren  Er- 
örterungen beruhen: 

(rap)  ^  (ccpq)         ^,  2         (P7'>") 


_4_  t/v  3 

{qra)         ""  '       {qrcc)         ""    '      {qra)         -^  ^^     •> 


/  2 

'0    ; 


^Sx,-\-^T. 


Die  Gleichung  (65)  geht  also  über  in*): 

1        X„       5<„- 

(67) 


0  = 


^2       ^2'       V^  M 

7Co  i 


Vv  in) 

j/<p  (Jfo) 


Die  jetzt  rechts  stehende  Determinante  endlich  formt  man  mittelst 
der  Substitution  (61)  leicht  noch  in  der  Art  um,  dass  die  Bedingung 
dafür,  dass  die  Punkte  x^,  x^,  n^  in  gerader  Linie  liegen,  in  der  Form 
erscheint: 


(68) 


sr 


«i^i^i 


^3  ^3  ^3 


=  0, 


wo  wieder  Si^  Ci,  A,  bez.  für  sin  am  Ui,  etc.  geschrieben  ist,  oder  nach 
dem  Additionstheoreme  der  elliptischen  Functionen  (p.  606): 


(69) 


^^i  +  ''2  H"  ^'3  +  ^'0  =  ^  ^     (mod.  CO,  co). 


Damit  hätten  wir  für  die  Schnittpunkte  der  Grundcurve  mit  einer 
Geraden  wieder  die  Gleichung  (36)  p.  630  erhalten;  gleichzeitig  er- 
gibt sich  aber,  dass  die  Grösse  Wj,  mit  der  dort  durch  %■  bezeichneten 
Grösse  identisch  ist.  Die  Argumente  der  neun  Wendepunkte  sind  daher 
durch  die  Werthe 


(70) 


—  iwo  +  i(P«  +  ?"') 


*)  Das  Vorzeichen  in  den  Gliedern  der  letzten  Horizontalreihe  kann  man 
noch  beliebig  wählen.  Man  muss  aber  ein  bestimmtes  Vorzeichen  nehmen, 
sobald  man  elliptische  Functionen  einführt;  und  zwar  ist  dasselbe  dann  durch 
die  Gleichungen  (60)  und  (62)  völlig  gegeben. 
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gegeben,  tco  i/^  bestimmt  ist  durch  die  Gleichungen'^^: 

Ä2" 


Vi'  %m^  am  u^  -f"  v!"  cos^ am  u^  = 


sm  am  Vr.  cos  am  w«  A  am  lu  = —  -r-,  • 

(h       M    )  A'm       «     '^ 

i^?(?r  smö'  x';  J<",  3c"'  <;?/e  Wurzeln  der  Gleichung  (59);  A,  i/>,  Q  Z/c- 
zeichnen  die  bekannten  Covarianten  der  Grundcurve,  geschrieben  in  den 
Coordinaten  des  Punktes  x,  dessen  Tangentialpunkt  bei  der  Parameterdar- 
stellung (57)  zum  Büschelscheitel  gewählt  wurde. 

Um  die  Bestimmung  der  Wendepunkte  auszuführen,  hat  man 
sonach  nur  noch  die  Dreitheilungsgleichung  zu  lösen,  welche  sin  am  \  Uq 
durch  sin  am  Uq  bestimmt-,  d.  h.  die  IVerthe,  ivelche  die  Function  sin  amu 
für  die  Argumente  (70)  der  neun  Wendepunkte  annimmt,  sind  die  Wurzeln 
der  Gleichung  0'^"  Grade^^  für  s : 

^      '  A  f^      %"-  h'"      ~  ^  *  1  —  6  A:^«  +  4  F  (i  +  A-2)  «6—3  kW'  ' 

WO  k-  sich  in  der  oben  angegebenen  Weise  aus  x',  ti" ,  k"  bestimmt. 
Die  Auflösung  dieser  Gleichung  lässt  sich  auf  die  Auflösung  der 
Gleichung  G  {k,  A)  =  0  zurückführen,  mit  deren  Hülfe  wir  früher 
die  Wendepunkte  bestimmten,  wie  weiterhin  noch  gezeigt  werden 
soll.  — 

Wie  schon  früher  hervorgehoben,  gestalten  sich  nun  alle  diese 
Untersuchungen  über  die  Einführung  der  elliptischen  Functionen  in 
die  Theorie  der  Curveu  dritter  Ordnung  bedeutend  durchsichtiger, 
wenn  man  statt  der  Functionen  s,  c,  A  eine  andere  gewöhnlich  mit 
p  {ti)  bezeichnete  doppelt  periodische  Function  von  u  und  deren  DifFe- 
rentialquotienten  nach  u  einführt.  **)  Es  ist  dies  die  Function,  aus 
welcher  direct  die  Umkehrung  des  folgenden  Integrals  erwächst: 

(73)  u  =   /V—     ^"^  für  7i=p  [u)  . 

oo 
Dieselbe    ist    sonach    dadurch   ausgezeichnet,    dass   sie   in   verhältniss- 
mässig  rationaler  Form   von   den  Invarianten  S  und  T  der  Curve  ab- 
hängt,   und    dass    ihre    Einführung    nicht    die    Lösung    der   cubischen 
Gleichung    g?  (;<)==  0    voraussetzt.       Die     Differentialquotienten    von 


*)  Vgl.  für  diese  Umformungen  auch  den  mehrfach  erwähnten  Aufsatz  von 
Clebsch  über  die  Stein  er 'sehen  Polygone,  Crelle's  Journal,  Bd.  63. 

**)  Es  ist  dies  die  Function,  welche  Weierstrass  in  seinen  Vorlesungen 
über  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen  benutzt,  und  welcher  manche 
Vorzüge  vor  den  Jacobi'schen  Functionen  s,  c,  A  zukommen.  Ueber  die  für 
diese  Function  geltenden  Fundamentalformeln  vgl.  die  in  Berlin  erschienenen 
Inauguraldissertationen  von  Müller,  Simon  (1867)  und  Kiepert  (1870). 
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;;  (ii)  nach  u  sollen  im  Folgenden  immer  durcli  //  (?/) ,  p"  (u)  ...  be- 
zeichnet werden;  für  letztere  bestehen  dann  nach  (73)  folgende  Rela- 
tionen, wenn  das  Argument  u  der  Kürze  wegen  fortgelassen  wird: 

=  4:p^  —  2S2J  +  i  T 

=  6  ij2  _  S' 

=  6  {pp  +  pp)  =  12  pp 

=  6  (pp"  -f  2  /2  _^  p"p)  =  30  p^  —  9  Sp  -\-  A  T 

=  6  ipp"  +  3 pp"  +  3 p"p  +  p"p)  =  36  //  (7  p-^  -  .S') 


m    { 


p  - 
P" 

P" 
p{i) 


^(«+2)=  6  {pP^"^+\pP^"-^^  +  '''l'    ^  ^  //'i/"-2)-f  .   .  .  -j-p("^p)  . 

Setzen  wir  also  in  (57)  jetzt  ic  =  p  (u)  =  p,  X  =  1 ,  so  erhalten 
wir  (He  Parameter  dar  Stellung  der  Grundcurve  in  folgender  Form: 

(75)  Qyi=  —  A  7711  +  4  hp  +  ^f  7iip  +  ^  A  o;,-//' . 

Man  kann  nach  dem  Früheren  die  Function  p  leicht  mit  sin  am  u 
in  Zusammenhang  bringen ;  und  zwar  geschieht  dies  (in  analoger 
Weise,  wie  oben  k  durch  sin-  am  u  vermöge  (61)  ausgedrückt  wurde) 
durch  die  Substitution: 


p  (ti^  =  (%"  —  %'")  sin-  am  (?/  Y'k"  —  a'  -\-  ^  co' )  -\-  % 


(76) ^^ 

sin^  am  {^y%"  —  % 
In  der  That  wird  dann  p  {u)  =  oo  für  u  =  0,  wie  es   nach   (73)   sein 

muss.     Ferner  erkennt  man,  dass  der  Function  p  die  Penoden  7/  „,  ~=9 

'  ^  yv.    — % 

und  —-^ —    zukommen,   wenn  letztere    Grössen   wie  auf  p.  605  defi- 
Y-a'"  —  V.' 

nirt    sind;    und   durch    Umkehrung    ergibt    sich    aus    (76)    nach    (61) 
und  (63): 

/' (U co'  ^ 

^/4^3_2.Sm  4-f  r        2  Yv.'"  —  W 

y."' 

Nun  ist  aber  bei  passender  Wahl  des  Integrationsweges*): 

00  00 


und  da  p  (u)  die  Perioden 


^'^^T''^^ 


=  hat,  können  wir  also  setzen : 


y.  00  X 


^)  Vgl.  z.  B.  Künigsb erger,  a.  a.  0.,  Tlieü  I,  p.  312. 
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wie  es  nach  Gleichung   (73)  sein  soll.     Als  Fundamentalperioden  von 
p  (?/)  erkannten  wir  die  Grössen : 


r^- 


--=. ,        io 


y  y.     —  y. 


für  sie  ergeben  sich  aus  (76)  die  einfachen  Relationen: 

Setzt  man  die  Theorie  der  Function  p  {u)  als  bekannt  voraus ,  so 
gestaltet  sich  nun  die  Aufstellung  der  Wendepunktsgleichung  äusserst 
einfach.  Durch  ein  Verfahren,  welches  dem  bei  Aufstellung  der 
Gleichungen  (65)  und  (67)  benutzten  analog  ist,  erhält  man  zunächst, 
ausgehend  von  den  Gleichungen  (75),  die  Bedingung  dafür,  dass  drei 
Punkte  x^f  Xo,  n^  in  einer  Geraden  liegen,  für  Pi  =  p  (w,)  in  der  Form: 

1 


(77) 


Pi  Pi 

P2  P2 

Ih  Pi 

Ih  Po 


Ih 
Po" 


-0, 


wo  analog  wie  in  (66)  und  (67): 


Po  =  ^o  =  :^i>   Po  =—iQj/ 


2      ^3 


Po    —  ~7vl ^  > 


SO  dass  die  zwischen  p^ ,  p^,  p^"  bestehenden  Relationen  (74)  in  Folge 
der  zwischen  Q,  f,  A,  ^  bestehenden  Identität  erfüllt  sind.  Hiermit 
ist  uns  der  Werth  von  p^  =^  p  (ß  u),  wo  u  das  Argument  eines  Wende- 
punktes ist,  rational  gegeben;  zur  Bestimmung  der  Wendepunkte 
selbst  haben  wir  also  nur  noch  p  (3w)  durch  p  {u),  d.  h,  p  (Uq)  durch 
P  ("3  **o)  auszudrücken.     Nun  ist  aber  allgemein : 

1/'„_l(w)    •   '^n+lC«) 


(78) 


p  (n  2/)  =  p  (lij  — 


wenn  die  Function  f^  (u)  durch  folgende  Determinante  definirt  ist*): 

p'  p'     .  .  .  /)(? ' ^' 


^(>  (u) 


f-i)^-' 


P 


P 


piQ) 


'd  \"'J  [2!  3!...  (ß  — 1)!]2 

piQ-l)       piQ)    .   .   .    p{2Q-3) 

Für  n  =  3  erhält  man  hieraus  unter  Benutzung  von  (74) 

/^7f^^  /Q      ^  I  '9    1^  P  p' ^  p"  3/?'^  p"  ^ 

(79)  /?  (3m)  =  ;;  +  i;  2      ^y^^^^J^^^^ , 


*)  In  dieser  Form  sind   die  Theilungsgleichungen  von  Kiepert  aufgestellt: 
Crelle's  Journal,  Bd.  76,  p.  21. 
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oder  nach  einer  einfachen  Umformung  für  p  (ßu)  =  J)^^  =  -^^:  *) 

(80)  (^^  -p~  p'p")(^2pi/^'  -  ;/'•-')  +  4/6  _  0 . 

Dies  ist,  wenn  Juan  für  p"^,  p"  nach  (74)  ihre  in  p  rationalen  Aus- 
drücke einführt,  die  Gleichung  neunten  Grades  in  p  [oder  für  das  Ver- 
hältniss  X  :  A  in  den  Gleichungen  (57)] ,  luelche  die  vo?n  Punkte  N  ^  0 
nach  den  neun  Wendepunkten  gehenden  Strahlen  des  Büschels  paj^ay 
—  aJ^Uy  =  0  bestimmt^  ivenn  x  ein  beliebiger  Punkt  der  Curve  ist.  Die 
Coefficienten  derselben  sind  allein  von  den  Invarianten  S,  T  und  den 
Co  Varianten  ip,  A^  abhängig.  Die  Gleichung  (79)  kann  also  auch  als 
das  Resultat  der  Elimination  der  yi  aus  den  drei  Gleichungen: 

f  (y)  ^a/  =  0,     A  (y)  iiE  ay^  =  0 ,    p  aj  ay  —  aj  «^  =  0 

aufgefassi  werden. 

Es  sei  hier  noch  bemerkt,  dass  der  Parameterwerth  p  =  p^y  selbst 
dem  Mittelpunkte  N  =  0  unseres  Strahlbüschels  zukommt,  Setzt  man 
nämlich  in  (57)  x  =  4  ^',  A  =  A-,  so  wird: 

Qy.  =  A  {(]ß  i;"-  —  i  SA*)  Xi  —  4  A3  im  +  16  rpAh  +  24  /?,-  ß}  ; 

nach  Gleichung  (37)  ist  aber  für  /==  0: 

24Qw,  =  (16^2_^5^4)^.  _4^^^jni-\-  \Qi)Ali, 

so  dass  die  yi  in  der  That  zu  den  w;  proportional  vs^erden.  Es  folgt 
dies  übrigens  auch  wieder  aus  dem  Additionstheoreme.  Da  nämlich 
dem  Punkte  x  das  Argument  Null  zukommt  {p  =  oo) ,  so  hat  man, 
wenn  v  das  Argument  von  iV  ==  0  ist,  für  die  Schnittpunkte  der  Tan- 
gente von  X  mit  f=0: 

0  +  0  +  i;  + 1/0  =  0; 

also  y  ^  —  «y ,  und  p  (v)  =  p  ( —  Wq)  =  p  (uq). 

Die  Auflösung  der  Gleichung  (80)  oder  (79)  hängt  nun  bekanntlich 
von  der  Lösung  der  speciellen  Dreitheilungs- Gleichung  ab,  welche  für 
Uq  =  0,  d.  i.  Pf^  =  oo  aus  (79)  erhalten  wird,  d.  h.  von  der  Gleichung: 

(81)  12i?/2_y'2_o, 
oder  wegen  (74)  von  der  Gleichung: 

(81*)  p^-Sp-^'  +  iTp-^S'^^O. 


*)  Man  könnte  diese  Gleichung  auch  durch  Grenzübergang  aus  (77)  herleiten; 
doch  würde  man  dann  zunächst  eine  Gleichung  I2ten  Grades  für  p  erhalten,  aus 
der  noch  ein  cubischer  Factor  abzusondern  wäre.  —  Die  Einführung  der  ellip- 
tischen Functionen  macht  aber  eben  solche  directe  Rechnungen  und  Eliminationen 
überflüssig;  und  besonders  ist  hier  die  Benutzung  der  Function  p  (u)  wegen  deren 
Zusammenhang  mit  der  in  (57)  vorkommenden  Irrationalität  von  Vortheil. 
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///  letzterer  aber  braucht  man  nur  p  =  —  .-  zu  setzen,   um  tvieder   die 

Gleichung  C  [yi,  2)  ==  0  zu  erhalten^  tvelche  uns  früher  zur  Bestimmung 
der  Wendepunkte  diente  (vgl.p.  566  ff.).  Die  vier  Wurzeln  p,^ ,  p.,,  p.,,  ;?, 
dieser  Gleichung  geben  uns  die  Wertlie: 

(w  \  (w  \  /iv  4-  w'\  (w-\-  2  w'N 

Für  />o  =  cx)  oder  u^  =  0  wird  A  =  0,  d.  h.  die  Punkte  x  und  N 
liegen  in  einem  Wendepunkte;  und  dann  gibt  die  Gleichung  (81)  vier 
der  anderen  acht  Wendepunkte,  von  denen  keine  zwei  mit  jenem  ersten 
W^endepunkte  in  gerader  Linie  liegen  dürfen.  Wie  nun  die  Wurzeln 
der  Gleichung  (80)  aus  den  Grössen  p^^  p.^,  p.^,  p^  wirklich  zu  bilden 
sind,  wird  in  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  gelehrt  und  soll 
hier  nicht  weiter  ausgeführt  werden.*) 

Man  führt  die  Auflösung  der  Gleichung  (80)  auch  leicht  in  anderer 
Weise  auf  die  Gleichung  G  {^k  ,  X)  =  0  zurück ;  und  es  gelingt  dann, 
die   Wurzeln    von    (80)    an    der    Hand    geometrischer    Ueberlegungen 

wirklich  anzugeben.     Setzt  man  nämlich  in  (80)  ;;  ==    \      ,    so    stellt 

diese  Gleichung  in  den  Veränderlichen  y  eine  Curve  9*^''  Ordnung  dar, 
welche  in  die  Verbindungslinien  von  N  =0  mit  den  9  Wendepunkten 
zerfällt.  Je  drei  dieser  Geraden  nun,  welche  i\^  =  0  mit  drei  in  gera- 
der Linie  liegenden  Wendepunkten  verbinden,  schneiden  /  noch  in  drei 
weiteren  Punkten;  und  es  ist  sofort  ersichtlich,  dass  diese  letzteren 
drei  Punkte  auf  einem  Kegelschnitte  liegen,  welcher  die  Grundcurve 
im  Punkte  N  =  0  zweipunktig  berührt.  Entsprechend  den  vier  Wende- 
punktsdreiecken, welche  nach  dem  Früheren  durch 

pj-l^  =  0,    p,/-A  =  0,    pj-^  =  i),     pJ-A  =  0 

dargestellt  sind,  gibt  es  auch  vier  Systeme  (Oj  =  0)  von  je  drei 
Kegelschnitten,  so  dass  jedes  solche  System  zusammen  mit  dem  zuge- 
hörigen Wendepunktsdreiecke  durch  alle  Schnittpunkte  beregter  Curve 
neunter  Ordnung  mit  /=  0  hindurchgeht.  Die  linke  Seite  der  Glei- 
chung (80)  kann  daher  mit  Hülfe  von  /  (y)  =  0  auf  vier  verschiedene 
Weisen  in  zwei  Factoren 


*)  Ueber  die  Lösung  der  Theilungsgleichungen  für  p  (u)  vgl.  Kiepert: 
Crelle's  Journal,  Bd.  76,  p.  34  ff.;  über  die  entsprechenden  (von  Abel  behan- 
delten) Probleme  bei  sin  am  u  vgl.  z.  B.  Königsberger,  a.  a.  0.,  Th.  11,  p.  210. 
—  Die  Dreitheilungsgleichung  ist  auch  ein  besonderer  Fall  der  von  Hesse 
(Crelle's  Journal,  Bd.  84)  behandelten  Gleichungen  gten  Grades.  Verfolgt  man  die 
zur  Lösung  der  letzteren  nöthigen  Operationen  an  dem  geometrische»  Bilde  einer 
Cg,  so  erkennt  man  ebenfalls,  dass  die  aufzustellende  Gleichung  4.  Grades  hier 
durch  G  (x,  l)  =  0  gegeben  ist.  Ueber  diese  Hesse 'sehen  Gleichungen  vgl.  auch 
Clebsch:  Binäre  Formen,  p.  234  ff. 
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(/a/-A).0, 

zerspalten  werden,  entsprechend  den  vier  Wurzeln  der  speciellen 
Theilungs_(^leichuug  (81).  Letzlere  gibt  also  aucli  hier  ivieüer  die  Be- 
xlimmung  der  Wendeininldsdreiecke.  Um  nun  die  Wurzeln  von  (80) 
zu  finden,  hat  man  zwei  dieser  Dreiecke  in  lineare  Factoren  aufzu- 
lösen, was  nach  den  Angaben  auf  p.  597  geschieht.  Wir  bestimmen 
also  zunächst  die  Schnittpunkte  einer  beliebigen  Geraden,  für  welche 
wir  die  Tangente  von  x  wählen,  mit  den  »Seiten  eines  Dreiecks :  pif  (y) 
—  A  (y)  =^  0;  d.  h.  wir  setzen  in  letzterer  Gleichung  y  =  A.r  -f-  Qn 
und  bilden  die  so  entstehende  cubische  Gleichung  für  p,  welche  in 
Rücksicht  auf  die  Relationen  (p.  635  ff.): 

folgende  Gestalt  annimmt: 

(82)  Q-^  a„^  —  p2  A'^  (5  i'  -  '\  A>,)  +  A^  =  0  . 

In  ihr  haben  wir  noch  den  Term  a„^  zu  berechnen.  Aus  der 
Gleichung 

«..«,;  =  --jr,-l/> 

ergibt  sich  aber  durch  Polarenbildung  für  v„  =  Nj  ^v,,.-. 

a„  a,:-  +  8  r/.,  a„  a,,  Nj  »  y,J  =  -  l  S  f-^'  y ,-  -  4  fi'J'  4^,-2  i'  aj  a   . 

Für  y,  =  ni  verschwinden  wegen  fij^a,t  =  0,  a_^-a„=0  die  aus 
r,  entstehenden  Glieder  der  rechten  Seite,  und  es  wird  nach  Glei- 
chung (28)  p.  571 : 

Hierin  ist: 

(8.3)  2  rt .^ a„  f/„.  Xj  ■' Nn  =  a_r  a„  {a  b  a)  («.,. b„  -\-  a„ Ir,)  b.r  Kr  . 

Das  erste  Glied  des  rechts  stehenden  Ausdruckes  ändert  sein  Vor- 
zeichen bei  Vertauschung  von  a  und  b ,  verschwindet  also  identisch ; 
das  zweite  Glied  ist  ebenfalls  Null,  denn  man  hat: 

{(iba)  n_,.bJa,.o„u„  =  J-  (aba)  {b^a„  —  a.,b,,)  arb,,a^.a„ 

=  {-{aba)  {{acß)  b,.,  —  (bcß)  «^.}  a_,.b.rU_ra„cJßJ 

=  ^  {aba)  ^{abß)  c^  —  {abc)  ß^^}  a^>>.rC<uCi,,cJ ßj 

=  i(P/--()A). 

Nun  ist  aber  wegen  der  Vertausch  barkeit  von  a,  b,  c: 

(>  =  i  {abc)  /(ö/yß)  Cr  —  (aca)  b,,.  —  {cba)  a_r\  aj-b^c^rcc,, 

=  I  A  aj  a„  =  0  . 

Es  verschwindet  daher  auch  der  Ausdruck 

Clebsoh,  Vorlesungen.  40 
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dO=  ^^{aba) {a h ß) ß,, />.,  +  2 {a ßa){r/ßc)  r,P \  n,,. ß,. «., a,, 

4-  -^  .S'  {abd)  {(ibc)  a_^b,rCjclrd„  . 

Auf  der  rechten  Seite  hat  das  letzte  Glied  den  Werth  ^SAdJä,,, 
verschwindet  also;  das  zweite  Glied  entsteht  (bis  auf  den  Factor  —  2) 
aus  dem  auf  p.  6o8  mit  B'  bezeichneten  Terme,  wenn  man  tji  =  m 
setzt,  und  hat  somit  den  Werth  (vgl.  Gleichung  (34)  p.  C39): 

Das  erste  Glied  von  d  Q  ist  aber  /',  und  somit  haben  wir  d  Q=  P-\-j^^  =  {)] 
d.  h.  die  rechte  Seite  von  (83)  ist  gleich  —  |  Q^  und  wir  haben: 

(84)  a,:^  =  —  j^fQ\ 
und  hieraus  wegen  (J  T  =  (5  Q  =  0 : 

(85)  «„•^=-|AQ. 

Unsere  cubische  Gleichung  (82)  geht  daher  über  in: 

(86)  8Q(>3  +  3  A  (4i/.  -  A->,)  q  -  G  A^  =  0, 

eine  Gleichung,  deren  Coefficienten  nur  noch  von  den  Grössen  p^^  =  -^ 

und  ;j,/  =  —  IG  V\x^   abhängen.     Bezeichnen    wir    entsprechend   der 

Wurzel  pi  von  (81)  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  mit  qI,  q",  q"', 
so  erhält  man  die  Gleichungen  der  Seiten  des  zu  pi  gehörigen  Drei- 
ecks, wenn  man  in  der  Gleichung  pia^fiy  —  a~'^ay  =  0  für  z/,  die 
Werthe  A.ta-  +  p/^'*"/.-  einsetzt.  Die  Gleichungen  dieser  drei  Seiten 
sind  also  gegeben  durch: 

Pi  (AV/.;^  +  2  p/'')Ar/..«„  +  ()/^')V/„2)  uy 
^   ^  ^  —  ( A^  «..2  4-  2  (>y')  A  a,  a„  +  p,(^')2 «,;)  «^  =  0  , 

wenn  man  bez.  ^/'''  =  Qi,  Qi",  Qi"  setzt.  Durch  drei  eben  solche 
Gleichungen,  in  denen  nur  /;,•  durch  pi-,-  p,*^*  durch  p/,'^''  ersetzt  sind, 
werden  die  Seiten  des  zur  Wurzel  p/c  gehörigen  Dreiecks  dargestellt, 
wenn  q/^'^  die  Wurzeln  der  aus  (S6)  durch  Vertauschung  von  pi  mit 
p/.  entstehenden  Gleichung  bezeichnen.  Der  Schnittpunkt  irgend  einer 
Seite  des  einen  mit  irgend  einer  Seite  des  andern  Dreiecks  ist  dann 
immer  ein  Wendepunkt,  dessen  Coordinaten  /,  man  in  Function  von 
pi,  Pk,  Qi^^\  ?//''  berechnen  kann;  aus  diesen  Coordinaten  findet  man 
dann  eine  Wurzel  der  Gleichung  neunten  Grades  mittelst  der  Substitution: 


Zähler  und  Nenyier  in  dem  rechts  stehenden  Ausdrucke  werden  dabei' 
ganze  rationale  Functionen  zweier  Wurzeln  von  (81)  und  ziveier  Wurzeln 
der  beiden  zugehörigen  Gleichungen  (86) ;  die  Coefficienten   dieser  Wurzeln 
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erscheinen  nach  (87)  ah  Covctrianlen  IS''-'''  Ordnung  von  f,  geschrieben  in 
den  Coordinalen  des  feslen  Dunkles  x,  und  lassen  sich  daher  sämmtlicli 
durch  A,  ^'  und  Q  ausdrücken.  Die  wirkliche  Berechnung  dieser 
Coefficientcn  kann  mit  Hülfe  einiger  symbolischen  Rechnungen  ge- 
schehen. 

Nach  diesen  ausführlichen  Erörterungen  über  die  Dreitheilungs- 
Gleichung  wird  es  kaum  noch  nothig  sein  zu  bemerken,  dass  in  der- 
selben» Weise  überhaupt  die  Theilungsgleichungen  der  elliptischen 
Functionen  zur  wirklichen  Durchführung  algebraischer  Eliminations- 
probleme benutzt  werden  können;  denn  sie  geben  das  Resultat  der 
Elimination  sofort  in  fertiger  Form,  wenn  nur  die  betreffende  Function 
für  das  vielfache  Argument,' d.  i.  p  (nu),  in  ihrer  Abhängigkeit  von 
dem  Punkte  x  und  von  anderen  etwa  noch  vorkommenden  willkürlichen 
Punkten  dargestellt  ist.  Letzteres  kann  aber  immer  mit  Hülfe  des 
Additionstheorems  für  p  (u)  geschehen,  d.  h.  mit  Hülfe  der  Formel: 

(88)    p  (u  4-  v)  =  [pC^^)  +  P  (v)]  [2 P  (u)p  (v)-s]+ir-  p  (u)p' (ü)  ^ 

Es  mag  dies  hier  nur  noch  an  dem  Beispiele  der  Fünftheilung 
erläutert  werden.  Stellen  wir  uns  also  die  Aufgabe,  diejenigen  Kegel- 
schnitte zu  bestimmen,  welche  durch  einen  festen  Punkt  v  gehen  und 
/'=0  in  einem  andern  Punkte  u  vierpunktig  berühren,  so  dass  u  be- 
stimmt ist  durch  (vgl.  p.  G30): 

bu-{-  V  -^2u,=0. 

Hier  wird  für  p  (^v)  =  q ,  da  p  eine  gerade  Function  ist: 

p  (o  u)  -  p  U  11,  +  V)  -  2  [p  (2  uo)  -  qY " ' 

j.  (2  z.„)  =  ;.,  -  i  ^^ÄVp^V 

_  8J»     I     (96  •»/>'  —  .S'A')^ 

Ä^  "•"        ;d84ß2A2 

Auf  der  rechten  Seite  kann  man  noch  setzen: 


wenn  wir  annehmen,  dass  z,-  die  ternären  Coordinaten  des  Punktes  q 
sind,  und  dass  dem  letzteren  das  positive  Vorzeichen  der  Quadrat- 
wurzel zukommt.  Insbesondere  kann  man  den  völlig  beliebigen  Punkt 
z  mit  X  zusammenfallen  lassen;  dann  wird  q  =  oo^  also  ?;  =  0,  und 
wir  erhalten: 

p  ibu)  =  p  (2?/„)  =  —  ^^^  4-  "^^^sIq^A^"  ' 

Setzt    man   dies   in    die    Theilungsgleichung    (78)    für  n  =  5    ein,    so 

4-2* 
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resultirt  eine  Gleichung  vom  Grade  25  in.//.     Die  letztere  ht  das  Hesidlnt 
der  Elimination  der  iji,  dy-,,   ä'^iji,  V/^y,,  d^yi  aus  den  Gleichungen: 
pa.-^'a,,  —  a^?a,j  =  0  ,     a^^  =  0  ,     «y'^Vv  =  ^' , 
(f'/^dhj  +  2  üyaay^  =  0  , 
Uy-a^-^y  +  6  ay(i<hjCi,Py  +  2  «^^3  =  0  , 
üy-a^t^y  +  8  ayadya,Py  -\-  12  a^y-a^r-y  +  0  rty«.^'^^  =  0 
»<7«c^  derjenigen    Gleichung,   ivelche  aussogt,  dass  der  Punkt  x  mil-  y  und 
den  vier  zu  y  henachbarten  Punkten  auf  einem  Keyehchnille  liegt  (welche 
in  bekannter  Weise  in  Gestalt  einer  sechsgliedrigen  Determinante  ge- 

schrieben  werden  kann).     Für  yy  =    " .,  ■     erhält    man    so    eine    Curve 

25*^'  Ordnung,  welche  in  die  25  Verbindungslinien  von  .V  =^  0  mit 
den  Berührungspunkten  der  durch  x  gehenden  Kegelschnitte  zerfallt. 
Wenn  in  der  geschilderten  Weise  mit  Hülfe  der  Theorie  der 
elliptischen  Functionen  die  algebraischen  Gleichungen  vollständig  auf- 
gestellt werden  können,  auf  welche  die  oben  behandelten  Berührungs- 
aufgaben führen,  so  lassen  sich  auch  die  Eliminationen,  welche  zur 
Bestimmung  der  Steiner  "sehen  Punktepaare  führen,  in  gleicher  Weise 
erledigen;  denn  auch  sie  führten  auf  die  Theilung  der  elliptischen 
Functionen:  alle  Punkte  u,  welche  mit  v  ein  zur  Zahl  n  gehöriges 
Punktepaar  bilden,  waren  bestimmt  durch  (p.  615): 

u  ^i^  V  -\ (^piü  -\-  qiv) . 

Es  ist  hier  nur  zu  bemerken,  dass  diese  Bedingung  von  dem  Argu- 
mente u^^  unabhängig  ist ;  man  kann  aber  der  Einfachheit  wegen  den 
Punkt  V  immer  mit  dem  völlig  beliebigen  Punkte  ^Y  =  0  zusammen- 
fallen lassen,  d.  h.  r  =  u^^  annehmen  (vgl.  p.  655).  Bezeichnen  wir 
nun  mit  y,  die  Coordinaten  von  v,  mit  Zi  die  von  tu,  so  ist  sofort 
ersichtlich,  dass  die  n  -  Theilungsgleichung  der  Function  p  (w)  hier  das 
Resultat  der  Elimination  der  Grössen  .r/^^,  xP"* ,  .  .  xP"\  z;  aus  den 
folgenden  Gleichungen  darstellt: 

(a;<iKTf-'?/)  =  0,     (rK(3)a:Wy)  =  0,  .  .  .  {x^^"  - ')  x^'"'^  y)  =  0  , 
(a:(-').r('')z)  =0,     (.rWa;('^)z)  =  0,  .  .  .  (a:'^") .t( D - )  =  0  , 
«^(1)-'  =  0  ,     a,.(2)">  =  0,  .  .  .  aj2,ri^  =-  0, 
a.^  =  0  ,     p  aj^  Oz  —  «. r '  ciz  ==  0  . 
Die  Eudgleichung  für  dieses  Problem  ist  sonach  von  der  betreffen- 
den  Gleichung   bei    den    Berührungsaufgaben    dadurch    unterschieden, 
dass    die    Function   p  (n  u)    nicht    von    Functionen   p  (m  u„)    abhängt, 
sondern  (für  v  =  w„)  nur  von  der  Grösse  p  (?/„). 
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Die  (»eoinetrie  siuf  einer  jilgebniischen  Curve  und  deren 
Zusiinnnenhang  mit  der  Theorie  der  Ahel'schen  Integrale. 

I.    Die  eindeutigen  Transformationen  einer  algebraischen  Curve. 

In  den  sogejiannten  Cremo  na 'sehen  Transformationen  (jj,  474) 
haben  wir  ein  Mittel  kennen  gelernt,  zwei  Ebenen  durch  eine  nicht 
lineare  Transformation  so  auf  einander  zu  beziehen,  dass  bis  auf  ein- 
zelne Ausnahmepunkte  jedem  Punkte  der  einen  nur  ein  Punkt  der 
anderen  entspricht,  und  umgekehrt.  Andererseits  erkannten  wir  an 
dem  Beispiele  der  Beziehung  zwischen  der  Hesse 'sehen  und  S  feiner '- 
sehen  Curve  einer  beliebigen  Fuudamentalcurve  die  Möglichkeit,  zwei 
einzelne  Curv^en  eindeutig  auf  einander  zu  beziehen,  ohne  dass  diese 
Beziehung  für  die  ganze  Ebene  eindeutig  gewesen  wäre.  Das  Studium 
solcher  Transformationen  einer  einzelnen  algebraischen  Curve  soll  uns 
nun  zunächst  beschäftigen.  Wir  werden  dabei  weiterhin  von  selbst 
zu  mancherlei  Anwendungen  des  Gefundenen  auf  früher  berührte 
Punkte  geführt  werden,  sowie  auf  manche  Ergänzungen  zu  früheren 
Untersuchungen  über  die  Geometrie  auf  einer  Curve.  Besonders  aber 
sollen  uns  verschiedene  Beweise  für  die  Erhaltung  des  Geschlechtes 
bei  diesen  eindeutigen  Transformationen  eingehend  beschäftigen. 

Eine  Transformation 

(1)  Qx^  =  (jp,  (y) ,     p.r.,  =  cp,  (y) ,     qx^^  =  cp.^  (y) ,       • 

Avo  die  (pi  homogene  Functionen  gleicher  Ordnung  von  //,,  //.,,  y.j 
sind,  möge  eine  Curve  /"  {x)  =  0  in  eine  andere  /'  (y)  =  0  überführen. 
Soll  dies  nun  durch  eine  wechselseitio;  tv;Kleutiy;e  Beziehuno;  möcflich 
sein,  so  muss  man  durch  Verbindung  der  Gleichungen  (Ij  mit 
/' (yj  =0  wieder  zu  der  Gleichung  /"  =  0  zurückkehren  können  und 
im  Laufe  des  dazu  nöthigen  Eliminationsprocesses  die  //  mit  ganzen 
rationalen  Functionen  der  .r  proportional  finden,  so  dass: 

(2)  ^y,  =0,  (x),     J^y,  =  0,  (.r),     (iy.,  =  (p,,(x).      • 

Die  Gleichung  /•'  =  0  ist  dann  das  Resultat  der  Elimination  der 
Grössen  fi,  a:^,  x.,,  x-^  aus  diesen  Gleichungen  (2)  und  der  Gleichung 
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/■  (.»;)  =  0;  und  wenn  man  umgekehrt  die  Substitution  (2)  in  F  ausführt, 
so  muss  F  iju)  bis  auf  einen  Factor  in  /' [x)  übergehen,  d.  h.  es  ist: 
(3)  II' F  (y, ,  j/o,  //a)  =  ^  (^i ;  %,  ^;!)  =  M  .f, 

.wo  V  die  Ordnung  von  F  hedeutel.     Die  letztere  lässt  sich  sehr  einfach 
bestimmen.     Den  Schnittpunkten  einer  Curve  des  Netzes: 

mit  f=^0,  die  nicht  allen  Curven  des  Netzes  gemeinsam  sind,  ent- 
sprechen nämlich  die  Schnittpunkte  der  Geraden 

Vy  =  Ml?/l  +  U,IJ,  +  ?/3?/3  =  0 

mit  F  (ij)  =  0.  Ist  aber  die  Zahl  der  ersteren  (welche  allein  von  ge- 
gebenen Elementen  abhängt)  gleich  v,  so  muss  die  der  letzteren  wegen 
der  Eindeutigkeit  unserer  Transformation  ebenso  gross  sein:  ß/'c 
Zahl  der  be?veglichen  Sclmitlpunkle  der  Curven  des  Netzes  (4)  niil 
f  [x)  =  0  besiinunl  also  die  Ordnung  der  Curve  F  (g)  =  0 . 

Die  in  solcher  Weise  hergestellte,  für  die  Punkte  von  /  eindeutige 
Transformation  kann  man  sich  auf  ähnliche  Art  geometrisch  ver- 
mittelt denken,  wie  die  Cremona'schen  Transformationen.  Zunächst 
nämlich  wollen  wir  uns  die  ganze  Ebene  £'.^-  der  Punkte  x  vermöge 
der  Gleichungen  (2)  in  eine  Ebene  Fy  der  Punkte  g  übergeführt  vor- 
stellen. Dann  entspricht  offenbar  jedem  Punkte  von  E^r  ein  Punkt 
von  Ey'^  umgekehrt  aber  sind  jedem  Punkte  von  E,j,  den  wir  als 
Schnittpunkt  zweier  Linien  v,j  =  0,  iVy  =  0  bestimmt  annehmen,  die 
s'^  Schnittpunkte  der  beiden  Curven 

in  F^  zugeordnet,  Avenn  s  die  Ordnung  der  Curven  (J),=  0  bedeutet. 
Insbesondere  kann  es  eintreten,  dass  allen  Curven  des  Netzes  (4)  eine 
Zahl  von  Punkten  gemeinsam  ist;  dann  werden  diese  gemeinsamen 
Punkte  eine  gewisse  Anzahl  von  jenen  s"^  Schnittpunkten  absorbiren, 
und  man  wird  (wie  bei  den  Cremona'schen  Transformationen)  nur 
die  übrigen,  beweglichen  Schnittpunkte  der  beiden  Curven  Z'r,0,-  =  0, 
2J^^;,0,  =  0  dem  Schnittpunkte  der  Geraden  v,j  =  0,  Wy  =  0  entspre- 
chend setzen.  Ist  die  Zahl  dieser  bcAveglichen  Schnittpunkte  gleich 
Eins,  so  hat  man  eine  Cremonasche  Transformation.  Die  gemein- 
samen Punkte  der  Curven  O  treten  nun  wieder  —  wie  wohl  kaum 
noch  einmal  ausgeführt  zu  werden  braucht  —  als  Fiindamentalpunkte 
für  die  Abbildung  auf  (vgl.  p.  481),  und  jedem  solchen  Punkte  ent- 
spricht in  Fy  eine  Fundament alcurve  vom  Geschlechte  Null;  und  letztere 
ist  von  der  r*^"  Ordnung,  wenn  der  betreffende  Fundamentalpunkt  in 
E,r  r-facher  Punkt  für  jede  der  Curven  0  war. 

Einer  beliebigen  Curve  /"  =  0  w'^'^  Ordnung  in  Ej,  entspricht   nun 
eine  Curve  in  Ey,  deren  Gleichung  sich  durch  Elimination  der  Xi  und 
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der  Grösse  }i  aus  eleu  Gleichungen  (2)  und  aus  /' =  0  ergibt;  von  ihr 
wird  sich  aber  eine  Fundamentalcurve  Ä*^"^  Ordnung  «-fach  absondern, 
wenn  /=0  durch  einen  entsprechenden  Fundamentalpunkt  z-mal 
hindurchging.  Durchläuft  umgekehrt  ein  Punkt  in  E,j  eine  Curve 
/''(y)  =  0,  so  entsprechen  jedem  Punkte  dieser  Curve  F  ß  Punkte 
in  E,,.,  wenn  ß  die  Zahl  der  beweglichen  Schnittpunkte  je  zweier 
Curven  des  Netzes  (4)  ist;  und  dieses  Aggregat  von  ß  Punkten  durch- 
läuft diejenige  Curve  %  =  0,  welche  in  E,.  der  Curve  F  zugeordnet 
ist.  Ist  aber  F  (y)  =  0  gerade  wieder  die  aus  einer  Curve  /  (x)  =  0 
in  angegebener  Weise  entstandene  Curve,  so  muss  auch  umgekehrt 
die  zu  F  {y)  =  0  gehörige  Curve  x  {^)  =  ^  auf  f  (x)  =  0  zurückführen, 
d.  h.  %  muss  einen  Factor  /  enthalten;  und  dieses  Vorkommniss  ist  für 
uns  von  besonderer  Wichtigkeit. 

Der  zu  x  gehörige  Punkt  y  war  als  Träger  des  Strahlbüschels 
bestimmt,  welcher  in  E,j  dem  durch  x  gehenden  Büschel  von  Curven 
cj)  zugeordnet  ist.  Man  erkennt  daher  aus  dem  Vorstehenden  sofort, 
dass  die  Transformation  einer  Curve  f  (a;)  =  0  nur  eine  eindeutige  sein  kann, 
wenn  alle  Curven  des  Netzes  (4),  welche  durch  einen  beliebigen  Punkt 
von  f  gehen ^  sich  ausserdem  niclit  mehr  auf  f  schneiden^'),  es  sei  denn 
in  solchen  Punkten,  die  alle  Curven  des  Netzes  mit  /"  gemein  haben. 
Ferner  darf  selbstverständlich  die  Functionaldeterminante  der  0,-  nicht 
identisch  verschwinden;  denn  sonst  würden  die  Curven  im  Allgemeinen 
kein  Netz  bilden.**)  Während  also  ein  Basispunkt  eines  aus  dem  Netze 
herausgehobenen  Büschels  die  Curve  f  durchläuft,  beschreiben  die 
übrigen  beweglichen  Basispunkte  dieses  Büschels  eine  andere  Curve; 
und  zwar  wird  letztere,  wie  sofort  ersichtlich,  durch  Nullsetzen  des 
in  (3)  mit  M  bezeichneten  Ausdrucks  dargestellt. 

Insbesondere  kann  es  nun  eintreten,  dass  sich  in  x  alle  Curven 
des  betreffenden  Büschels  berühren  (wo  dann  eine  dieser  Curven  in 
x  einen  Doppelpunkt  hat) ;  in  dem  Falle  liegt  früheren  Sätzen  zufolge 
X  auf  der  Jacobi "sehen  Curve  des  Netzes  (p.  382).  Zugleich  rückt 
auch  einer  jener  übrigen  auf  M  =  0  gelegenen  Basispunkte  des 
Büschels  unendlich  nahe  an  x  heran ,  d.  h.  die  Curve  M  =  0  geht 
durch  alle  Schnittpunkte  von  /' =  0  mit  der  Ja.c oh i' sehen  Curve  des 
Netzes  (4);  ein  Satz,  der  für  uns  w^eiterhin  von  Wichtigkeit  wer- 
den wird.  Wir  leiten  hier  sogleich  noch- einige  andere  ebenfalls  später 
zu  benutzende  Sätze  über  die  Curve  M  =  0  ab.  Aus  (3)  folgt,  dass 
M  =  0  von  der  Ordnung  vs  —  n  ist,  wenn  wieder  v  die  Ordnung  von 


*)  Dies  tritt  jedoch  z.  B.  immer  ein,  wenn  die  drei  Curven  0/  =  0  adjuugirte 
Curven  (n  —  3jter  Ordnung  für  eine  sogenannte  tiyperelliplische  Curve  wter  Ordnung 
sind;  man  kann  daher  bei  letzteren  ein  Netz  solcher  Curven  nicht  zur  eindeu- 
tigen Transformation  derselben  benutzen,  vgl.  die  beiden  folgender  Abschnitte, 

*''•■}  Vgl.  die  erste  Anmerkung  auf  p.  377. 
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F,  s  die  der  0,  bedeutet.  Ferner  versehwiiidet  die  linke  Seite  von 
(3)  für  einen  gemeinsamen  r-fachen  Punkt  der  O,  i/r-facli;  dasselbe 
muss  für  die  rechte  Seite  gelten.  Ist  also  dieser  Punkt  «-faeher  Punkt 
von  f,  so  erkennt  man ,  dass  M  =  0  in  jedem  i  -fachen  Punkte  von  f, 
welcher  r-fachcr  l'unhl  für  jede  Curve  0;  ist,  einen  {vr  —  i)- fachen 
Punkt  hat. 

Die  Curve  M=0  wird  nun  auch  von  Wiclitigkeit  für  die  Be- 
stimmung der  vielfachen  Punkte  von  F  (y)  =  0.  Zunächst  nämlich 
ist  aus  dem  bei  den  Creraona 'sehen  Transformationen  Gesagten  so- 
fort klar,  dass  jeder  vielfache  Punkt  von  f,  welcher  nicht  in  einem 
Fnndamental])unkte  der  Ebene  /i.,.  liegt,  zu  einem  in  gleicher  Weise 
vielfachen  Punkte  von  F  Veranlassung  gibt,  und  weiter,  dass  jeder 
in  einem  Fundamentalpunkte  von  E_^.  gelegene  /-fache  Punkt  von  /" 
(dessen  Zweige  getrennt  verlaufen)  in  i  einfache  Punkte  von  F  auf- 
gelöst wird.  Ist  der  betreffende  Fundamentalpunkt  in  F.^:  von  der 
,.tei.  Ordnung,  so  sind  jene  ?  einfachen  Punkte  auf  F  Schnittpunkte 
der  zugehörigen  Fuudamentalcurve  r*"  Ordnung  mit  /'.  Von  dieser 
Fundamentalcurve  wird  F  ausserdem  noch  in  vr  —  /  Punkten  ge- 
troffen,  entsprechend  dem  (vr  —  ?)- fachen  Punkte,  welchen  M  =  i)  in 
jenem  Fundamentalpunkte  r*^""  Ordnung  besitzt;  denn  in  E^^  ist  das 
Bild  der  Curve  /'  nicht  durch  f  allein,  sondern  durch  /"  zusammen 
mit  31  gegeben.  Alle  diese  Betrachtungen  werden  Avir  übrigens  so- 
gleich noch  rein  algebraisch  bestätigt  finden.  Es  können  nun  aber 
auf  F  auch  neue  Doppelpunkte  entstehen,  denen  je  zwei  getrennte 
Punkte  von  /'  entsprechen;  und  zwar  wird  dies  eintreten,  wenn  sich  die 
durch  einen  (dadurch  ausgezeichneten)  Punkt  x  von  /gehenden  Curven  O 
von  selbst  in  einem  zweiten  Punkte  von  /'  treffen,  d.  h.  wenn  ein  zweiter 
Basispunkt  des  Curvenbüschels,  von  dessen  Grundpunkten  einer  auf  f 
beweglich  gedacht  wurde,  ebenfalls  auf  /  liegt;  und  dies  tritt  eben  in 
den  Schnittpunkten  von  /'  mit  dem  Orte  der  übrigen  Basispunkte,  also 
mit  M  em.  Unter  diesen  Schnittpunkten  sind,  wie  soeben  gezeigt  wurde, 
auch  die  Schnittpunkte  der  Jac ob i 'sehen  Curve  des  Netzes  der  0 
enthalten,  in  welchen  zwei  Basispunkte  des  Netzes  einander  benach- 
bart sind,  ohne  dass  beide  genali  auf  /  liegen;  diese  Punkte  geben 
daher  nicht  zu  Doppelpunkten  von  F  Veranlassung.*)  Somit  haben 
wir  den  Satz: 

Die  Schnittpunkte  von   M  =  0  tnit  /"  ==  0 ,    welche  nicht  in  (jemein- 
aamen  Punkten  der  Curven  des  Netzes  (4)  liegen,  und  tvelche  nicht  in  die 


*)  Dies  würde  nur  eintreten,  wenn  die  Verbindungslinie  der  beiden  benach- 
barten Basispunkte,  d.  i.  die  gemeinsame  Tangente  der  daselbst  sich  berühren- 
den Curven  O ,  mit  der  Tangente  von  /  zusammenfallen  sollte;  man  erkennt 
leicht  aus  den  weiteren  Entwicklungen  des  Textes,  dass  dann  auf  /'  ein  Rück- 
kehrpunkt  entstehen  würde. 
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Schnillpunklc  der  S di o, oh i' sehen  Curve  dieses  Netzes  mit  /"=0  falten, 
sind  einander  derartig  jjaanveise  zugeordnet,  dass  die  Punkte  eines  jeden 
P^x's  sich  bei  der  Transformation  (2)  zn  einem  Doppelpunkte  der  neuen 
Curve  F  =  0  vereinigen. 

Es  bleibt  uns  nun  nur  noch  übrig,  die  Anzahlen  für  die  ver- 
schiedenen hier  genannten  Schnittpunl<tsy.steme  zu  bestimmen,  um 
dann  sofort  alle  Hülfsmittel  für  einen  directen  Beweis  des  Geschlechts- 
satzes bereit  zu  haben,  wie  er  weiterhin  geführt  werden  soll.  Wir 
Averden  dabei  dann  den  letzterwähnten  Satz  auch  noch  algebraisch 
ableiten. 

In  derselben  Weise  treten  in  der  Ebene  E,j  Fundamentalpunkte 
und  in  E,t  Fundamentalcurven  auf,  wenn  man  von  den  Gleichungen 
(\)  ausgeht;  dieselben  stehe u  aber  nicht  an  sich  zu  den  bei  den  Glei- 
chungen (2)  auftretenden,  soeben  besprochenen  Fundamentalgebilden 
in  Beziehung,  sondern  nur  in  Rücksicht  auf  die  Curve  f  =  0;  denn 
nur  vermöge  f  =  0  kann  man  aus  den  Gleichungen  (1)  die  y  in  Func- 
tion der  X  rational  berechnen  (und  umgekehrt),  es  sei  denn,  dass  man 
es  überhaupt  mit  einer  Cremona'schen  Transformation  zu  thun  hat. 
Die  ivirkliche  Herleitung  der  Gleichungen  (1)  aus  (2),  sowie  der  Clei- 
chung  F  =  0  aus  /'=  0  kann  man  in  folgender  Weise  bewerkstelligen. 
Man  eliminire  zuerst  0:3  aus  jeder  der  Gleichungen  (2)  vermöge  /=  0; 
dadurch  ergeben  sich  drei  Gleichungen  der  Form  (i  =  1 ,  2 ,  o) : 

(5)  ^^  {x^ ,  X, ,  ^y, ,  ^ly.^ ,  ^1^3)  =  0  . 

Ferner  eliminire  man  x.^  einmal  aus  ^j  ==  0,  ^3  =  0,  einmal  aus 
il<.,  =  0,  1/^3  =  0;  dies  gibt  zwei  Gleichungen  der  Form: 

(G)  Zi  G^'i;  f*yi»  f* 2/2^^*^:0  =  0;      I2  i^i^  M\,  i^Ul,  i^Vi)  "=  ^ '■> 

und  die  Elimination  von  a-,  hieraus  gibt  die  gesuchte  Gleichung 
F  (//)  =  0,  zunächst  jedoch  noch  mit  einem  überflüssigen  Factor  be- 
haftet; denn  durch  eine  directe  Abzahlung  würde  man  (nach  p.  Sl^f.) 
die  Ordnung  i>  von  F  grösser  finden,  als  sie  nach  den  weiterhin  fol- 
genden Angaben  sein  kann.  Die  Gleichungen  (6)  können  wir  nun 
auffassen  als  Gleichungen  für  die  eine  Veränderliche  .t,,  deren  Resul- 
tante F  verschwindet,  die  also  eine  gemeinsame  Wurzel  haben.  Die 
letztere  aber  kann  man  in  bekannter  Weise  rational  berechnen*)  in 
der  Form: 

^,a'i  =  Xi  (//,,  y,,  y.j), 
wo  ^^  eine  Function  der  yi  und  von  ^  ist.     In  ähnlicher  Weise  lassen 
sich  X.,  und  Xg  finden: 

fi,x^  =  X.  (yi,  y.,,  Vi) ,    ^i^i  =  X3  (y,,  y^.  yg)  . 

*)  Vgl.  z.  B.  Salmoü's  introductory  lessons,  p.  73  ft".  in  Fiedler 's  Ueber- 
setzunjj. 
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Mau  hat  schliesslich  diese  Gleichuiigeu  mir  noch  durch  Hinzufügen 
passender  bez.  durch  Fortschaffen  überflüssiger  Factoren  so  einzu- 
richten, dass  auf  den  linken  Seiten  statt  der  ^,  immer  derselbe  T^)- 
portionalitütsfactor  auftritt,  wodurch  dann  die  Gleichungen  (1)  voll- 
ständig hergestellt  sind.  — 

Von  besonderer  Wichtigkeit  in  der  Theorie  der  eindeutigen 
Transformationen  ist  nun  der  von  Riemann  aufgestellte,  von  uns 
schon  mehrfach  erwähnte  und  benutzte  Salz  von  der  Erhaltung  des 
Geschlechts  einer  Curve  hei  eindeutiger  Umformimg  derselben  (vgl.  p.  368). 
Wir  haben  für  denselben  schon  früher  einen  Beweis  erbracht,  indem 
wir  nach  dem  Vorgange  Zeuthens  überhaupt  eine  Relation  zwischen 
den  Geschlechtszahlen  zweier  Curven  aufstellten,  die  mehrdeutig  auf 
einander  bezogen  sind  (p.  459).  Dabei  hatten  wir  aber  die  betrachteten 
Curven  höchstens  mit  einfachen  Doppel-  und  Rückkehrpunkten  voraus- 
gesetzt, während  unser  Satz  auch  auf  Curven  mit  vielfachen  Punkten 
anwendbar  ist.  Man  wird  überdies  bei  der  Wichtigkeit  des  Satzes 
einen  directen  Beweis  verlangen  müssen.  Andere  Beweise  sind  im 
Laufe  der  Zeit  in  grosser  Zahl  gegeben  worden;  wir  führen  im 
Folgenden  jedoch  nur  zwei  solche  an  und  beschränken  uns  darauf, 
am  Schlüsse  dieses  Abschnittes  auf  die  übrigen  kurz  hinzuweisen. 

Der  Einfachheit  halber  wollen  wir  zunächst  wieder  voraussetzen, 
dass  die  Curve  f  =0  d  Doppel-  und  r  Rückkehrpunkte  habe,  sonst 
aber  keine  Singularitäten.  Die  Curven  0j  =  0,  0,^  ==  0,  0^  =  0 
seien  von  der  Ordnung  s\  und  wir  nehmen  der  Allgemeinheit  wegen 
an ,  dass  alle  drei  eine  Reihe  von  festen  Punkten  mit  der  Curve  f=  0 
gemein  haben.  Die  Anzahl  dieser  gemeinsamen  Punkte  bezeichnen 
wir  mit  a  -\-  r ,  wo  6  die  Zahl  solcher  Punkte  ist,  welche  einfache 
Punkte  von  /'=0,  t  die  Zahl  derjenigen,  welche  Doppel-  oder  Rück- 
kelarpunkte  von  f  =  0  sind.  Die  Zahl  der  bcAveglichen  Schnittpunkte 
einer  Curve  des  Netzes  (4)  mit  f,  und  somit  nach  Obigem  (p.  662) 
die  Ordnung  von  F  ist  dann: 

V  =  7is  —  G  —  2t, 

toenn  n  die  Ordnung  von  /  =  0  bedeutet.  Unter  den  Curven  des 
Netzes  (4),  welche  durch  einen  beliebigen  Punkt  x  gehen,  sind  nun 
2  [y -{- p — 1)  Curven  enthalten,  welche  /"=0  in  2  benachbarten 
Punkten  treffen,  nämlich  die  2  {v  -\-  p  —  1)  —  r  berührenden  Curven*) 
und  die  r  durch  die  Rückkehrpunkte  gehenden  Curven  des  durch  den 
Punkt  X  festgelegten    Büschels.     Zwei    benachbarten    Punkten    auf  f 


*)  ^qI-  P-  375,  460  und  47-i.  Eine  diese  Berührungspunkte  auf  f  ausschnei- 
dende Curve  kann  man  leicht  nach  der  Anmerkung  auf  p.  460  bilden.  —  Vpfl. 
auch  Nöther:  Math.  Annalen,  Bd.  8,  p.  499. 
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entsprechen  aber  oftenbar  wieder  zwei  benachbarte  Punkte  auf  F. 
Jenen  2  {y  -\-  p  —  1)  Curven  des  Büschels  entsprechen  also  in  der 
Ebene  Ey  ebensoviele  Gerade  des  durch  y  gehenden  Strahlbüschels, 
welche  /'^  in  zwei  benachbarten  Punkten  treffen,  wenn  y  dem  Punkte 
X  entspricht.  Andererseits  ist  die  Zahl  dieser  Geraden  gegeben  durch 
die  Zahl  der  von  y  an  /''  gehenden  Tangenten  und  die  Zahl  der  Ver- 
bindungslinien von  y  mit  den  Rückkehrpunkten  von  F\  d.  h.  sie  ist  gleich 
2  (;/-{- /; —  1),  wenn  Tt  das  Geschlecht  von  F  bedeutet.  Aus  der 
Gleichheit  beider  Zahlen  folgt  aber  in  der  That: 

p  =  71,       q.  e.  d.*) 

Wir  geben  ferner  einen  direclen  algebraischen  Beweis**)  für  den 
Kiemann'schen  Satz,  indem  wir  geradezu  die  Anzahl  der  vielfachen 
Punkte  der  Curve  F  bestimmen,  und  so  das  Geschlecht  derselben  be- 
rechnen. Die  Mittel  zur  Durchführung  desselben  sind  im  Wesentlichen 
schon  durch  die  obigen  geometrischen  Betrachtungen  gegeben  (p.  662  ff.), 
sollen  hier  aber  zum  Theil  noch  einmal  abgeleitet  werden. 

Die  bisher  über  die  Natur  der  Curve  /  gemachten  Annahmen 
wollen  wir  gleichzeitig  dahin  verallgemeinern,  dass  dieselbe  «,-  /-fache 
Punkte  haben  möge,  deren  Tangenten  jedoch  alle  getrennt  verlaufen; 
ausserdem  mögen  wieder  r  Rückkehrpunkte  vorhanden  sein.  Als 
Geschlecht  von  /  definiren  wir  dann  die  Zahl  (vgl.  p.  429  f.) 

(7)  2?  =  4-  {n  —  1)  (n  —  2)  —  4  Uaii  {i  —  1)  —  r  . 

i 

Sehen  wir  zuerst/^  wie  sich  die  singulären  Punkte  von  /  =  0  bei  der 


*)  Eei  diesem  Beweise  ist  der  Satz  als  bekannt  vorausgesetzt,  dass  für  die 
Zahl  der  berührenden  Curven  des  Netzes  in  der  That  nur  die  beiveglichen  Schnitt- 
imnkte  der  O^.  mit /"  in  Betracht- kommen.  Diesen  Satz  werden  wir  zwar  erst 
später  mit  Hülfe  desjenigen  von  der  Erhaltung  des  Geschlechtes  beweisen,  indem 
wir  zeigen,  dass  für  die  Zabl  der  Coincidenzen  einer  Correspondenz  überhaupt 
nur  die  beweglichen  Schnittpunkte  zu  berücksichtigen  sind.  Von  der  Richtig- 
keit dieser  Behauptung  überzeugt  man  sich  indess  bei  vorliegendem  Falle  leicht 
direct;  denn  nach  p.  456  werden  die  Berührungspunkte  der  durch  x  gehenden 
Curen  0  ausgeschnitten  durch  die  Curve 

(/(D2  03^  0,  {x)  -f  (A03^i)  ^2  G^•)  +  (AO,  O2)  03  (^)  =  0  ; 

wobei  die  Functionaldeterminanten  in  Variabein  y  geschrieben  sein  mögen ;  oder 
z.  B.,  wenn  x  auf  03  =  0  und  02  =  0  liegt,  durch  (/■02  03)  =  0  (vgl.  p.  460 
Anmk.).  Diese  Curve  aber  schneidet  f  in  der  That  nur  in  2  (y  -\-  p  —  2)  —  r 
brauchbaren  Punkten,  wie  man  aus  den  Sätzen  auf  p.  380  erkennt. 

**)  Derselbe  lehnt  sich  an  den  von  Clebsch  und  Gordan  gegebenen  an 
(Theorie  der  Abel'schen  Functionen,  Leipzig  1366,  p.  54  ff.);  hier  sind  über- 
haupt die  von  Ei e mann  untersuchten  eindeutigen  Transformationen  zuerst  geo- 
metrisch behandelt. 
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Transformation  verhalten.  Wir  setzen  /==«/•,  c.nn  ist  für  einen 
()- fachen  Punkt  x  von  /"  (unabhängig  von  den  z): 

(8)  rtr''-e  +  V/,('-i  =  0, 

und  lue  q  von  x  ausgehenden  Fortschreitungsrichtungen  sind  bestimmt 
durch  die  Gleichungen: 

(9)  '/.r" ~  ^(hfJ  =  0 ,     /,-,  f/^c,  -f-  k-^dx^  +  A-g  f/^y  =  0 , 

wenn  /t,  a;,  +  A.jXo  +  ^ir'^^s  =  ^  i'^  bekannter  Weise  die  zwischen  den 
absoluten  Werthen  der  x,-  bestehende  Identität  ist  (vgl.  ji.  447).  Nehmen 
wir  nun  an,  dass  die  Curven  0,=  0  nicht  durch  x  hindurchgehen, 
dass  also  ^  für  den  Punkt  x  nicht  Null  ist,  so  entspricht  dem  Punkte 
X  vermöge  (2)  ein  ganz  bestimmter  Punkt  y  auf  F,  und  zwar  wieder 
ein  ^-facher  Punkt.  Letzteres  folgt  daraus,  dass  vermöge  der  aus  (2) 
lliessenden  Gleichungen: 

(10)  II  .  dt/i  +  f/i  .  dii  =  ^-  dx^  +  g—  dx.^  +  g^  dx.^ 

jedem  Werthsysteme  der  dxi  ein  ganz  bestimmtes  Werthsysteni  der 
diji  zugehört,  solange  ^i  nicht  Null  ist;  und  dies  gilt  auch  unabhängig 
davon,  ob  die  aus  (9)  sich  ergebenden  Werthe  der  dxj  von  einander 
verschieden  sind,  oder  nicht,  sowie  auch ,  wenn  zwei  sich  in  x  berüh- 
rende Zweige  von  /  auch  noch  in  höheren  Differentialen  überein- 
stimmen.    Wir  haben  also  den  Satz  (vgl.  p.  489  f.): 

Einem  singulären  Punkte  von  f ,  durch  ivelchen  die  zur  Transfor- 
mation benutzten  Curven  nicM  sümmtlich  hindurchgehen,  entspricht  auf  F 
ein  in  derselben   Weise  singulärer  Punkt.  • 

Nehmen  wir  jedoch  an,  dass  x  ein  Fundamentalpunkt  der  Trans- 
formation sei,  d.  h.  dass  alle  Curven  des  Netzes  (4)  durch  x  hindurch- 
gehen, so  ist  gleichzeitig: 

0,  (x)  =0,     0,  (x)  =  0 ,     03  (.r)  =  0  ,     ft  =  0  . 

In  den  Gleichungen  (10)  stehen  dann  auf  den  linken  Seiten  nur  noch 
die  Ausdrücke  gi  .  dfi,  wo  d^  von  Null  verschieden  sein  mag;  und 
folglich  entspricht  jeder  Fortschreitungsrichtung  dx  auf  f  ein  Punkt 
g  auf  /'.  Einem  ()- fachen  Punkte  mit  getrennten  Tangenten  auf  /' 
entsprechen  daher  q  verschiedene  Punkte  auf  F]  ist  itisbesondere  x  ein 
Bückkehrpunkt  von  /",  so  entsprechen  ihm  zwei  benachbarte  Punkte  auf 
F.'*)  Ganz  dasselbe  gilt  aber  auch,  wenn  die  Curven  0,-  in  einem 
p- fachen  Punkte  von  /"  sämmtlich  einen  vielfachen,  sagen  wir  x- fachen, 
Punkt  haben.  Ist  nämlich  zunächst  x  =  2,  so  verschwinden  die 
rechten  Seiten   der  Gleichungen   (10),    und  es  wird   f/a  =  0.     Durch 


*)  Vgl.  auch  die  Aumerkuiig  auf  p.  664. 
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Differentiation  dieser  Gleichungen  finden  wir  weiter,  wenn  0,  =  a^'\t;'' 
gesetzt  wird:     . 

(1 1)  i/id'ii  =  s  {s  -  1)  .  «('V  -  -«<'V.:' ; 

d.  h.  jeder  Fortschreitungsrichtung  dx  auf  /"  entspricht  ein  Punkt  ij 
auf  F.  Ist  dagegen  x  =  3,  so  wird  nach  (11)  auch  </'-ft  =  0,  und 
wir  erhalten  durch  nochmalige  Differentiation: 

( 1 1  *)  t/id^fi=s{s—l)  {s  —  2)  .  a^'\/  -  3  a^'\,J  ■ 

u.  s.  w.  Man  erkennt  hieraus  mittelst  eines  Schlusses  von  x  =  A  auf 
/c  =  A  -f-  1  sofort,  dass  unsere  Behauptung  in  der  That  richtig  ist: 

Wenn  die  Curven  O,  =  0  iJi  einem  q  -fachen  Punkte  mit  getrennten 
Tangenten  von  /"  =  0  sämmtlich  einen  ein  -  oder  vielfachen  Punkt  haben, 
so  entspi'echen  demselben  q  getrennte  Punkte  auf  F=0  {iind  dies  sind 
Schnittpunkte  der  dem  q- fachen  Punkte  in  E^  zugehörigen  Fundamental- 
curve  in  Ey  m'ü  F ,  nach  p.  664). 

Dies  Resultat  verwerthen  wir  in  folgender  Weise  zur  Berechnuno; 
des  Geschlechtes  von  F.  Unter  den  «,  «-fachen  Punkten  von /'mögen 
a'i  enthalten  sein,  durch  welche  die  Curven  0  nicht  hindurchgehen, 
dagegen  «,",  durch  welche  diese  Curven  ein-  oder  mehrfach  hindurch- 
gehen, so  dass: 
(\2)  ai  =  «/  -\-  a'i' . 

In  demselben  Sinne  mögen  die  r  Rückkehrpunkte  sich  in  zwei  Gruppen 
bez.  von  r'  und  /"  Punkten  trennen,  und  letztere  je  /-fache  Punkte 
der  0  sein. 

Die  Curve  F  nun  möge  ßi  «-fache  Punkte  haben.  Von  diesen 
sind  dann  nach  Vorstehendem  «/  aus  vielfachen  Punkten  von  /  ent- 
standen ;  die  übrigen  ßi  —  ai  dagegen  durch  Zusammenrücken  von 
Punkten,  die  auf  /  getrennt  lagen.  Im  Allgemeinen  aber  werden  auf 
F  nur  einfache  Doppel-  (bez.  Rückkehr-)  Punkte  in  der  Weise  neu 
entstehen,  so  dass,  wenn  y  die  Zahl  derselben  bedeutet,  folgende 
Relationen  Geltung  haben : 

(13)  y  =  ß,  —  «2' ,    ß.^  =  «,; ,    ^^  =  «;,... . 

Sollen  nämlich  q  getrennte  Punkte  von  /  sich  zu  einem  (>- fachen 
Punkte  von  F  vereinigen,  und  sind  w^  =  0,  Vy  =  ()  zwei  Strahlen 
durch  den  letzteren,  so  darf  jeder  Strahl  z/_^ -j- Ai'^  =  0  die  Curve  F 
nur  noch  in  i^  —  p  beweglichen  Punkten  treffen;  folglich  dürfen  auch 
die  Curven  des  Büschels 

//,0,  +  ?/.,0,  +  u.^<^.^  -(-  A  (y,0,  -f  r,,02  +  ^3  0,)  =  0 
die  Curve. /■=  <>  nur  noch  in  v  —  p  beweglichen  Punkten  schneiden. 
Während    also  im   Allgemeinen   eine   Curve    des    Netzes    (4)   durch  2 
Punkte  bestimmt    wird,    müssten    sich  dann  auf  f=()Q   Punkte  so 
wählen  lassen,  dass  durch  sie  noch  unendlich  viele  (Jurven  des  Netzes 
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liindurchgehcMi.  Es  müssten  also  zwiscliuii  den  Curven  des  Netzes  und 
der  Ourve  /'  =  0  noch  s^Decielle  Relationen  bestehen ;  denn  in  einer 
beliebigen  zweifach  unendlichen  Carvenschaar  wird  man  höchstens 
verlangen  dürfen,  aus  einer  einfach  unendlichen  Reihe  von  Punkten 
zwei  so  auszuwählen,  dass  durch  sie  noch  unendlich  viele  Curven  der 
Schaar  hindurchgehen  (vgl.  auch  p.  439).  Wir  v/ollen  daher  zunächst 
voraussetzen,  dass  die  Gleichungen  (13)  für  unsere  Transformation 
bestehen.     /)an?i  ist  das  Geschlecht  von  F=0: 

(14)  7t  =  -1-  (?^  —  1)  (v  —  2)  —  -^  Ea!  .i{i—\)  —  r'  —  y. 

i 

Hierin  haben  wir  noch  die  Zahlen  v  und  y  zu  bestimmen.  Zur 
Vereinfachung  der  dahin  führenden  Ueberlegungen  sei  bemerkt,  dass 
wir  die  Curven  O,  =  0  immer  so  voraussetzen  dürfen,  dass  die  Vielfachheit 
ihrer  gemeinsamen,  in  einem  i- fachen  Punkte  von  /  =  0  liegenden  Punkte 
für  alle  Curven  des  Netzes  in  allen'^)  i- fachen  Punkten  von  /"==  0  dieselbe 
ist.  Die  Gültigkeit  unserer  Betrachtungen  nämlich  werden  durch  eine 
lineare  Transformation  der  ij  nicht  gestört,  es  kommt  daher  für  unsern 
Zweck  nur  auf  solche  gemeinsame  Punkte  der  Curven  0;  =  0  an, 
welche  auch  allen  Curven  des  Netzes  (4)  gemeinsam  sind.  Sollte  daher 
z.  B.  03  =  0  in  einem  r- fachen  Punkte  von  0j  =  0,  0.,  =  0  einen 
p- fachen  Punkt  haben,  wo  p  >  r,  so  brauchen  wir  diesen  letzteren 
auch  nur  als  r- fachen  Punkt  zu  zählen.  Gingen  ferner  die  Curven 
0^  =  0  durch  einen  i- fachen  Punkt  von  f  =  0  q- fach ,  durch  einen 
andern  p'-fach,  durch  den  letzten  ()(''^-fach  hindurch,  wo  (>  <  p'  <  . .  . 
<  p^''),  so  können  wir  eine  Curve  Y  =  0  so  bestimmen,  dass  die  Curven 
0^^  =  0,  0.,Y  =  0,  03^  =  0  in  jedem  /-fachen  Punkte  von  /  einen 
p^''^- fachen  Punkt  haben.  Fügen  wir  aber  den  Factor  auf  den  rechten 
Seiten  der  Gleichungen  (2)  hinzu,  so  wird  dadurch  das  Resultat  der 
Transformation  nicht  geändert,  indem  dies  nur  auf  den  Factor  M  Eih- 
fluss  hat.  Den  Factor  Y  aber  können  wir  uns  immer  schon  in  den 
0,  enthalten  denken;  damit  ist  dann  unsere  obige  Behauptung  als 
richtig  erwiesen:  Wir  können  immer  annehmen,  dass  die  Curven  0, 
in  jedem  der  ai"  i- fachen  Punkte  von  f  ei?ien  ri- fachen  Punkt  haben, 
ausserdem  aber  sich  noch  in  6  einfachen  Punkten  von  f  je  einfacli 
schneiden.  Alsdann  ist  die  Zahl  der  beweglichen  Schnittpunkte  der 
0,  mit  /',  d.  h.  die  Ordnung  von  F: 

(15)  v  =  ns  —  a  —  Ea-'ri  i  —  2<r" .  **) 


*)  Diese  letzte  Festsetzung  soll  in  den  folgenden  Formeln  nur  das  Sclureiben 
einer  Doppelsumme  ersparen,  während  die  erstere  von  principieller  Wichtig- 
keit ist. 

**)  Für  /"=  a/',  jr-  =  u.,  0,.  =  aj'  ~  ^n-,  also  ?i  =  m,  5  =  m  —  1 ,  « ■  =b  ot-" , 
a'  =  0,  r'  =  0,  r  =  ?•",  r-  =  i—  1,  c  =  r  (letzteres,  da  die  Curven  0  hier  im 
ßtickkehrpunkte  berühren)  erhält  man  hieraus  wieder  die  Klasse  der  Grundcurve : 
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Um  endlich  die  in  (14)  auftretende  Zahl  y  zu  bestimmen,  haben 
wir  eine  Curve  zu  suchen,  welche  auf  /"  alle  diejenigen  Punhtepaare 
ausschneidet,  welche  zu  Doppelpunkten  von  F  Veranlassung  geben. 
Eine  solche  Curve  aber  ist  uns  nach  dem  Obigen  durch  M=()  ge- 
geben (p.  664  f.);  man  kann  dies  auch  in  folgender  Weise  einsehen. 
Wir  fragen,  wann   es  überhaupt  eintreten  kann,  dass  die  Difterential- 

quotienten  ^-^-^  sämmtlich  verschwinden.     Nun  ist  nach  (3)  und  (2): 

denn  aus  (2)  folgt  z.  B.  für  /  =  1 : 

cyi        ^'  8yt  '  dyi 

Setzen  wir  also     ^^  -  =  !u{^),  so  wird: 

Die  Difierentialquotienten  /"■;  (y)  verschwinden  sonach  immer,  wenn 
die  Ausdrücke  -F,  (O)  verschwinden,  es  sei  denn,  dass  sämmtliche  0/ 
(und  somit  auch  ft)  Null  sind.  In  letzterem  Falle  verschwinden  in 
(16)  für  einen  r/,- fachen  Punkt  der  0  die  Ausdrücke  Fi  (0)  von  der 
Ordnung  r/,  {v  —  1),  ebenso  auch  /i^'~^;  kennen  wir  also  die  Punkte  x 
auf  /,  für  welche  die  F,  (0)  Null  werden,  so  haben  wir  von  diesen 
nur  die  den  <t>,  gemeinsamen  Punkte  abzusondern;  die  übrig  bleiben- 
den Punkte  bestimmen  solche  Punkte  x,  welche  paarweise  sich  zu 
einem  Doppelpunkte  von  F  vereinigen.  Nun  erhält  man  aus  Gleichung 
(3)  durch  Differentiation  nach  den  x;  die  drei  Gleichungen: 

(IT)  F,  (0)  «^.  +  f,  (0)  I»;  +  F,  (*)  1^  =  *  ^^  • 

Erstens  sind  also  die   Fi  (0)  immer  Null,   wenn   die  tt-  verschwinden, 

es  sei  denn,  dass  die  Functionaldeterminante  der  0,,  welche  mit 
(0,,  0.^,  03)  bezeichnet  sei,  verschwindet.  Dann  ist  aber  x  ein  viel- 
facher Punkt  von  /",  und  diese  Fälle  haben  wir  schon  berücksichtigt. 
Zweitens  sind  die  F,- (0)  immer  Null,  wenn  M  verschwindet,  wieder 
ausgenommen   die  Punkte  x  auf  /",   für  welche   auch    die  E'unctional- 

V  =  m  (m  —  1)  —  2a-i  {i  —  1)  —  3  r  . 
Nimmt  man  dagegen  f  =  {ab cY  «/' ~ ^ hj^ - ^ cj" " ' ,  und  wieder  O  ==  aj"  ~^a-, 
so  gibt  F=0  nach  p.  365  die  Gleichung  der  Steiner'schen  Curve  in  Linien- 
coordinaten ;  und  aus  der  Formel  (16)  findet  man  für  die  Klasse  derselben,  indem 
jt'tzt  a  =  2  (weil  die  Hesse'sche  Curve  in  jedem  Rückkehrpunkte  von  f\!"  =  0 
in  bekannter  Weise  einen  dreifachen  Punkt  hat): 

v  =  3  {m  —  1  j  ('«  —  2)  —  SUji  {i  —  I)  —  4  /• . 
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determinante  (4*i4>2<t>j)  verschwindet;  und  in  der  That  geht  ja  die 
Curve  31=0  durch  die  Schnittpunkte  von  /'=0  und  (0,0.,0.,)  =  0 
(vgl.  p.  063).  Es  ist  aber  3/  von  der  Ordnung  vs  —  n,  (0^0.^0.,) 
von  der  Ordnung  3  s  —  3;  die  Zahl  der  für  uns  brauchbaren  Schnitt- 
punkte von  M  mit  /"  würde  also  zunächst  gleich 

(18)  n(vs  —  n  —  OS  -i-3) 

sein.  Hiervon  haben  wir  nach  (16)  noch  die  Punkte  abzusondern, 
welche  in  gemeinsamen  Punkten  der  0,  liegen.  31  =  0  hat  aber  in 
jedem  Punkte  6  einen  (v  —  1) -fachen  Punkt  {-p.  664),  und  in  jedem 
der  a;"  /-fachen  Punkte  von  /"  einen  (v/-,  —  ?)- fachen  Punkt.  In  den 
gemeinsamen  Punkten  der  0  und  /'  liegen  also 

/>  =  (v  —  1)  (?  -f  Z"«/'  .  i  {vi'i  —  0  +  2  r"  (vi  —  2) 

Schnittpunkte  von  31  und  /".     In  denselben  Punkten   liegen  aber  auch 

0  =  2a  -\-  Ucc-'  .  i  (3  r,-  —  1)  -}-  2  ;-"  (3  t  —  1) 

Schnittpunkte  von  /  und  (^i*t>2  03);  deun  in  einem  gemeinsamen 
;v-fachen  Punkte  der  0  hat  die  Jacob i "sehe  Curve  einen  (3  r, —  1)- 
fachen  Punkt  (vgl.  p.  383).  Diese  sind  schon  unter  den.  ?j  s  —  3 
Punkten  enthalten,  welche  in  der  Zahl  (18)  berücksichtigt  wurden. 
Im  Ganzen  haben  wir  also  von  (18)  noch  die  Zahl 

/>  _  9  =  (v  _  3)  a  +  Zai"  .  /  [(v— 3)  n  —  /  -f  1]  -f  2  r"  (tv—?;t  —  \) 

abzuziehen.  Die  Zahl  der  für  uns  brauchbaren  Schnittpunkte  von  31 
und  /  ist  daher  schliesslich  gleich*) 

n(vs—n  —  3s-^3)—(v--?j)(0-\-2r't)-2Jui''i[{v~'d)n—i-^l]-^2r'', 

oder  wegen  (15): 

=  (1/  -  1)  (v  —  2)  —  (n  -  1)  (n  —  2)  +  Za/'  .  i  {i  —  1)  +  2  r'. 

Für  jeden  dieser  Punkte  x  verschwinden  nicht  nur  die  Fj  (0), 
sondern  auch  die  Fi  (y);  je  zwei  derselben  ge]>en  also  zu  einem  Doppel- 
bez.  Rückkehrpunkte  von  F  Veranlassung;  d.  h.  wir  haben 


*)  Es  sei  bemerkt,  dass  ganz  analoge  Beziehungen  wie  zwischen  M,  (O,  Oa^s),  f 
auch  zwischen  t\  (O),  (OaOs/-;,  f  oder  Fa^O;,  {%<^J),  f  oder  F^  (O),  (cPjOaAj,  /" 
bestehen;  denn  aus  den  Gleichungen  (17)  folgen  (für  /'=0)  die  Relationen: 

Fl  (O)  :  F.2  (0)  :Fz  [<t>)  :  —  M  =  (^aOs/")  :  (^s/'O,) :  (Oi^a/)  ■  ^<^.<J>2<J>3)  • 
Man  könnte  daher  statt  M  auch  eine  der  Curven  F^  (0)  der  Betrachtung  zu 
Grunde  legen,  wie  dies  bei  Clebsch  und  Gordan  a.  a.  0.  in  der  That  geschieht. 
Man  hat  dann  statt  dler  Sätze  über  das  Verhalten  von  (0102  03)  in  einem  gemein- 
samen Punkte  der  0  die  auf  p.  378  f .  gegebenen  Sätze  über  das  Verhalten  einer 
Determinante  (0^.0/./")  zu  benutzen.  —  Wir  werden  später  diese  Punkte  noch  in 
anilerer  Weise  bestimmen  lernen;  vgl.  den  Abschnitt  üljer  Verallgemeinerungen 
der  Correspondeu/formeln. 
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(19)  y  =  .^(v-\){v-2)~^in-l)  (n  -  2)  +  ^  2V'  •  /(/-l)  +  r". 
Setzen  wir  dies  in  (14)  ein;  so  kommt  wegen  (12): 

:x  =  -^  (n  —  1)  (/i  —  2)  —  ^  Ua;  .  i  {i  —  1)  —  1  2.^«/'  .  '/  (?'—  1)  ~  r  —  r" 

=  .^.  (n  —  1)  (n  _  2)  —  ^-  Ea; .  i  {i  —  l)  —  r  , 
oder  endlich:  n^p,      q.  e.  d. 

Der  Satz  über  die  Erhaltung  von  /;  wäre  somit  für  die  von  uns 
gemachten  Voraussetzungen  bewiesen.  Wir  haben  dabei  zunächst 
angenommen,  dass  sich  nicht  mehr  als  zwei  getrennte  Punkte  von  / 
zu  einem  vielfachen  Punkte  von  F  vereinigen,  hingegen  wohl,  dass 
getrennten  Punkten  von  F  ein  vielfacher  Punkt  von  f  entspricht. 

Diese  Beschränkung  lässt  sich  aber  leicht  aufheben.  Nehmen  wir 
nämlich  an,  dass  auf  F  neue  vielfache  Punkte  vermöge  der  Transfor- 
mation (2)  entstehen,  so  ersetzen  wir  letztere  zunächst  durch  die 
andere  Transformation: 

wo  die  Y/  mit  den  <t>,  von  gleicher  Ordnung,  sonst  aber  ganz  beliebig 
sind.  Man  kann  hier  die  Y,  also  jedenfalls  so  wählen,  dass  die  Trans- 
formation ganz  allgemeiner  Natur  ist,  dass  also  die  aus  /  entstehende 
Curve  F'  nur  einfache  Doppelpunkte  neu  erhält.  Nimmt  man  nun  £ 
unendlich  klein,  so  ist  F'  zu  F  benachbart,  und  die  neuen  Doppel- 
punkte von  F'  liegen  theilweise  einander  derart  benachbart,  dass  sie 
für  £  ==  0  sich  zu  den  neuen  vielfachen  Punkten  von  F  grujjpen- 
vveise  vereinigen.  Da  aber  unser  Satz  für  die  Curve  /'"'  gilt,  und  da 
das  Geschlecht  von  F  mit  dem  Geschlechte  von  F'  übereinstimmt,  so 
gilt  der  Satz  auch  für  die  Beziehung  von  F'  auf  /";  und  wir  haben 
damit  folgendes  Theorem  bewiesen : 

Wenn  zwei  Curven  mit  vielfachen  Punkten ,  deren  Tangenten  nicht 
zusammenfallen^  und  mit  einzelnen  B ück kehr pun fiten  eindeutig  auf  einan- 
der bezogen  sind,  so  liahen  sie  gleiches  GescTäecJit.*^ 

Es  bleibt  uns  übrig,  diesen  Satz  auch  auf  diejenigen  Fälle  auszu- 
dehnen ,  wo  die  vielfachen  Punkte  von  /  ==  0  noch  specielle  Eigen- 
schaften besitzen.  Nun  haben  wir  früher  schon  eine  Zahl  als  Ge- 
schlecht einer  solchen  Curve  definirt  (p.  495),  welche  bei  allen 
Cremona 'sehen  Transformationen  erhalten  blieb;  dieselbe  war  gleich 
dem  Geschlechte  einer  Curve  mit  lauter  gewöhnlichen  vielfachen 
Punkten,  welche  aus  der  gegebenen  durch  wiederholte  Cremona'sche 

*)  Es  sind  aber  nicht  umgekehrt  zwei  Curven  von  gleichem  Geschlechte 
immer  eindeutig  in  einander  transforrairbar ;  dazu  ist  vielmehr  noch  die  Gleich- 
heit gewisser  (als  Moduln  bezeichneter)  Zahlen  nothwendig,  die  den  absoluten 
Invarianten  bei  linearen  Transformationen  entsprechen.  Vgl.  darüber  die  lieiden 
folgenden  Abschnitte. 

Ol  ebs  cb  ,  Vorlesuugen.  \;] 
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Transformationen  entstand.  Andererseits  zeigten  wir,  dass  jeder  sin- 
gulare Punkt  betrachtet  werden  darf  als  Combination  von  verschie- 
denen  gewöhnlichen  vielfachen  Punkten,  die  einander  unendlich  be- 
nachbart liegen,  und  zu  denen  —  so  drückten  wir  uns  aus  —  noch 
eine  Anzahl  von  Verzweigungspunkten  hinzutritt.  Die  letzteren, 
blieben  jedoch  ganz  ohne  Einfluss  auf  das  Geschlecht  der  Curve;  und 
dieses  war  gleich  dem  Geschlechte  einer  Curve,  bei  der  jene  zusammen- 
gerückten vielfachen  Punkte  getrennt  liegen.  Insofern  man  in  dieser 
Weise  jede  Curve  durch  Grenzübergang  aus  einer  Curve  der  von  uns 
bisher  betrachteten  Art  entstehen  lassen  kann,  gelten  unsere  obigen 
Betrachtungen  ganz  allgemein;  insbesondere  gilt  der  Salz  von  der 
Erhaltung  des  Geschlechts  für  zwei  beliebige  Ciirven,  sobald  sie  eindeutig 
auf  einander  bezogen  sind. 

'  Wir  gehen  zu  einigen  Anwendungen  der  hier  erivähnten  Metho- 
den über. 

1)  Beim  Studium  der  Punktsysteme  auf  einer  algebraischen  Curve 
(p.  430  ff.)  haben  wir  gesehen,  dass  es  besonders  wichtig  ist,  solche 
Punktgruppen  zu  betrachten,  welche  durch  sogenannte  adjungirte  Curven 
ausgeschnitten  werden,  d.  h.  durch  Curven,  die  durch  jeden  /-fachen 
Punkt  von  /  (/ — l)-fach  hindurchgehen;  insbesondere  waren  dann 
wieder  die  adjungirten  Curven  (n  —  3)*^'  Ordnung  ausgezeichnet. 
Mittelst  der  vorstehenden  Ueberlegungen  lässt  sich  nun  diese  hervor- 
ragende Bedeutung  der  adjungirten  Curven  noch  in  anderer  Weise 
erkennen. 

Es  sei  0  (y)  =  0  eine  zu  F  (y)  adjungirte  Curve  C^,  und  es  möge 
^  (xy  =  0  eine  Curve  sein ,  welche  auf  f  (a:)  =  0  die  den  Schnitt- 
punkten von  0  und  F  vermöge  der  Transformation  (2)  entsprechende 
Punktgruppe  ausschneidet,  ausserdem  aber  die  Curve  f  nur  in  den 
singulären  Punkten  (in  noch  zu  bestimmender  Weise)  trifft.  Alsdann 
muss  jedenfalls  eine  Gleichung  der  Form: 

A.Q((t>)  =  B  .»(x)-\-  C-fix) 

bestehen.  Nun  geht  der  Voraussetzung  nach  0  (y)  =  0  durch  alle 
Doppelpunkte  von  F]  folglich  geht  0  (0)  =  0  durch  alle  die  Punkte- 
paare auf  /,  aus  denen  jene  Doppelpunkte  von  F  entstehen.  Durch 
diese  Punkte  muss  also  auch  B  =  0  ebenso  oft  hindurchgehen, 
denn  &  =  0  enthält  sie  der  Voraussetzung  nach  nicht.  Wir  können 
daher  für  B  die  oben  mit  M  bezeichnete  Function  setzen,  wenn  wir 
nur  gleichzeitig  das  Verhalten  von  A,  ^  und  C  in  den  singulären 
Punkten  von  /'  gehörig  bestimmen.  Die  Curve  M  =  0  geht  aber 
ausser  durch  die  genannten  Punktepaare  und  durch  die  singulären 
Punkte  von  /'  auch  durch   die  Schnittpunkte  von  /  mit  der  Jacobi'- 


Punktsysteme  auf  einer  Curve.     Abel'sche  Integrale.  675 

sehen  Curve  der  Curven  0;  durch  dieselben  Punkte  muss  folglich 
auch  A  hindurchgehen.  Wir  wollen  deshalb  direct  A  =  ((i>^,  <P.,,  0^) 
setzen.  Alsdann  ist  die  Vielfachheit  des  Productes  A  .  0  (<t>)  in  jedem 
/-fachen  Punkte  von  /'  (durch  den  die  Curven  0  r,-fach  hindurch- 
gehen) nach  früheren  Sätzen  gleich  ^ri-\-?)ri — 1;  die  Vielfachheit 
von  ß  (=  M)  dagegen  gleich  vr;  —  1  ;  obige  Gleichung  wird  daher 
immer  möglich  sein,  vorausgesetzt  dass  man  der  Curve  -O"  =  0  in 
jedem  /-fachen  Punkte  von  /  einen  [(fi  —  v  -\-  3)  Tj  -\-  i  —  1] -fachen 
Punkt  beilegen  kann.  Es  kommt  also  darauf  an  zu  zeigen,  dass  dies 
immer  möglich  ist,  d.  h.  dass  sich  eine  Curve  ^  von  passender  Ord- 
nung in  angegebener  Weise  bestimmen  lässt. 

Da  nun  die  Ordnungen  von  A,  B,  0  und  0/  bekannt  sind,  so 
ist  die  Ordnung  x  von  d-  leicht  zu  bestimmen;  man  findet: 

(20)  a;  =  3  s  —  3  +  (115  —  V5  +  w  =  s  (itt  —  V  +  3)  +  n  —  3  . 

Der  Einfachheit  halber  nehmen  wir  r  =  r'  =  r"  =  0  und  bezeichnen 
die  Vielfachheit  von  '9'  in  einem  /-fachen  Punkte  von  f  mit  y,, 
so  dass: 

(21)  y,  =  (ft  _  V  +  3).r,-  +  /  —  1 . 

Die  Zahl  der  in  O-  zu  bestimmenden  Coefficienten  ist  dann  gleich 
^  X  (x  -{-  3).  Die  Curve  d-  soll  durch  die  ^v  —  2y  —  Ua-i  (/  —  1) 
Punkte  gehen,  welche  auf  f  den  nicht  in  singulären  Punkten  von  F 
liegenden  Schnittpunkten  von  0  und  F  entsprechen.  Die  Gesammt- 
zahl  der  für  die  Coefficienten  von  d-  gegebenen  Bedingungen  ist  also, 
weil  sich  (für  fi  >  v  —  3)  p  der  letzteren  Punkte  aus  den  übrigen 
bestimmen,  wegen  (19)  und  (15)  gleich 

+  i2:y,cy;+i) 

^  ^  ^ns  —6  -  Zar  rii}  —  (v  -l){v  —  2)-\-^  Zijiit/i  +  \)  -j-  p  . 

Wir  wollen  ztmächsl  zeigeji,  dass  diese  Zahl  hei  zunehmendem  fi 
immer  langsame?^  wächst  als  die  Zahl  ^  x  {x  +  3).  Setzen  wir  näm- 
lich ft  -f-  1  statt  fi.,  so  nimmt  die  letztere  nach  (20)  zu  um: 

z  =  i5(.-f  2a;4-3), 
die  erstere  dagegen  um : 

/  =  i  Zcii'vi  ()•;  -\-2'iji  -{-  1)  -{-  ns  —  a  —  Zal'vii . 

Die  Curven  0  könneu  wir  im  Allgemeinen  als  nicht  zerfallend  voraus- 
setzen, denn  wenn  0j,  0.^,  0.j  einzeln  in  Factoren  zerfallen,  so  wird 
dies  doch  für  eine  beliebige  Curve  des  Netzes  der  0  nicht  eintreten*); 


*)  Wenn  oben  (p.  670)  gelegentlich  allen  O   ein  gemeinsamer  Factor  beige- 
legt wurde,  so  geschah  dies  nur  der  Einfachheit  wegen  für  den  damaligen  Zweck. 

43* 
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wir  haben  also,  da  es  2 -fach  unendlich  viele  Curven  0  in  dem  Netze 
gibt,  noch  die  Relationen: 

^(,_1)(,_2)^^2;«/V,(r,— 1),   -,i,(,  +  3):>^2:«/'r,(r,+  l)+<?  +  2, 

und  hi.eraus  findet  man  durch  Combination,  da  die  positive  Differenz 
beider  Seiten    der  ersten  Ungleichung   kleiner  als  die  der  zweiten  ist: 

(22)  S'  ^  Zcc/'rr-  4-  <?  4-  1  ,     'ds<  Eal'r,  +  (?  +  3  . 

Also  sind  das  erste  und  dritte  Glied  von  z  einzeln  grösser  als  das 
erste  und  dritte  Glied  von  /.  Es  ist  aber  auch  das  zweite  Glied  von 
z  grösser  als  die  Summe  der  übrigen  Glieder  von  t  (oder  gleich  der- 
selben), d.  i.  wegen  (20)  und  (21): 

,s--  (ft  —  V  -\-  3)  -f-  *'  {n  —  3)  ^  (fi  —  V  -\-  3)  Za^'rr  -\-ns  —  6  —  Ua/'r,- . 

Hier  ist  nämlich  der  Coefficient  von  (ft  —  v  -\-  3)  auf  der  linken  Seite 
wegen  (22)  grösser  als  auf  der  rechten  Seite;  das  Glied  ns  tritt  auf 
beiden  Seiten  gleichmässig  auf;  und  für  die  übrigen  Glieder  hat  man 
wieder  die  zweite  Gleichung  (22)  zu  benutzen.  Damit  ist  obige  Be- 
hauptung bewiesen.  —  Nun  werden  wir  sogleich  noch  zeigen,  dass 
die  für  O-  gestellten  Bedingungen  immer  erfüllbar  sind,  wenn  fi  =  n  —  3 ; 
also  sind  sie  es  wegen  des  soeben  bewiesenen  Satzes  immer,  wenn 
jLt  >  w  —  3;  q.  e.  d.  Die  Fälle,  wo  (i  <^  n  —  3,  erledigen  sich  hier- 
nach sehr  einfach ;  man  hat  nur  z  und  t  negativ  zu  nehmen.  Schliess- 
lich können  wir  sonach  folgenden  Satz  aussprechen: 

Bas  Schnittpunktsysiem  einer  zu  F  adjunyirten  Citrve  0  von  der 
ft'«"  Ordnung  mit  F  geht  hei  eindeutiger  Transformalion  von  F  in  f  über 
in  das  Schnitt punktsystem  einer  zu  f  adjungirten  Curve,  %■  von  der 
Ordnung  s  {^i  —  v  -\-  d)  -\-  n  —  3,  ?iw  s  die  Ordnung  der  Transforma- 
lionscurven  0,  in  (2),  v  die  von  "F,  n  die  von  f  bedeutet.  Von  den 
Schnittpunkten  der  Curve  %■  mit  f  fällt  aber  noch  eine  grössere  Anzahl 
in  die  bei  F  nicht  ebenso  auftretenden  vielfachen  Punkte  von  f,  als  bei 
einer  beliebigen  zu  f  adjungirten  Curve  notimendig  iväre;  und  zivar  so, 
dass  die  Anzahl  der  nicht  in  singulären  Punkten  liegenden  Schnittpunkte 
von  f  und  %  gleich  der  Zahl  der  entsprechenden  Schnittpunkte  von  F 
und  0  ist.     Ferner  besteht  die  Relation: 

(23)  (0, 00  03)  .  0  (0/)  =  M  .^{x)-{-C  .f, 

wo  M  durch  (3),  die  0,  durch  (2)  definirt  sind. 

Die  letztere  Gleichung  haben  wir  nun  noch  für  den  Fall  ^  =  n  —  3 
zu  beweisen.  Von  den  2  p  —  2  Schnittpunkten  der  Curve  0  mit  F, 
welche  nicht  in  singulären  Punkten  von  F  liegen,  sind  dann  bekannt- 
lich p  —  1  durch  die  übrigen  p  —  1  bestimmt  (p.  437),  wenn  wieder 
p  das  Geschlecht  von  F  und  f  bedeutet.  Es  kommt  also,  da  man  die 
Ordnung  x  von  -O-  jetzt  ebenfalls  gleich  n  —  3  und  yi  =  i  —  1  findet, 
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darauf  an  zu  zeigen,  ^iass  man  durch  die  entsprechenden  p  —  1  Punkte 
auf  /'  immer  eine  zu  /'  adjungirte  Curve  (n  —  o)*®'  Ordnung  legen 
kann,  d.  h.  dass: 

\  n  {n  —  3)  —  4-  Eaii  {i—\)  —  p-\-l>  0  . 

Diese  Bedingung  ist  aber  immer  erfüllt,  denn  die  links  stehende  Zahl 
wird  gerade  gleich  Null.  Für  fi  =  v  —  3  haben  wir  also  insbesondere 
folgenden  wichtigen  Satz: 

In  Folge  einer  eindeutigen  Transformation,  welche  eine  Curve  n'"' 
Ordnung  in  eine  Curve  v^"'  Ordnung  überführt,  geht  das  Schnitt- 
punkt System  einer  zur  erster en  adjungirten  Curve  (n  —  Sy^'. 
Ordnung  in  das  Schnittpunktsijstetn  einer  zur  letzteren  ad- 
jungirten Curve  {v — 3)'''"  Ordnung  über.' —  Pie  späteren  Unter- 
suchungen über  Punktgruppen,  ivelche  auf  einer  Curve  n'"'  Ordnung  durch 
adjungirte  Curven  (n  —  S)'*"'  Ordnung  ausgeschnitten  iverden ,  gellen  also 
unverändert  bei  beliebigen  eindeutigen  Transformationen  der  Grvndcurve.  — 

Nach  der  eben  gemachten  Abzahlung  sind  für.  eine  adjungirte 
6'„_;i  immer  ^^  Ua^i  (i —  1)  Bedingungen  durch  die  Forderung  des 
Adjungirtseins  gegeben.  Es  gibt  daher  [^n(n  —  3)  —  ^  Zaii  {i—  1)]- 
fach,  d.  i.  (p  —  \)-fach  unendlich  viele  adjungirte  Cn  —  z',  wenn  wir 
voraussetzen,  dass  jene  Bedingungen  von  einander  unabhängig  sind. 
Dies  ist  aber  immer  der  Fall,  denn  zu  demselben  Resultate  sind  wir 
früher  auf  allgemeinem  Wege  gekommen,  indem  wir  (nach  dem  Vor- 
gange von  Brill  und  Nöther)  nachwiesen,  dass  die  Zahl  der  linear 
von  einander  unabhängigen  C„  _  y  aucK  niemals  grösser  als  p  —  1  sein 
kann  (p.  411).  Setzen  wir  andererseits  voraus,  dass  die  Zahl  p  der  von 
einander  unabhängigen  Curven  {n  —  3)*®''  Ordnung  in  dieser  Weise 
schon  endgültig  bestimmt  sei,  so  würde  man  hieraus  wieder  einen 
Beweis  für  die  Erhaltung  der  Zahl  p  ableiten  können*),  vorausgesetzt 
dass  man  die  Identität  (23)  in  anderer  Weise  für  Curven  {ri  —  3)*^' 
Ordnung  abgeleitet  hat;  wir  dagegen  haben  jenen  Satz  eben  schon 
zum  Beweise  der  Gleichung  (23)  benutzt. 

Es  sei  endlich  noch  bemerkt,  dass  auch  diese  Betrachtungen  ihre 
Gültigkeit  vollständig  behalten,  Avenn  die  Grundcurve  singulare  Punkte 
specieller  Natur  besitzt.  Man  hat  sich  eben  einen  jeden  Punkt  dieser 
Art  in  der  früher  erörterten  Weise  als  entstanden  aus  unendlich  be- 
nachbarten vielfachen  Punkten  zu  denken,  zu  denen  noch  Verzwei- 
gungspunkte hinzutreten  (p.  494).     Eine  zur  Grundcurve  /'  adjungirte 


*)  Hierauf  beruht  der  bei  Clebsch  und  Gordaii  a.  a.  0.  §.  14,  p.  50  f.  ge- 
gebene Beweis  jenes  Rie  mann 'sehen  Satzes;  doch  ist  die  Ableitung  der  Iden- 
tität (23)  daselbst  nicht  für  alle  Fälle  ausreichend,  indem  auf  die  möglichen 
Relationen  zwischen  den  (dort  allein  vorausgesetzten)  Doppelpunkten  von  / 
(sowie  auf  vielfache  Punkte)  nicht  Rücksicht  genommen  wird. 
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Curve  muss  sich  dann  in  den  einzebien  vielfachen  Punkten,  welche 
sich  zu  einer  höheren  Singularität  vereinigen  ^  immer  so  verhalten, 
wie  es  nach  der  früheren  Definition  eine  adjungirte  Curve  thun  müsste, 
wenn  die  vielfachen  Punkte  getrennt  lägen.*)  Die  hinzutretenden 
Verzweigungspunkte  dagegen  bleiben  auf  das  Verhalten  einer  adjun- 
girten  Curve  ohne  Einfluss,  wie  dies  vom  Rückkehrpunkte  bekannt 
ist.  Eine  solche  Curve  muss  also  in  jedem  7 -fachen  Punkte  von  /' 
einen  {j —  l)-fachen  Punkt  besitzen;  wenn  noch  weiter  ein  z-facher 
Punkt  der  Grundcurve  mit  diesem  vereinigt  liegt,  so  muss  in  demselben 
noch  ein  {i —  l)-facher  Punkt  der  adjungirten  Curve  hineinrücken, 
etc.  In  einem  Selbstberührungspunkte  (äquivalent  mit  2  benachbarten 
Doppelpunkten)  muss  sie  demnach  die  gemeinsame  Taugente  der 
Zweige  der  Grundcurve  berühren,  ebenso  in  einer  Spitze  zweiter  Art 
(nach  p.  411  äquivalent  mit  1  Doppel-  und  1  Rückkehrpunkt),  u.  s.  w, 
—  Berücksichtigt  man  in  dieser  Weise  die  einzelnen  Bestandtheile 
eines  höheren  singulären  Punktes,  so  heJialtcn  der  Restsatz  und  alle 
sich  an  denselben  schliessenden  Sätze  über  Punktsysteme  auf  einer  Curve 
ihre  uneingeschränkte  Gültigkeit  (vgl.  p.  433  ff}.  —  Analoges  gilt  auch 
für  die  folgenden  Betrachtungen,  wie  nicht  immer  besonders  hervor- 
gehoben werden  soll. 

Das  Resultat  dieser  Bemerkungen  über  adjungirte  Curven  können 
wir  noch  in  einer  andern,  für  spätere  Anwendungen  wichtigen  Form 
aussprechen.  Wir  haben  früher  gesehen,  dass  der  Einfluss  eines  sin- 
crulären  Punktes  auf  die  Klasse  der  Grundcurve  derselbe  ist,  wie  der 
Einfluss  der  verschiedenen  in  ihm  vereinigt  gelegenen  vielfachen 
Punkte;  nur  hat  man  für  jeden  hinzutretenden  Verzweigungspunkt 
die  Klasse  noch  um  eine  Einheit  zu  verringern.  Da  nun  ein  2-facher 
Punkt  eine  Reduction  gleich  /  {i  —  1)  an  der  Klasse  hervorbringt, 
da  ferner  diese  selbst  gleich  der  Zahl  der  nicht  in  singulare  Punkte 
fallenden  Schnittpunkte  der  Grundcurve  mit  einer  beliebigen  ihrer 
ersten  Polarcurven  ist;  so  können  wir  unsere  Bestimmung  der  adjungirten 
Curven  auch  folgendermassen  aussprechen: 

Ei7ie  zu  f  adjungirte  Curve  ?nuss  in  Jedem  singulären  Punkte  P  von 
f  so  viele  Schnittpunkte  mit  f  gemein  haben  ivie  die  erste  Polare  eines 
beliebigen  Punktes  in  Bezug  auf  /",  loenn  man  von  der  Zahl  der  letzteren 
noch  die  Zahl  der  in  P  liegenden   Verzweigungspunkte  abzieht. 

2)  Wir  wollen  endlich  die  Theorie  der  eindeutigen  Transforma- 
tionen noch  verwerthen,  um  eine  beim  Beweise  des  erweiterten  Corre- 
spondeuzprincips    gemachte   Einschränkung  (p.  454)   zu  beseitigen.**) 


*)  Vgl.  Brill  und  Nöther:  Math.  Anualen,  Bd.  7,  p.  288. 

**)  Die  folgende  Betrachtung  verdankt  der  Herausgeber  einer  Mittheilung  von 
Brill.  Vgl.  dazu  dessen  Aufsatz  über  die  Correspondenzformel,  Math.  Annalen, 
Bd.  7,  p.  616  f. 
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Wir  dachten  uns  eine  Correspondenz  auf  /=  0  immer  bestimmt 
durch  eine  Gleichung  cp  (x,  y)  =  0,  die  homogen  von  der  r*"^"  Ord- 
nung in  den  x,-,  von  der  s*®"  Ordnung  in  den  «/,  angenommen  wurde. 
Bei  den  betreffenden  Beweisen  setzten  wir  immer  voraus,  dass  nicht 
alle  zu  einem  Punkte  x  oder  y  gehörigen  Curven  go  =  0  mit  /"  ==  0 
dieselben  /'este7i  Punkte  gemein  haben.  Um  nun  auch  den  Einfluss 
solcher  „Ausnaluncpunktc  der  Correspondenz  cp"  auf  die  Zahl  der 
eigentlichen  nicht  in  diese  Ausnahmepunkte  oder  in  singulare  Punkte 
von  f  fallenden  Coincidenzen  festzustellen,  verfahren  wir  folgender- 
massen. 

Es  sei  auf  der  Grundcurve  /"  ohne  Doppelpunkte  eine  Correspondenz 
(ß,  ß)y  ohne  Ausnahmepunkte  der  beregten  Art  durch  eine  Gleichung 
<p  {Xj  y)  =  0  gegeben;  die  Zahl  ihrer  eigentlichen  Coincidenzen  ist  dann; 

C  ^  a  -\-  ß  -\-  2  yp  =  nr  —  y  -\-  ns  —  7  -\-  ^'^  yp , 

wo  r,  s,  cc,  ß,  y  wieder  die  früheren  Bedeutungen  haben.  Wir 
denken  uns  nun  die  Curve  /"  sammt  der  Correspondenz  (p  eindeutig 
transforrairt,  so  dass  f  =  0  in  F=0,  cp  =  0  in  0  =  0  übergeht. 
Dabei  bleiben,  wie  aus  dem  Begriffe  der  Eindeutigkeit  folgt,  die  Zahlen 
y,  C,  p  erhalten.  Die  nr  bez.  ns  beweglichen  Schnittpunkte,  welche 
einem  beliebigen  Punkte  von  /'  entsprechen  uud  von  denen  in  letzterem 
selbst  je  y  Punkte  liegen,  werden  nun  nach  der  Transformation 
auf  /'  im  Allgemeinen  erst  dann  wieder  ein  vollständiges  Schnittpunkt- 
system bilden,  wenn  man  ihnen  eine  Anzahl  von  festen  Punkten  der 
neuen  Curve  F  zufügt,  die  wir  eben  als  Ausnahmepunkte  der  Corre- 
spondenz 0  bezeichnen.  In  diese  Ausnahmepunkte  werden  dann  auf  F 
eine  gewisse  Zahl  {U)  von  iineigentlichen  Coincidenzen  fallen  (deren  Be- 
stimmung uns  besonders  beschäftigen  soll),  während  ausserhalb  der  Aus- 
nahmepunkte noch  wieder  C  eigentliche  Coiucidenzen  liegen  müssen. 
Die  Gesammtheit  der  eigentlichen  und  uneigentlichen  Coincidenzen 
werden  wieder  wie  früher  ein  vollständiges  Schnittpunktsystem  bilden, 
d.  h.  durch  eine  „Coiiicidenzcurve"  ausgeschnitten  (p.  452 f.);  wir  haben 
also  die  Frage  nach  der  Zahl  U  ihrer  Schnittpunkte  mit  F  zu  erörtern, 
welche  in  Ausnahme  punkten  der  Correspondenz  0  liegen. 

Die  Coefticienten  der  Gleichung  dieser  Coincidenzcurve  hängen 
von  den  Coefticienten  der  Gleichungen  /' =  0  und  0  =  0  ab,  und 
ihre  Ordnung  ist  dieselbe,  als  wenn  weder  Ausnahmepunkte  von  0 
noch  singulare  Punkte  von  F  vorhanden  wären;  denn  man  kann  die 
letzteren  durch  continuirliche  Aenderung  der  Coefficienten  von  F  und 
0  beliebig  zum  Verschwinden  bringen  oder  erzeugen.  Sind  aber  r ,  s 
die  Ordnungen  der  Curven,  welche  vermöge  0  =  0  einem  Punkte  y 
bez.  X  von  F  zugeordnet  sind,  so  ist  die  Ordnung  der  Coincidenz- 
curve gleich  r  -{-  s  -\-  y  {y  —  3).     Nehmen  wir  nun  an,  dass  /'  d'  -{-d" 
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Doppelpunkte  hat,  dass  ö'  Schnittpunkte  der  zu  einem  Punkte  y  von 
/''  gehörigen  Curven  0  =  0  mit  F  in  jeden  der  et  Doppelpunkte  fallen, 
und  da^s  diese  Curven  ausserdem  noch  durch  c  feste  einfache  Punkte 
von  F  je  (?- fach  hindurchgehen,  dass  endlich  %' ,  r  die  entsprechenden 
Zahlen  für  die  zu  einem  Punkte  x  von  /'  gehörigen  Curven  <t>  =  0 
sind*),  so  haben  wir  für  die  Zahlen  der  beweglichen  Schnittpunkte 
von  /''  mit  den  Curven  O  die  Wertlie: 

a  =  nr  — ,j/  =  vr'  —  y  —  c6  —  da 
ß  =  ns  —  y  =z  vs  —  y  —  6'T  —  d' x  , 
und  es  soll  die  Relation  bestehen: 

U  -\-  {f  V  —  y  —  e<3  —  d' 6)  -\-  (/ v  —  y  —  er  —  d'r") 
+  y  [(y  —  1)  {v  -  2)  —  2d'  -  2  d"\  =  v  [;•'  -^  s  -\-  y  {v  —  3)]  . 

Hieraus  ergibt  sich  sofort  der  Wertli  von  U\ 

Ü  =  e  (0  -^  x)  -]-  d'  ((?'  -\-x  -\-2y)-\-2yd"  . 

Es  entfallen  also  —  ivas  mit  den  früheren  Angaben  übereinstimmt  — 
in  jeden  der  e  einfachen  Punkte  (?  -f-  t  uneigentliche  Coincidenzen 
„       „         „     d'  Doppelpunkte      6  -\-  x  -\-  2y  „  „ 

))     V       j}    ^         }}  ^  y  ;>  ?? 

Bedeutet  also  C  die  Gesammtzahl  aller  uneigentlichen,  (/  die 
aller  eigentlichen  Coincidenzen  einer  Correspondenz  («,  ß)y  mit  be- 
liebigen festen  Punkten;  ist  ferner  TT  die  Ordnung  der  jene  Coinci- 
denzen ausschneidenden  Curve,  ?i  die  Ordnung  der  Grundcurve,  p 
deren  Geschlecht,  so  besteht  die  Relation: 

vT]  —  U=C    (=a-\-  ß  -\-  2py) . 

Die  Anzahl  aller  eigentlichen  Coincidenzen  bestimmt  sich  daher 
gerade  so,  als  oh  keine  Ausnahmepunkte  für  die  Correspondenz  vorhan- 
den wären.'**)  Als  Beispiel  hiefür  betrachten  wir  die  auf  f  :^  a^"  =  0 
durch  die  Gleichung  ö.^"  -  ^  f/^,  ==^  0  bestimmte  Correspondenz.  Wir 
haben  dann  in  obigen  Formeln  zu  setzen: 


"*■)  Wie  sich  dies  gestaltet,  wenu  die  Curven  O  sich  in  verschiedenen  Doppel- 
punkten fi  von  F  verschieden  verhalten,  ist  leicht  zu  übersehen.  Die  Zahlen 
ö  und  T  sind  übrigens  rächt  immer  von  einander  unabhängig,  vgl.  darüber  p.  Abh- 

*'*■)  Dass  vorstehender  Beweis  nur  an  Correspondenzen  deducirt,  die  durch 
eindeutige  Transformation  aus  Correspondenzen  ohne  feste  Punkte  ableitbar  sind, 
ist  unbedenklich;  denn  es  kommt  nur  darauf  an  ,  den  Einfluss  jedes  einzelnen 
festen  Punktes  zu  bestimmen,  und  dieser  vi^ird  nur  von  dem  Verhalten  der 
Grundcurve  f==0,  sowie  der  Correspondenzcurven  qp  =  0  in  der  unmittelbaren 
Umgebung  dieses  Punktes,  nicht  aber  von  den  übrigen  Eigenschaften  der  Grund- 
curve, wie  Ordnung,  Geschlecht  u.  s.  w.  oder  von  deren  sonstigen  P>eziehungen 
zur  Correspondenz  abhängen. 
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r  =  11  —  1 ,  6-'  ==  1 ,  7  =  2,  a  =2 ,  d'  =^  d,  (j  =  r  =^x'=d"  =  c  ^=^0] 
und  also :  cc  =  n  {?t  —  \)  ~  2  —  2  d ,     ß  =  n  ~2. 

Für  die   Zahl   der  eigentlichen   Coincidenzen ,    d.   i.   für   die   Zahl    der 
Wendepunkte  ergibt  sich  so  das  bekannte  Resultat: 

C  =3n  {?i  —  2)  —  6  d ; 

und  in  jedem  Doppelpunkte  von  /'  liegen  a'  -\-  t'  -{-  2  y  =  6  uneigent- 
liche Coincidenzen,  was  mit  den  früheren  Sätzen  über  das  Verhalten 
der  Hesse'schen  Curve  (die  hier  Coincidenzcurve  ist)  übereinstimmt. 
Durch  diese  Betrachtungen  sind  die  früher  vorläufig  mitgetheilten 
Sätze  bewiesen  (p.  454),  und  somit  auch  die  zahlreichen  an  dieselben 
geknüpften  Anwendungen,  insbesondere  die  Berührungsformeln  auf 
p.  460  und  474.  —  Der  Einfluss  fester  Punkte  auf  Correspondenzen 
mit  mehrwerthigen  Punkten  (p.  461)  endlich  ist  ganz  in  derselben 
Weise  zu  bestimmen.  Man  kann  ferner  diese  und  die  früheren 
Ueberlegungen  in  Betreff  der  Correspondenzformel  auch  auf  Curven 
mit  beliebigen  Singularitäten  ausdehnen,  wenn  man  sich  letztere  immer 
in  der  bekannten  Weise  aufgelöst  denkt.  Es  verlangen  dann  nur  die 
Fälle  eine  besondere  Erörterung,  in  denen  noch  Verzweigungspunkte 
an  einen  vielfachen  Punkt  der  Grundcurve  herantreten  (p.  494), 
indem  in  letztere  noch  einige  der  C  eigentlichen  Coincidenzen  hinein- 
fallen können.*) 

Wir  geben  schliesslich  noch  eine  üebersicht  über  die  bisher  für 
den  Rie  mann 'sehen  Satz  von  der  Erhaltung  des  Geschlechts  ge- 
gebenen Beweise.     Wir  haben  schon  die  folgenden  kennen  gelernt: 

1)  Beweis  von  Zeuthen,  wo  der  Satz  aus  einer  allgemeineren 
Relation**)  zwischen  den  Geschlechtszahlen  zweier  mehrdeutig  auf  ein- 
ander bezogenen  Curven  gefolgert  wird  (p.  459). 

2)  Beweis  mit  Hülfe  der  Zahl  für  die  berührenden  Curven  eines 
Büschels  (p.  666). 

3)  Directer  algebraischer  Beweis  (p.  667  ff.). 

Bei  letzterem  haben  wir  auch  alle  vielfachen  Punkte  von  /  aus- 
führlich berücksichtigt.  Für  diese  Punkte  bedürfen  sowohl  die  Beweise 
1),  2)  als  auch  die  im  Folgenden  noch  zu  nennenden  einer  weiteren 
Ausführung  (wenigstens  gegenüber  den  gewöhnlichen  Darstellungen), 
welche  jedoch   keinerlei  principiellen   Schwierigkeiten   begegnen  wird. 

*)  Vgl.  tlas  über  den  Einfluss  von  Rückkehrpunkteu  auf  p.  457  u.  473  Gesagte. 

**)  Diese  Relation  würde  nach  der  früher  gegebenen  Ableitung  nur  gelten, 
wenn  die  Beziehung  beider  Curven  auf  einander  durch  vollständige  Schnitt- 
punktsysteme vermittelt  wird  (vgl.  \^.  446,  Anmk.);  aus  dem  von  Zeuthen  a.  a.  0 
gegebenen  Beweise  geht  aber  hervor,  dass  dieselbe  auch  in  anderen  Fällen 
gültig  bleibt.    Für  den  Text  kommt  hier  nur  der  erstere  Fall  in  Betracht. 
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Wir  erwähnen  ferner  folgende  Beweise,  die  zum  Theil  andere  Hülfs- 
mittel  und  Begriffe  benutzen,  als  wir  bisher  bei  Behandlung  algebrai- 
scher Fragen  zur  Anwendung  brachten: 

4)  Ursprünglicher  Beweis  von  Riemann.*)  Zu  einer  algebrai- 
schen Gleichung  f{x^,  x.^,  x^  =  0,  oder  in  rechtwinkligen  Coordi- 
naten:  F{x,  y)  =  0,  gehört  bekanntlich  eine  sogenannte  Riemann'- 
sche  Fläche,  deren  Zusammenhang  gleich  2 p  -\-  \  gesetzt  wird,  d.  h. 
welche  durch  2  p  Querscimitle  in  eine  einfach  zusammenhängende 
Fläche  zerlegt  werden  kann,  wenn  p  das  Geschlecht  von  F  bedeutet. 
Sind  nun  zwei  Curven  F  und  F'  eindeutig  auf  einander  bezogen,  so 
sind  es  auch  die  zugehörigen  Rie  mann 'sehen  Flächen.  Nach  dem 
Begriffe  des  Zusammenhanges  ist  der  letztere  dann  für  beide  Flächen 
derselbe ,  nämlich  gleich  2 p  -^  \\  daraus  folgt  unmittelbar  die  Gleich- 
heit des  Geschlechtes.  —  Es  sei  hervorgehoben,  dass  die  Construction 
der  zu  F  gehörenden  Riemann'schen  Fläche,  insofern  y  als  Function 
von  X  aufgefasst  wird,  zunächst  von  dem  gewählten  Coordinaten- 
systeme  abhängt.  Es  entspricht  daher  mehr  den  Begriffsbildungen 
der  projectivischen  Geometrie,  wenn  man  nach  dem  Vorgange  von  Klein 
die  Veränderlichen  x,,  x^,  x^  in  der  Gleichung  f  =  0  als  Linien- 
coordinaten  auffasst  und  dann  direct  an  die  Klassencurve  /"  =  0  (ohne 
Rücksicht  auf  irgend  ein  Coordinatensystem)  die  Construction  einer 
die  Ebene  mehrblättrig  überdeckenden  Fläche  anknüpft,  wie  wir  es 
früher  geschildert  haben  (p.  611).  Diese  Fläche  leistet  dann  für  die 
Theorie  der  wie  f  verzweigten  Functionen  dasselbe,  wie  die  von 
Riemann  construirte;  man  kann  sie  insbesondere  zum  Beweise  des 
Satzes  von  der  Erhaltung  des  Geschlechts  benutzen.**)  Inzwischen 
würde  uns  eine  nähere  Erörterung  des  betreffenden  Gedankenganges 
hier  zu  weit  führen.  Es  sei  nur  bemerkt,  dass  die  Beziehung  beider 
Flächen  letzterer  Art  auf  einander  nicht  für  alie  Punkte  derselben  ein- 
deutig ist,  wenn  die  Curven  eindeutig  auf  einander  bezogen  sind,  zu 
denen  sie  gehören;  es  treten  vielmehr  auf  jeder  Fläche  im  Allgemeinen 
„Fundamentalpunkte"  auf,  d.  h.  Punkte,  denen  je  eine  ganze  Curve 
der  andern  Fläche  entspricht.  An  Stelle  des  Satzes*von  der  Gleich- 
heit des  Zusammenhanges  zweier  eindeutig  auf  einander  bezogenen 
Flächen  hat  man  daher  eine  Relation  zu  benutzen,  welche  zwischen 
den  Zusammenhangs -Zahlen  beider  Flächen  und  den  Anzahlen  der 
beiderseitig  auftretenden  Fundamentalpunkte  besteht.***) 


*)  Theorie  der  Abel'schen  Functionen,  §.11,  Crelle's  Journal,  Bd.  54. 

**)  Vgl.  F.  Klein:  Sitzungsberichte  der  phys.-med.  Societät  zu  Erlangen, 
11.  Mai  1874. 

***)  Vgl.  F.  Klein:  Bemerkungen  über  den  Zusammenhang  der  Flächen, 
Math.  Annalen,  Bd.  7,  p.  549. 
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5)  Beweis  von  Cremona*);  derselbe  macht  von  Vorsteilungen 
der.  Raumgeometrie  Gebrauch.  Man  denke  sich  nämlich  die  beiden 
betrachteten  Curven  f  und  /'  in  verschiedenen  Ebenen  E  und  E'  ge- 
legen; ihre  charakteristischen  Zahlen  seien  bez.  n,  cl,  r  und  v,  d,  q. 
Die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  bilden  dann  eine  Linien- 
flache  von  der  Ordnung  n  -\-  v.  Diese  Fläche  wird  von  der  Ebene 
E'  in  der  Curve  f  geschnitten  und  in  einer  anderen  Curve  der  Ord- 
nung n,  bestehend  aus  den  Verbindungslinien  der  71  Schnittpunkte 
von  E'  und  /'  mit  den  entsprechenden  Punkten  von  /'.  Die  Ebene 
E'  enthält  sonach  n  Linien  der  Fläche  und  muss  die  letztere  daher 
in  n  bez.  auf  diesen  Linien  gelegenen  Punkten  berühren.  Abgesehen 
von  diesen  Berührungspunkten  hat  nun  der  Schnitt  E'  mit  der 
Fläche 

nv  -\-  \n  {71  —  1)  -|-  (3  -(-  ()  —  71  =  7iv  -\-  ^  71  (71  —  3)  -f-  «^  H-  P 

Doppelpunkte,  und  diese  Zahl  muss  die  Ordnung  der  Doppeicurve 
unserer  Linienfläche  ausmachen.  Sie  muss  also  gleich  der  entspre- 
chenden Zahl  sein,  welche  man  durch  Betrachtung  der  Ebene  E  er- 
hält, d.  h.  gleich  der  Zahl: 

nv  +  \v{v-?,)J^d^7-; 
und  daraus  folgt  in  der  That:  p  =  jt. 

())  Beweis  von  Bertini.**)  Die  Punkte  x  von  /'  verbinden  wir 
mit  einem  festen  Punkt  a,  die  entsprechenden  Punkte  y  von  E  mit 
einem  anderen  festen  Punkte  b.  Jeder  Linie  durch  a  entsprechen  dann 
71  Linien  durch  0,  und  der  Schnittpunkt  ^  je  zweier  entsprechender 
Linien  wird  eine  neue  Curve  X  beschreiben,  welche  sowohl  auf  /"  wie 
auf  /'  eindeutig  bezogen  ist;  und  zwar  ergiebt  unsere  Construction 
für  die  Coordinaten  von  ^  die  Werthe: 

(»t-  =  {xab)  yi  —  {xaij)  bi , 

oder,  wenn  die  Beziehung  zwischen  f  und  F  wieder  durch  die  Glei- 
chungen fty,  =  0,  (x)  vermittelt  ist: 

*6li  =  {xab)  0,-  —  (a;a0)  bi. 


*)  Vgl.  dessen  Preliminaiü  di  una  teoria  geometrica  delle  superficie,  Ab- 
handlungen der  Academie  zu  Bologna,  2"  Serie*,  t.  6  und  7;  p.  54  in  der  deut- 
schen Uebersetzung  von  Curtze,  Berlin  1870. 

**)  Vgl.  Battiglini's  Giomale,  t.  7,  sowie  Salmon's  higher  plane  curves, 
p.  77  in  Fiedler' 8  Uebersetzung,  und  dazu  Zeuthen:  Math.  Annalen,  Bd.  3, 
a.  a.  0. ;  in  etwas  anderer  Form  und  Anordnung  findet  sich  ein  analoger  Beweis- 
gang bei  Voss:  Göttinger  Nachrichten,  1873.  Man  findet  hier  die  betreffenden 
Abzahlungen  mit  Hülfe  des  Chasl es' sehen  Correspondenzprincips  erledigt. 
Algebraisch  formulirt  wurde  der  Beweis  von  Clebsch;  vgl.  darüber  Nöther: 
Math.  Annalen,  Bd.  8,  p.  497.  ' 
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Nehmen  wir  nun  insbesondere  a  und  b  zu  Ecken  des  Coordinaten- 
dreiecks  (und  diese  mögen  nicht  auf  /*  und  F  liegen),  d.  h.  setzen  .wir 
(1^  =  0,  a.,  =  1,  a.^  =  0,  hy  =  0,  b.,  =  0,  b^  =  l ,  so  wird : 

Die  Curven  0  mögen  nun  die  Curve  /  in  v  beweglichen  Punkten 
treuen,  so,  dass  v  die  Ordnung  von  F  ist.  Dann  schneiden  die 
Transformationscurven  der  durch  (I)  dargestellten  Transformation,  d.  h. 
die  Curven  des  Netzes 

Vy  Xy  0,  (x)  +  U.,Xi  0.J  (x)  -j-  UyXr^<Py   (x)  =  0 

die  Curve  /"in  v  -{-  7i  beweglichen  Punkten;  und  also  hl  X  von  der 
Ordmmff  v -}- n.  Die  Linien  des  Büschels  ||-f-^l;{==0  schneiden 
aber  X  nur  in  «  beweglichen  Punkten,  denn  denselben  entsprechen 
die  Linien  des  Büschels  x^  -\-  Xx.^  =  0  (indem  sich  der  Factor  0, 
absondert).  Die  Curve  X  hat  daher  im  Punkte  a  (d.  i.  Ij  =  0,  $2  =  ^^) 
einen  v- fachen  Punkt.  Von  diesem  lassen  sich  noch  z  —  2v  Tan- 
genten an  die  Curve  X  legen*),  wenn  a  die  Klasse  von  X  bedeutet. 
Ist  ferner  %  das  Geschlecht  der  letzteren  Curve,  so  haben  wir  nach 
den  P lücker  sehen  Formeln: 

K  —  2v  =  2x  -  2  +  2  (n  -\-v)  —  2v. 

Ebenso  gross  muss  aber  auch  die  Zahl  der  entsprechenden  Linien 
des  Büschels  x^  -\-  X  Xo.  =  0  sein,  welche  /"  berühren,  d.  h.  die  Zahl 

A-  4-  r  =  2  ;>  —  2  +  2  w  ; 

und  daraus  folgt  p  =  x-  Ebenso  können  wir  auch  die  Beziehung 
zwischen  den  Curven  F  und  X  betrachten,  wodurch  wir  das  Resultat 
je  ==  X  erhalten,  wenn  n  das  Geschlecht  von  F  ist;  und  somit  ist  in 
der  That  p  =  tt.  —  Die  Einfachheit  dieses  Beweises  beruht  in  der 
Einführung  der  Hülfscurve  X. 

7)  Beweis  von  Brill  und  Nöther.  Auf  jeder  C„  vom  Geschlechte 
p  giebt  es  eine  oo?' "~  ^  - Schaar  von  Punktsystemen,  die  durch  adjun- 
girte  6'„_3.  ausgeschnitten  werden,  ein  Satz,  welchen  wir  früher  als 
eine  Folge  eines  anderen  Theorems  über  Schnittpunktsysteme  adjun- 
girter  C„_3  erkannten  (p.  441).  Diesen,  sowie  jenes  Theorem  werden 
wir  hier  benutzen.  Auf  /  pehmen  wir  eine  Gruppe  G„  von  tc  Punk- 
ten beliebig  an,  mit  welcher  eine  andere  Gruppe  Gq  residual  sei.  Wäre 
jr  >  /;,  so  gäbe  es  noch  mindestens  co'*-/'  andere  Punktgruppen 
von  je  ;r  Punkte,  welche  ebenfalls  sämmtlich  zu  G^,  residual,  d.  i.  zu 
Gn    corresidual    vrären    (p.  432).     Diese    Schaar  ^^r''*""'''   geht    bei  der 


*)  Unter   ihnen   sind   die   Verbindungslinien   von  n  mit  etwaigen  Rückkehr- 
punkten von  X  mitzuzählen  (p.  666  {".). 
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eindeutigen  Transformation  nach  dem  Begriffe  einer  solchen  wieder 
in  eine  Schaar  (jn^"-  - '''  auf  /"'  über.  Für  letztere  ist  dann  aber  die 
Bedingung 

^>  ()  — jr-f-  1 

erfüllt,  denn  wir  haben  q=p  —  n,  Q  =  n.  Die  auf  F  gelegene 
Schaar  gn^P~"'>  kann  also  nach  einem  früheren  Satze  durch  adjungirte 
Cy-^  ausgeschnitten  werden  (p.  437)  und  also  jede  Gruppe  derselben 
nur  von  n  —  1  willkührlichen  Bestimmungsstücken  abhängen,  während 
wir  71  Punkte  der  entsprechenden  Gruppe  auf  /'  beliebig  annahmen. 
In  der  Annahme  ;r  >  />  liegt  somit  ein  Widerspruch;  das  Nämliche 
lässt  sich  von  der  Annahme  %  <.  p  auf  demselben  Wege  nachweisen, 
und  somit  bleibt  nur  die  Möglichkeit  n  =  p,  q.  e.  d. 

IL    Schnittpunktsysteme  adjungirter  Curven  (n  —  3)**'^'  Ordnung 
mit  der  Grundcurve,  —  Specialscliaaren. 

In  Vorstehendem  haben  wir  ans  vorwiegend  mit  der  Theorie  der 
eindeutigen  Transformation  als  solcher  beschäftigt;  jetzt  tritt  daher 
an  uns  naturgemäss  die  Frage  nach  solchen  Eigenschaften  einer 
Curve  heran,  welche  bej  eindeutigen  Transformationen  erhalten  blei- 
ben, ebenso,  wie  wir  früher  die  Eigenschaften  einer  Curve  studirten, 
welche  durch  Collineationen  nicht  zerstörbar  sind.  Im  Folgenden 
■werden  wir  also  alle  Curven  als  ivesentlich  identisch  betrachten  fniissen, 
die  eindeutiff  in  einander  übet'führbar  sind.  Welches  sind  aber  nun 
—  so  müssen  wir  zuerst  fragen  —  die  Kennzeichen  für  die  Mög- 
lichkeit einer  solchen  Transformation?  Als  nothwendige  Bedingung 
erkannten  wir  bereits  die  Gleichheit  des  Geschlechtes  der  beiden  vor- 
liegenden Curven,  ausreichend  ist  dieselbe  aber  nicht.  So  war  auch 
die  Gleichheit  der  Ordnung  zweier  Curven  nothwendig,  um  dieselben 
linear  in  einander  überführen  zu  können;  ausserdem  aber  mussteu 
auch  die  absoluten  Invarianten  beider  Curven  übereinstimmen,  wenn 
dies  möglich  sein  sollte.  *)  Diese  absoluten  Invarianten  waren  gewisse 
für  die  Curve  charakteristische  Constaute,  und  ihre  Zahl  daher  gleich 
der  Zahl  derjenigen  Constanten  in  der  Gleichung  der  Curve,  welche 
durch  lineare  Transformation  nicht  zerstört  werden  können,  d.  h. 
gleich  4-  n  (/«  -{-  3)  —  8.  Ebenso  wird  nun  die  Möglichkeit  der  ein- 
deutigen Transformation  zweier  Curven  in  einander  von  gewissen  ab- 
soluten Constanten,  die  man  dann  als  Moduln  bezeichnet,  abhängen, 
wie  wir  in  der  That   noch  genauer  sehen  werden*^');    und   die  Zahl 


*)  Ueberdies  war  noch  nöthig,  dass  für  jede  der  beiden  Curven  dieselben 
Covarianten,  etc.  identisch  verschwinden,  wenn  eine  von  ihnen  durch  identisches 
Verschwinden  von  Functionalinvarianten  specialisirt  ist. 

**)  Vgl.  den  folgenden  Abschnitt. 
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dieser  Moduln  muss  dann  gleich  der  Zahl  der  Constanten  sein,  welche 
man  in  der  Gleichung  der  betrachteten  Curve  durch  eindeutige  Trans- 
formation nicht  mehr  zerstören  kann.  Um  diese  Zahl  zu  bestimmen, 
muss  man  also  vor  Allem  darauf  ausgehen,  die  Ordnung  der  Curve 
möglichst  zu  erniedrigen;  und  so  werden  wir  zu  der  Aufgabe  geführt, 
die  Cnrve  nieärigsler  Ordnung  („Nor7nalcurve^')  anzugehen,  in  luelchc 
eine  Curve  von  gegebenem  Geschlechte  eindeutig  ((hergeführt  iverden  kann. 
Die  allgemeine  Lösung  derselben  drängt  aber  weiter  zu  allgemeineren 
Untersuchungen  über  Punktsysteme  auf  einer  Curve  von  solchen  spe- 
ciellen  Eigenschaften,  welche  bei  eindeutigen  Transformationen  erhalten 
bleiben;  und  dabei  wird  es  sich  besonders  um  Schnitlpunktsysteme  ad- 
jungirter  Cn-z  handeln  müssen ,  denn  eine  solche  geht  in  das  einer 
zu  Cv  adjungirten  CV_3  über,  wenn  die  C„  in  eine  C,.  transformirt 
wird.  Den  reichen  Stoff,  welcher  sich  uns  im  Anschlüsse  an  diese 
Fragen  aufdrängt,  werden  wir  nun  in  folgender  Anordnung  erledigen : 

1)  untersuchen  wir  die  Transformation  der  Cn  mittelst  eines 
Netzes  von  adjungirten  C„_3  als  Transformationscurven. 

2)  betrachten  wir  eine  Reihe  von  -  Beispielen  für  Punktsysteme 
besonderen  Charakters  auf  einer  C„  und  deren  gegenseitige 
Beziehungen. 

3)  behandeln  wir  allgemein  die  Bestimmung  solcher  Punktgruppen 
auf  der  Cn ,  durch  welche  eine  höhere  Mannigfaltigkeit  adjungirter 
Cn  —  i  geht.,  als  man  nach  der  Zahl  der  Punkte  einer  solchen 
Gruppe  erwarten  sollte  („Specialgruppe^^).  Dabei  werden  wir 
insbesondere  den  sogenannten  Rie man n-Roch' sehen  Satz 
kennen  lernen. 

Hier  soll  sich  dann  in  den  beiden  folgenden  Abschnitten  anschliessen : 

4)  die  Bestimmung  der  Normalcurven  niedrigster  Ordnung  und 
der  Moduln. 

5)  die  vollständige  (anzahl  -  geometrische)  Erledigung  einiger  sich 
bietenden  Probleme  durch  Untersuchungen  über  Correspon- 
denzen. 

Die  wiederholt  hervorgehobenen  ausgezeichneten  Eigenschaften 
der  adjungirten  C„_3  legen  es  nahe,  ein  zweifttch  unendliches  System 
von  solchen  Curven  an  Statt  der  Transformationscurven  <t>  zu  be- 
nutzen. Wir  wollen  dabei  alle  festen  Punkte  des  Netzes  auf  die 
Curve  f  selbst  legen,  so  dass  dasselbe  nur  von  Punkten  dieser  Curve 
abhängig  ist.  Da  nun  von  den  Schnittpunkten  einer  adjungirten  C „--.<, 
im  Allgemeinen  p  —  1  die  übrigen  p  —  1  bestimmen,  so  werden  durch 
p  —  ^  beliebige  Punkte  von  /  noch  oo^  adjungirte  C„_3  hindurchgehen. 
Wir  haben  also  in  obigen  Formeln  zu  setzen: 
s  =  n  —  3,    ri  =  ri"=i — 1,     a,=  ci,",    «/=0,    r/=0,    6=p — 3, 
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und  erhalten  dadurch  aus  (15)  und  (19): 

v=P  -{-  l,    y  =  i-p(p  —  o). 

Es  ist  also  m  Allgemeinen  möglich  eine  Curve  f  vom  GeschleclUe  p 
in  eine  Curve  (/> -j-  1)'''"  Ordnung  mit  ^  p  (p  —  3)  Doppel [junkten  zu 
translörmiren ;  und  zwar  geschieht  dies  durch,  eine  Transformalion 
{n  —  ?))"'''  Ordnung ,  bei  der  alle  Curveti  0  zu  f  adjungirt  sind  und 
ausserdem  durch  7^  —  3  beliebig  auf  f  gewählte  Punkte  6  gehen.  ^) 

Zu  p  —  3  beliebigen  Punkten  von  f  kann  man  hiernach  noch 
^  P  {p  —  3)  Punktepaare  der  Art  finden,  dass  durch  jene  p  —  3  Punkte 
und  durch  die  Punkte  eines  solchen  Paares  (zusammen  also  durch  p  —  1 
Punkte)  noch  einfach  unendlich  viele  adjungirte  6'„_3  gehen.  Dieses 
Resultat  wollen  wir  noch  in  einer  etwas  anderen  Form  aussprechen, 
welche  für  das  Folgende  von  Wichtigkeit  wird.  Ist  nämlich  das  betrach- 
tete Curvennetz  gegeben  durch: 

und  bilden  tj,  z  die  Punkte  eines  der  genannten  Paare,  so  ist: 

Q<Pi  (y)  =  <?!  (^)  ,     Q  fP2  (y)  =  <P2  (^)  ;     Q9^i  (!/)  =  9;!  i^)  • 
Die  Zahl  ^p  {p  —  3)    giebt  also   auch   die  Zahl  der  Werthepaare  g  z, 
welche  gleichzeitig  den  drei  Gleichungen 

<Pi  (y)  9^2  (2^)  —  <P2  (y)  9^1  (^)  =  ö,       gjj  (y)  93  (^)  —  <5P3  {y)  <P2  (^)  ==  ^^ 

9'3  (y)  (Pi  (^)  —  fp\  {y)  fPs  (^)  =  ^^ 

genügen  (wenn  ausserdem  /  (y)  =  0,  /  (z)  =  0),  wobei  die  identischen 
Lösungen  y  =  z  schon  ausgeschlossen  sind.  Yi\%  genannten  Gleichun- 
gen können  wir  auch  durch  das  Verschwinden  einer  Matrix  in  der 
Form : 

9^1  (y)         9^2  (y)         9^3  (y) 

Ti  (^)  9^2  (^)  9^3  (^) 

zusammenfassend  darstellen ;  und  das  Auftreten  solcher  Matrices  Ist 
für  alle  im  Folgenden  behandelten  Probleme  charakteristisch. 

Auf  der  C„  gibt  es  sonach  oov  —  ^  Punktgruppen  Gj,  _  i  von  p  —  1 
Punkteji  dieser  besonderen  Art,   und   Gleiches  gilt  für  jede  auf  die  C„ 


=  0 


*)  Diese  Transformation  wurde  von  Clebsch  und  Gordan  angegeben 
(Theorie  der  Abel'schen  Functionen,  Leipzig  1866,  p.  65).  Dieselbe  ist  selbst- 
verständlich nicht  möglich  für  die  Fälle  p  =  0,  1,  2,  welche  am  Schlüsse  dieser 
Abtheilung  besonders  behandelt  sind.  Ausserdem  kann  nur  eine  Ausnahme  ein- 
treten, wenn  durch  p  —  3  beliebige  Punkte  schon  eine  Zahl  weiterer  Punkte 
der  C„  _  3  mit  bestimmt  sind ,  wie  bei  den  sogenannten  hypereüiptischen  Curven 
(zu  denen  auch  alle  Curven  mit  p  =  2  gehören);  wir  werden  weiterhin  sehen, 
dass  letztere  auch  den  einzigen  Ausnahmefall  bilden.  Ueber  die  hyperelliptischen 
Curven  vgl.  auch  den  Schluss  des  folgenden  Abschnittes. 
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eindeutig  bezogene  Ciirve;  eine  solche  Punktgruppe  geht  immer  in 
eine  Gruppe  derselben  Beschaffenheit  über,  ohne  doch  als  vollstän- 
diges Schnittpunktsystem  der  C„  mit  einer  anderen  Curve  definirt 
zu  sein.  Zu  jeder  dieser  Gruppen  öp_i  gehört  nun  eine  oo^- 
Schaar  von  Gruppen  f;,  _  i ,  ausgeschnitten  auf  der  6'„  eben  ver- 
mittelst des  durch  G^,  _  i  gehenden  Büschels  von  C„  _  3;  und  es  ist 
sehr  bemerkenswerth ,  dass  7nan  auch  umgekehrt  durch  jede  dieser 
residualen  Gruppen  Vp  _  1  noch  einen  Büschel  adjungirter  C„  _  3  legen 
kann  (vgl.  auch  p.  439).  Der  Beweis  für  diese  Behauptung  ergibt 
sich  sehr  einfach,  wenn  man  den  Satz  benutzt,  dass  jede  auf  der 
C„  mögliche  Schaar  y^'^>  durch  einen  Büschel  von  adjungirten  C»-?, 
ausgeschnitten  werden  kann  (p.  438).  Jede  der  00'  Gruppen  nämlich 
können  wir  durch  einen  beliebig  auf  der  C„  gewählten  festen  Punkt 
A  (der  nur  nicht  in  einen  Punkt  der  ßasisgruppe  Gp  —  \  fallen  mag) 
zu  einer  Gruppe  Vp  ergänzen ;  die  Gesammtheit  dieser  Gruppen  Vp  kann 
dann  nach  obigem  Satze  durch  einen  Büschel  C,,  —  ^  ausgeschnitten 
werden.*)  Allen  Curven  des  letzteren  muss  dann  aber  der  feste 
Punkt  A  gemeinsam  sein,  und  somit  haben  wir  einen  zweiten  (von 
dem  ursprünglichen  mit  der  Basisgruppe  Gp  _  j  verschiedenen)  Büschel 
von  C„  _  3  gefunden,  welcher  ebenfalls  die  Schaar  y*'^^_  ^  auf  der  6',,  be- 
stimmt.**) Durch  jede  (jruppe  Vp  —  \  der  letzteren  gehen  also  zwei  und 
somit  einfach  unendlich  viele  Cn-z,  q.  e.  d.  Den  hier  abgeleiteten 
Satz  werden  wir  noch  in  den  folgenden  Beispielen  verschiedentlicli 
l)enutzen  müssen. 


4 

*)  Dass  obiger  Satz  auch  für  Schaaren  q^^^  mit  festen  Punkten  gilt,  folgt 
unmittelbar  aus  dem  früheren  Beweise  (p.  437  f.);  man  darf  dann  nur  nicht  den 
dort  mit  a  bezeichneten  Punkt  gerade  in  einen  festen  Punkt  hineinlegen. 

**)  Der  Satz  ist  evident  für  eine  r.  mit  2  Doppelpunkten  [p  =  4).  Hier  ist 
/<  -^  1  =  3.  Durch  drei  Punkte  G^  aber  und  die  beiden  Doppelpunkte  kann  man 
nur  noch  oo'  Kegelschnitte  legen,  wenn  die  drei  Punkte  mit  einem  Doppel- 
punkte auf  einer  Geraden  liegen;  jede  C^  des  Büschels  zerfällt  dann  in  diese 
feste  Gerade  und  eine  (bewegliche)  Gerade  durch  den  anderen  Doppelpunkt.  Die 
Strahlen  des  durch  letzteren  gehenden  Büschels  bestimmen  also  die  Gruppen  Tg 
auf  der  C5;  durch  jede  dieser  Gruppen  Tg  geht  dann  selbstverständlich  auch  ein 
analoger  Bü.schel  von  Ca,  bestehend  aus  der  die  Gruppe  V^  ausschneidenden  Ge- 
raden und  dem  Strahlbüschel  durch  den  ersten  Doppelpunkt.  Es  mag  jedoch 
besonders  empfohlen  werden ,  den  auf  p.  438  gegebenen  Beweis  an  diesem  einfach- 
sten Beispiele  auch  schematisch  nochmals  durchzuführen.  —  Die  Behauptung  des 
Textes  spricht  sich  hier  allgemein  in  dem  Satze  aus:  Wenn  ein  durch  geivisne  drei 
Punkte  y^^\  y^^\  »/*''*  und  die  beiden  Doppelpunkte  der  C-^  gehender  Kegelschnitt  noch 
eine  Willkürlichkeit  besitzt  und  die  65  noch  in  den  Punkten  x^  ' ,  x^  ' ,  x^  '  schneidet, 
so  besitzt  auch  ein  durch  x^^\  x^^\  x^'  und  die  Doppelpunkte  gehender  Kegelschnill 
noch  eine   li'illkürlichkeit. 
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Kehren  wir  jedoch  zu  dou  Tran^formalioncn  millchl  adjungirler 
6'„_3  zurück;  dieselben  sind  deshalb  von  besonderer  Wichtigkeit, 
weil  es  eben  durch  sie  gelingt,  die  Normalcurven  niedrigster  Ordnung 
herzustellen.  Dass  man  in  der  That  s  =  n  —  3  nehmen  muss,  um  f 
in  eine  Curve  F  von  möglichst  niedriger  Ordnung  zu  transformiren, 
folgt  sofort  aus  unseren  früheren  Untersuchungen  über  Schnittpunkt- 
systeme linearer  Schaaren  von  Curven.  Ist  nämlich  q  die  Mannig- 
faltigkeit einer  solchen  Schaar,  Q  die  Zahl  der  beweglichen  Schnitt- 
jjunkte,  s  die  Ordnung  der  ausschneidenden  Curven,  so  ist  nach 
p.  436 

für  s  =  71  —  ^  :  Q  <.q  -\-  p  —  1,     für  5>  n  —  ^  :  Q  "^q  -\-  p  . 

0  nimmt  also  jedenfalls  den  kleinsten  Werth  für  s  =  n  —  3  an; 
und  überdies  haben  wir  gesehen,  dass  auch  Jede  Schaar  von  Punkten, 
für  die  Q  <.  q  -{-  P  durch  adjungirte  C„  _  3  ausgeschnitten  werden  kann 
(p.  437).  Damit  ist  aber  unsere  Behauptung  bewiesen,  denn  in  unserem 
Falle  haben  wir  nur  ^  =  2  und  Q  =  v  zu  nehmen,  wo  dann  v  eben 
die  Ordnung  von  F  ist. 

Genauer  aufgezählt  erhalten  wir  von  ;?  ==  3  an  durch  unsere 
Transformation,  wenn  die  benutzten  C„_3  durch  p  —  3  beliebig  auf 
der  Cn  gewählte  Punkte  gehen,  folgende  Curven  {p  -\-  Vf^^  Ordnung: 


jt>  =  3 
p  =  ^ 
p  =  b 

/)  =  6 
p=^l 
p  =  S 


Curven  4'^"^  Ordnung  mit  0  Doppelpunkten 

Fvter  9 

;?         ^  ;;      >;         v      ^           v            v 

7ter  q 

;;           '  ;;      ;?         >;      "^           ;;             ?? 

Qter  14 

qter  yf) 


Die  allgemeine  Curve  ö*''  Ordnung  (;?  =  6)  z.  B.  erscheint  dabei 
als  Transformation  einer  speciellen  Curve  7*^'  Ordnung  mit  9  Doppel- 
punkten mit  der  Eigenschaft,  dass  mau  auf  ihr  auf  zweifach  unend- 
lich viele  Weisen  5  (=  p  —  1)  Punkte  bestimmen  kann,  durch  welche 
noch  ziveiidL.c\\  unendlich  viele  C„_3  hindurchgehen,  was  auf  einer 
allgemeinen  C~  mit  ;?  =  6  nicht  möglich  sein  wird.*)  Die  betreffen- 
den C„_3  (=  Cj^)  bilden  dann  eine  Schaar  mit  5  beweglichen  Schnitt- 
punkten (also  V  =  5  in  Obigem);  und  die  entsprechende  Schaar  ^g*^' 
auf  der  Cr,  wird  ausgeschnitten  durch  die  Geraden  der  Ebene,  welche 
durch  eine  beliebige  feste  Gerade  zu  einer  60  (=  C„  _  3)  ergänzt  wer- 
den. Ebenso  erscheiut  die  Curve  5*^"^  Ordnung  mit  1  Doppelpunkte 
als  Transformation  einer  speciellen  Curve  6*"  Ordnung  mit  5  Doppel- 
punkten, u.  s.  f. 


*)  Denn  nach  der  unten  mitgetheilten  Tabelle  ist  r  =  6  im  Allgemeinen  der 
Miuimalwerth  von  v  (dort  mit  R  bezeichnet)  für  p  =  6. 
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Man  sieht  hieraus,  wie  überhaupt  die  Möglichkeit  mittelst  ein- 
deutiger Transformation  die  Carvenordnung  zu  erniedrigen  davon  ab- 
hängt, ob  auf  der  vorliegenden  Curve  Punktgruppen  besonderen 
Charakters  vorhanden  sind  oder  nicht.  Aus  dieser  Ueberlegung  folgt 
aber  auch  sofort,  dass  unsere  Curven  [p  -f-  1)*"  Ordnung  selbst  nicht 
nothwendig  diejenigen  niecMgster  Ordnung  sind,  welche  überhaupt  aus 
einer  vorliegenden  allgemeinen  Curve  ^*®'^  Geschlechtes  hervorgehen 
können;  denn  die  p  —  3  Basispunkte  des  zur  Transformation  be- 
nutzten Netzes  von  adjungirten  C„_3  waren  auf  der  Cn  ganz  beliebig 
gewählt.  Es  entsteht  jetzt  vielmehr  die  Frage,  ob  man  nicht  specielle 
Gruppen  von  mehr  als  j;;  —  3  Punkten  zu  ßasispunkten  eines  solchen 
Netzes  wählen  kann,  wo  dann  die  6'„_3  dieses  Netzes  in  weniger  als 
p  -\-  \  beweglichen  Punkten  schneiden  würden.  Zur  Beantwortung 
dieser  Frage  haben  wir  also  folgende  Aufgabe  zu  lösen:  Es  sollen 
auf  einer  vorliegenden  Cn  vom  Geschlechte  p  diejenigen  Punktgruppen 
gefunden  werden,  durch  welche  man  noch  zweifach  unendlich  viele 
adjungirle  C^-s  derart  legen  kann^  dass  die  Zahl  der  beweglichen 
Schnittpunkte  eine  möglichst  kleine  ivird. 

Die  Behandlung  dieser  Aufgabe  führt  uns  naturgeraäss  zur  Fort- 
setzung der  früher  abgebrochenen  algebraischen  Untersuchungen  über 
Schnittpunktsysteme  adjungirter  C„_3  (p.  437 ff).  Bevor  wir  aber 
auf  die  betreffenden  Erörterungen  allgemeinerer  Natur  eingehen,  wird 
es  zur  Veranschaulichung  der  Fragen,  um  die  es  sich  handelt,  gut 
sein,  ein  Beispiel  ausführlich  zu  betrachten;  und  zwar  wollen  wir 
zeigen,  dass  es  möglich  ist,  eine  Curve  7*®'  Ordnung  mit  9  Doppel- 
punkten^ welche  soeben  als  Normalcurve  für  /;  =  6  aufgeführt 
wurde,  in  eine  Curve  ß''^'  Ordnung  mit  4  Doppelpunkten  eindeutig 
überzuführen. 

Wir  haben  also  nachzuweisen,  dass  es  auf  einer  C^  mit  jt?  =  6 
eine  Schaar  y^^^*,  d.  i.  eine  2 -fach  unendliche  Schaar  von  je  6 
Punkten,  gibt,  welche  durch  ein  Netz  von  adjungirten  C^  (=C„_3) 
ausgeschnitten  wird,  oder  —  was  dasselbe  ist  —  dass  man  auf  der 
C-  Gruppen  G.^  von  je  3  Punkten  (sei  es  in  endlicher  oder  unend- 
licher Zahl)  bestimmen  kann ,  durch  welche  noch  zzmfach  unendlich 
viele  C^  hindurchgehen  (während  man  ja  durch  4^=^  —  2  beliebig 
auf  der  C-.  gewählte  Punkte  nur  fmfach  unendlich  viele  C^  legen 
kann).  Dies  aber  führt  zu  der  Aufgabe  drei  Punkte  j/<^^,  ?/<.-^ ,  ?/'•**  so 
zu  bestimmen,  dass  die  durch  sie  gehenden  zweifach  unendlich  vielen 
6*4  sämmtlich  noch  einen  vierten  Punkt  ?/W  der  C-  enthalten.  Nun 
bildet  die  Gesammtheit  der  adjungirten  6j  eine  lineare  c»-^- Schaar 
von  Curven: 

«i9^i  G'^)  +  «2  9^2  («)  +  ••••  +  ß^ü  9^6  (^)  =  ^^  • 


Punktsysteme  auf  einer  Curve.    ALel'sche  Integrale. 


691 


Die  soeben  gemachte   Forderung  können  wir  also  dahin  aussprechen, 
dass  von  den  vier  Gleichungen 


«,9)1  (2/'^'0  +  '^2  9'i  (!/('')  + • 

«i9'i  (y<'0  +  «2  9'>(?/''0  +  • 


•  +  «ö9'6(y^'0  =  0 


die  letzte  eine  Folge  der  drei  ersten  ist,  wodurch  dann  in  der  That 
noch  3  der  6  Verhältnissgi^ssen  a,  willkürlich  bleiben.  Und  dies 
drückt  sich  dadurch  aus,  dass  alle  r/d?rgliedrigen  qus  den  cpi  (y^^^)  zu 
bildenden  Determinanten  verschwinden  müssen,  d.  h.  dass  folgendes 
durch  Verschwinden  einer  Matrix  dargestellte  System  von  Gleichungen 
besteht: 


<Piiy''')  ^Ay''')  <p,{y''')  <pAy^'')  %  (y*'0  <pAy^'^) 

f^y^'^)  ^Ay^'')  ^Ay^'n  <pAy''^)  <pAy''^)  <pAy''^) 

9)^2/(3))  9,3(2^(3))  9,3(^(3))  ^^(^(3))  ^^(^(3,)  ^^(y(3)) 

<pAy''^)  ^Ay''')  <pAy''')  9'.,  (y<'0  ^Ay''')  ^Ay''^) 


=  0 


Dies  System  enthält  aber  nur  diei  von  einander  unabhängige  Glei- 
chungen, nämlich  z.  B.  diejenigen,  welche  aus  der  einen  Gleichung: 

9'i(y'^')   9'2(y^^0   9^3  (y*^')   Vi{y''') 
^Ay''')   9>2(y''0   <pAy''')   <Piiy''') 

(JD,   (y<3))       ^^(y(3))       ^3(y(3)^       ^.^y(3)) 

\^Ay^'')   ^Ay''')   ^ziy'"')   9>--(^**0l 

für  2  =  4,  5  oder  6  entstehen.*)  Diese  drei  Gleichungen  enthalten 
in  Rücksicht  auf  die  Bedingungen 

wo  /"  (a;)  =  0  die  Gleichung  der  C^  ist,  noch  vier  Unbekannte:  Von 
den  vier  Punkten  ?/''>  kann  daher  noch  einer,  etwa  y^^\  willkürlich 
gewählt  werden;  zu  ihm  wird  man  dann  eine  endliche  Zahl  von 
Punktetripeln  ij(^\  j/*^),  ?/(3)  fmden  können,  ivelche  dem  gefundenen  Glei- 
ch ungssysteme  gen  ügen .  **) 

Wählt     man     nun     zu     Transformationscurven     das     Netz     der 
durch  vier  solche  Punkte  y*'^  gehenden  C^,   so   schneiden  die  Curven 


*)  Vgl.  z.  B.  Baltzer's  Determinantentheorie  p.  42,    sowie  die  späteren  all- 
gemeinen Erörterungen  des  Textes  (p.  703  f.). 

**)  Dass  die  Zahl  der  Lösungen  nicht  Null  sein  kann,  wird  sich  später  er- 
geben: am  Schlüsse  des  4.  Abschnittes  werden  wir  dieselbe  gleich  5  finden. 
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desselben  auf  der  C-j  eine  Scliaar  y^S-'>  aus,   d.   h.   die  C\  ivird  dadurch 
in  eine  C^  eindeutig  übei'yefiihrt.'^) 

Da  wir  von  den  vier  Punkten  y(')  noch  einen  willkürlich  an- 
nehmen konnten,  so  gibt  es  im  Ganzen  noch  eine  oo'-Schaar  von 
solchen  Gruppen  zu  je  vier  Punkten;  die  Gesammtheit  dieser  Gruppen 
nun  kann  man  durch  einen  Büschel  von  C^  auf  der  C-,  ausschneiden, 
welche  noch  durch  6  feste  Punkte  der  C-  gehen  (wie  schon  aus  einem 
auf  p.  437  gegebenen  Satze  hervorgeht);  und  zwar  wird  sich  zeigen,  dass 
man  zu  solchen  6  Basispunkten  irgend  eine  Gruppe  der  Schaar  y^.f^ 
wählen  kann,  deren  Gruppen  sämmtlicl»  zu  irgend  einer  Gruppe  G^ 
von  4  Punkten  ?/K>  residual  waren.  Dies  Beispiel  ist  für  die  folgenden 
allgemeineren  Erörterungen  von  grosser  Wichtigkeit  und  mag  deshalb 
noch  eingehender  besprochen  werden.  Man  erkennt  übrigens  die 
Verwandtschaft  unserer  letzten  Behauptung  mit  dem  früheren  Satze, 
dass  jede  Schaar  ^^'Li  ^^^  Puuktgruppen  besteht,  durch  welche  eben- 
falls noch  je  oo^  C„-s  gehen  (p.  688);  wir  haben  hier  eben  zwei 
Specialttille  eines  allgemeineren  Theorems  vor  uns.  —  Nehmen  wir 
vier  Punkte  ?/'^^,  ?/(^',  y^^',  y^^^  nun  so  bestimmt  an,  dass  durch  sie 
noch  oo^  C4  gehen.  Es  seien  ferner  x^^\  x^^\  x^^ ,  x^^^ ,  x^'^'^ ,  a;'")  die 
sechs  weiteren  Schnittpunkte  einer  C^  dieser  c»^- Schaar  mit  der  C-. 
Durch  die  vier  Punkte  y  und  jeden  beliebigen  Punkt  der  Ebene 
gehen  dann  noch  00'  C^,  insbesondere  also  auch  durch  die  Punkte  y 
und  irgend  einen  der  sechs  Punkte  a;''' ;  d.  h.  letztere  bilden  zusammen 
eine  Gruppe  von  p  —  1  =  5  Punkten,  zu  welchen  es  eine  residuale 
Schaar  ^5^  =  ^*^i.i  gibt.  Dann  aber  gehen  auch  durch  jede  Gruppe 
der  letzteren  Schaar  noch  06^  C^,  insbesondere  also  auch  (z.  B,  für 
2  =  6)  durch  die  5  Punkte  x(^>,  x^^^,  x^^\  a;W,  .r'^);  diese  5  Punkte 
liegen  mit  jedem  beliebigen  Punkte  l  auf  einer  C^,  so  dass  für 
(p;  (^)  =  X,  die  Gleichung  besteht: 

\(p,{x^'^)     9^,  (a:W)     cp,{x^'^)     cp,(xi^))     cp,(x^'))     <p6(xW) 


gj,  (a:(5))     cp,(xr^^)     q>,(^^'^)     <pA^''^)     9^5  (^'''0     9^6  (^"0 

Xj  Xo  X3  X^  Xr;  Xg 


=  0, 


in  welcher  die  X,-  willkürliche**)  Grössen  sind.  Da  wir  aber  für  x'^'> 
jeden  der  sechs  Punkte  x  wählen  konnten,  so  müssen  auch  die  wei- 
teren 5  Gleichungen  bestehen,  welche  aus  der  hier  stehenden  hervor- 

*)  Vgl.  darüber  Brill:  Math.  Annalen,  Bd.  2,  p.  471. 

**)  Zunächst  sind  nur  zu^ei  Quotienten  X^  :  X^.  willkürlich.  Durch  sie  sind  aber 
die  4,-  und  somit  auch  die  andern  Grössen  X  s/e6e??deutig  bestimmt;  woraus  sich 
dann   das  Verschwinden  der  einzelnen  Coeffieienten  der  letzteren  ergibt. 
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gehen,  wenn  man  je  einen  der  Punkte  a;'''  .  .  .  o;''''  mit  x^^"*  vertauscht; 
und  dies  können  wir  dahin  aussprechen,  dass  c///c  fünfgliedrigen 
Unter determinnnten  der  folgenden  Determinante  verschwinden  müssen: 

cp.ixi^^))     cp,{x^^))     ...     9)„(x(2)) 

9,,  (a:(6))     cp,{x(^^)     ...     ^,{x<-^)) 

Zu  genau  demselben  Systeme  von  Gleichungen  wird  man  indess 
—  und  das  ist  das  Wichtige  —  durch  die  Forderung  geführt,  sechs 
Punkte  a;^')  so  zu  bestimmen,  dass  durch  sie  noch  eioe  oo'-Schaar 
adjungirter  C^  geht.  In  der  That  müssen  ja,  wenn  Letzteres  eintreten 
soll,  von  den  sechs  Gleichungen: 


zwei  die  Folgen  der  vier  übrigen  sein,  indem  schon  je  p  —  2  =  4 
Punkte  der  C-^  einen  Büschel  von  adjungirten  C^  bestimmen.  Dasselbe 
gilt  aber  auch  umgekehrt:  Ist  irgend  eine  Gruppe  fg  dieser  Art  von 
Punkten  x^^  gegeben,  so  bildet  jedes  Residuum  derselben  eine  Gruppe 
G^  von  Punkten  ?/'')  der  eben  bezeichneten  Art.  Weil  nämlich  durch 
je  fünf  Punkte  der  fg  noch  eine  oo'-Schaar  von  C^  geht,  so  bilden 
auch  die  vier  Punkte  G^  zusammen  mit  je  einem  Punkte  der  fß  eine 
Gruppe  von  5  Punkten,  durch  welche  einfach  unendlich  viele  C^ 
gehen  (nach  einem  obigen  Satze,  p.  688).  Durch  die  G^  gehen  also 
sechs  verschiedene  Büschel  von  C^ ;  dies  ist  aber  nur  möglich,  wenn 
durch  die  G^  noch  eine  cx>--Schaar  von  C^  gelegt  werden  kann,  oder 
wenn  diese  sechs  Büschel  unter  einander  identisch  sind.  Letzterer 
Fall  ist  sofort  auszuschliessen ;  denn  dann  würden  wir  4  -j-  6  =  10  Punkte 
auf  der  C^  haben,  welche  zusammen  mit  den  9  Doppelpunkten  die 
Basispunkte  eines  Büschels  von  C^  bilden  müssten,  während  sich  je 
zwei  6*4  doch  nur  in  16  Punkten  schneiden  können.  Es  bleibt  somit 
nur  erstere  Möglichkeit,  q.  e.  d.  Liegen  also  vier  Punkte  G^  auf  der 
C-^  so,  dass  durch  sie  noch  eine  00^ -Schaar  adjungirter  C^  geht,  so  kann 
durch  jedes  Residuum  V^  derselben  noch  eine  00^ -Schaar  solcher  C^  ge- 
legt werden,  und  umgekehrt.'*) 


*)  Die  Schaaren  g'^^  kann  man  auch  zur  Transformation  der  C-,  in  die  von 
Riemanu  (a.  a.  0.  §.  13)  angegebene  Normalform,  d.h.  in  eine  Cj  mit  zwei  vier- 
fachen und  drei  Doppelpunkten  benutzen.  Seien  nämlich  i/)  =  0,  j;  =  0  zwei  ad- 
jungirte  C4,  welche  sich  in  den  6  Punkten  x^'^  einer  der  im  Texte  charakterisir- 
ten  Gruppen  Tg  schneiden,  und  i/;'  =  0,  %  =  0  zwei  andere  solche  Cj,  welche  die 
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Da  sonach  jede  Gruppe  G^  dieser  Art  zusammen  mit  den  9  Doppel- 
punkten 13  Basispunkte  einer  oo--Schaar  von  C^  bildet,  so  gibt  es 
mindestens  eine  cc'-^-Scliaar  von  Gruppen  f,; ;  dadurch  ist  aber  auch 
die  Gesammlheit  dieser  Gruppen  dargestellt,  denn  das  für  die  6  Punkte 
^(0  gewonnene  Gleichungssystem  ist  nach  einem  sogleich  noch  zu 
erörternden  Determinanteusatze  mit  nur  vier  von  einander  unabhän- 
gigen Gleichungen  äquivalent,  so  dass  man  noch  zwei  der  Punkte  x('> 
willkürlich  auf  der  C-,  annehmen  darf.  Man  erkennt  hieraus  (da  diese 
Ueberlegung  umkehrbar  ist),  dass  alle  möglichen  Gruppen  f,,  auf  der 
C7  durch  die  oo^- Residuen  einer  endlichen  Zahl  von  Gruppen  6^4  jener 
Art  erschöpft  werden,  und  umgekehrt,  dass  alle  Gruppen  G^  zu  einer 
endlichen  Zahl  von  Gruppen  ^ ^  obiger  Schaar  y^-'^  residual  sind. 

.  Die  in  letzterem  Umstände  ausgesprochene  vollkommene  Recipr.o- 
cität  zwischen  den  Schaaren  y^*'-'  und  g^'^\  ist  den  Curven  vom  Ge- 
schlechte 6  (die  im  Allgemeinen  alle  in  eine  C-  mit  9  und  somit  in 
ein  Cf.  mit  4  Doppelpunkten  trausformirt  werden  können)  eigenthüm- 
lich,  wie  sich  sogleich  ergeben  wird;  im  üebrigeu  dagegen  kann  man 
die  Bestimmung  von  Schaaren  g^^_  ^  und  j^p'^)  ^^f  einer  Curve  vom 
Geschlechte  p  in  genau  derselben  Weise  ausführen,  wie  dies  soeben 
für  den  Fall  jö  =  6  geschah.  Fragen  wir  uns  nämlich,  wie  p  —  3 
Punkte  y'^',  y'2'  .  .  .  y'P-^'  auf  der  Grundcurve  €„  liegen  müssen,  da- 
mit jede  durch  sie  gelegte  adjungirte  C«  _  3  noch  durch  einen  weiteren 
festen  Punkt  der  .C„  gehe,  so  denken  wir  uns  den  Punkten 
y'i),  .  .  .y^P—^^i  zwei  bewegliche  Punkte  ?/*^~^^,  y'^- ^' hinzugefügt  und 
suchen  die  Bedingung  auf,  unter  welcher  bei  Bewegung  dieser  beiden 
neuen  Punkte  einer  der  übrigen  Schnittpunkte  der  beweglichen  C'«  — 3 
mit  der  C„  —  sagen  wir  ?/(^>  —  fest  bleibt.  Diese  Forderung  invol- 
virt  zwei  Bedingungen.     Sehen   wir   also   nur  y^^'> ,  .  .  .?/<?""  ^*  als  will- 


6  Punkte  :'''  einer  anderen  Tg  der  Art  gemein  haben,  so  bediene  mau  sich  der 
Transformationsformelu : 

Eine  beliebige  Curve  des  Netzes  kiiAx '+  ^''2''/'';^  +  «aZZ' =  0  ^^^  dann  mit  der 
C^  48  feste  Punkte  (von  denen  36  in  den  9  Doppelpunkten  und  je  6  bez.  in  den 
Punkten  o;''^  und  2^''  liegen)  gemein ,  schneidet  also  in  der  That  die  C^  noch  in 
8  beweglichen  (von  den  a  abhängenden)  Punkten.  Der  Büschel  1/)  -|-  lx  =  0  aber 
schneidet  nur  noch  in  4  beweglichen  Punkten,  ebenso  der  Büschel  fp'  -\-  ^  %'  =  ^^ \ 
die  entstehende  C\  hat  also  in  den  Punkten  .yi  =  0,  2/3  =  0  und  2/2  =  0,  »/s  =  0 
je  einen  vierfachen  Punkt,  q.  e.  d.  —  Vgl.  über  die  Riemann'schen  Normal- 
formen Brill:  Math.  Annalen,  Bd.  1,  p.  401  und  Bd.  2,  a.  a.  0.  Zur  Herstellung 
derselben  fordert  Riemaun  die  Aufsuchung  zweier  algebraischen  Functionen, 
welche  in  möglichst  wenig  Punkten  Null  und  unendlich  werden,  d.  h.  deren 
Zähler  und  Nenner  Curven  darstellen ,  die  möglichst  viele  Punkte  der  Grundcurve 
gemein  haben.    Solche  Functionen  sind  eben  hier  die  Quotienten  ip  :  %  und  t/j'  :  %  . 
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kürlich  gegeben  an  und  fragen  nun,  ivie  i/p  -  ^)  und  i/t'  —  '-^)  liegen 
müssen,  damit  edle  durch  sie  gelegten  adjungirten  6'„_3  noch  durch  einen 
gemeinsamen  Punkt  y''''  gehen.  Da  hier  vier  Punkte  weniger  gegeben 
sind,  als  zur  Festlegung  einer  solchen  C—i  erforderlich  wären,  so 
kann  man  durch  die  gegebenen  p  —  5  Punkte*)  5  Curven  9,  =  0, 
qp.,  =  0,  ...  9?.  =  0  legen,  auB  denen  eine  beliebige  durch  jene  Punkte 
gehende  adjungirte  C„_3  sich  linear  zusammensetzt;  die  allgemeine 
Curve  dieser  Schaar  hat  also  die  Form: 

(1)  «19^1    +   «2<P2    +   •    •   •    +   «5  9^5   =^^- 

Die  Forderung  ist,  dass  jede  durch  //p--^)  und  i/p--^^  gehende  Curve 
dieses  Systems  auch  durch  y^P^  gehe,  dass  also  aus  den  Gleichungen 

von  selbst  die  Gleichung  folge: 

Hierzu  ist  nöthig  und  hinreichend,  dass  die  Functionswerthe  der 
letzten  Gleichung  sich  aus  denen  der  beiden  ersten  linear  zusammen- 
setzen, dass  also  für  i=  i,  2,  ...  5  die  Gleichungen  bestehen: 

(2)  cpi  iy^P))  =  A  cp,  (y(P  -  ^))  +  ^i  <p,  [p^P  -  3)) . 

Dies  sind  5  Gleichungen,  welche  A,  ^  und  die  Coordinaten  der  drei 
Punkte  z(P-^),  y^P-^\  y^P\  also  wegen  f{y^P-^^)  =  0,  f  {y^P-^^)  =  0, 
f  [y^i'^)  ==  0  auch  5  Unbekannte  enthalten.  Dieselben  kann  man  be- 
kanntlich auch  für  ySP~^^  =  Xi,  yi^P~'^^  =  yi,  yi^P^  =Zi  durch  die  eine 
Formel : 

||  9^1  (•»)     9^2  (^)     ^i  (^)     9^4  C-^)     9^5  (^) 

(3)  l|  9'i  iy)    92  {y)    9^3  iy)    9>4  (y)    <Pö  (y) 

li  9^1  (^)  9^2  (^)  9'3  (2^)  9^4  (^)  955  (2^) 
ersetzen,  welche  aussagt,  dass  alle  aus  dem  in  Verticallinien  ein- 
geschlossenen Schema  („Matrix'*)  der  9,-  zu  bildenden  dreigliedrigen 
Determinante  einzeln  verschwinden  sollen,  und  welche  mit  drei  von 
einander  unabhängigen  Gleichungen  äquivalent  ist.  Man  hat  dann 
die  Frage  zu  beantworten,  wie  viele  Werthsysteme  x,  y,  z  dies 
System  von  Gleichungen  und  die  Gleichungen  f{x)^=0,  /' (y)  =  0, 
f  {z)  =  0  gleichzeitig  befriedigen.  **) 


=  0 


*)  Im  Falle  p  =  6  konnten  wir  ja  auch  noch  einen  der  i  Punkte  «/(«)  -will- 
kürlich annehmen. 

**)  Setzen  wir  zur  Abkürzung  qp,-  (x)  =■  a- ,  cp-  [y)  =  b^ ,  qo^.  (:)  =  c- ,  so  ver- 
schwinden alle  Determinanten  der  Matrix  (3%  wenn  folgende  dr-ei  Gleichungen 
bestehen  (vgl.  die  erste  Anmerkung  auf  p.  691): 
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Bezeichnen  wir  vorläufig  die  Zahl  dieser  Werthsysteme  mit  Z*), 
so  gibt  es  also  zu  p  —  5  beliebigen  Punkten  noch  Z  Puuktetripel  der 
genannten  Art;  und  im  Ganzen  gibt  es  oo''~^  Gruppen  Gp^2,  durch 
welche  noch  je  oo^  C„_3**)  hindurchgehen.  Diese  Gruppen  ver- 
theilen  sich  nun  in  merkwürdiger  Weise  auf  ooP"^  Schaaren  von  je  ein- 
fach unendlich  vielen  Gruppen,  d.  h.  oo?'  — <>  Schaaren  ff''^^_^,  von  denen 
jede  zu  allen  Gruppen  einer  bestimmten  Schaar  y^'^)  residual  ist,  so 
dass  also  alle  Gruppen  einer  Schaar  ^^'1_2  unter  einander  corresidual" 
sind.  Man  gelaugt  zu  diesem  Resultate,  ebenso  wie  zu  dem  entspre- 
chenden für  /;  =  6,  mit  Hülfe  des  auf  p.  688  angegebenen  Satzes  über 
Schaaren  ^*^'_  ^.  Ist  nämlich  Vp  irgend  eine  zu  einer  Gruppe  Gp-2 
residuale  Gruppe,  welche  aus  den  Punkten  a;<^*,  x'^',  .  .  .  x^>'^  bestehen 
möge^  so  folgt  zunächst  aus  jenem  Satze,  dass  man  durch  je  p  —  1 
dieser  Punkte  ?/(''  noch  eine  oo^ -Schaar  von  C„_3  legen  kann;  und 
deshalb  müssen  alle  (p  —  l)-gliedrigen  Unterdeterminanten  der 
folgenden  /?-gliedrigen  Determinante  verschwinden  (vgl.  p.  693): 

(p^  (a;(i))     9^2  (^*'0     •  ■  ■     9^P  (^"^)  ' 

(p^  (x^P))     (fr,  (x^P^)     .  .  .     (fp  (x^P^)  I 

Die  hieraus  entspringenden  Gleichungen  aber  sagen  eben  aus,  dass 
man  durch  die  p  Punkte  a:*''  der  Gruppe  Vp  noch  eine  oo^- Schaar  von 
C„  —  z  legen  kann;  analog  wie  oben  beweist  man  auch  leicht  die  Um- 
kehrung dieses  Satzes.  Das  zuletzt  erwähnte  Gleichungssystem  zeigt 
sich  äquivalent  mit  vier  Bedingungen,  d,  h.  man  kann  noch  p  —  4 
Punkte  einer  Gruppe  Vp  willkürlich  annehmen.  Sind  dann  qp,  =  0, 
(p2  =  0,  9)3  =  0,    go^  =  0  irgend  vier  Curven    der    durch    die   p  —  4 


(«) 


l^     o<i 

«3 

1      ''2 

''3    =0, 

1      ^2 

^3 

a^     r/j     04 
*l      ^2     ^4 


=  0, 


=  0; 


=  0, 


^"2 
02 


=  0 


es  sei  denn,  dass  auch  gleichzeitig: 

iß)  =  0 ,        ^       ^ 

I  *1        *2  I  I  ^1         ^2 

Um  die  Lösungen  des  Gleichungssystems  (3)  zu  finden,  hat  man  also  von  den 
gemeinsamen  Lösungen  der  Gleichungen  (a),  wozu  immer  noch  die  Bedingungen 
f[x)  =  0,  fiy)  =  0,  f  (z)  =  0  hinzutreten,  die  gemeinsamen  Lösungen  der  Glei- 
chungen iß)  abzuziehen. 

*)  Es  ist  Z  =  ^  (p  -^  l)  p  (p  —  l)  -^  p  (p  —  1);  vgl.  den  Schluss  des  vierten 
Abschnittes  (p.  753). 

**)  Es  sind  hier  und  im  Folgenden  selbstverständlich  immer  adjwigirle  C^_q 
gemeint. 


9'i(l) 

92  a) 

93  (^) 

9>4(l) 

<Pi  (v) 

9i{n) 

TsC^) 

9^4  iv) 

<pAt) 

^AO 

9^3  (D 

nit) 

<p.i^) 

9)2  (#) 

fPsi^) 

9^4  (^) 
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Punkte  bestimmten  oo-'-Schaar,  so  haben  wir  zur  Aufsuchung  einer 
Gruppe  r,,  vier  weitere  Punkte  ^,  r},  t,  O-  so  zu  bestimmen,  dass 
alle  aus  der  Determinante: 


(5) 


zu  bildenden  ersten  Unterdeterminanten  verschwinden.  Während  also 
einerseits  die  Bestimmung  der  Gruppen  Vp  direct  durch  Aufsuchung 
der  gemeinsamen  Lösungen  (d.  i.  Werthsysteme  ^,  ri,  t,,  %■)  des  so 
resultirenden  Gleichungssystems  geschehen  kann,  erscheint  andererseits 
das  Problem  der  Bestimmung  von  Gruppen  Vp  hiernach  auf  das  der 
Bestimmung  von  Gruppen  Gp-2  obiger  Art  zurückgefülirt ;  denn  sämmt- 
liche  Vp  erhält  man  ja  als  Residuen  sämmtlicher  6^/,_2. 

Bezeichnen  wir  nun  mit  Z'  die  Zahl  der  Punktquadrupel  ^,  ri, 
t,,  '0'  der  C„,  welche  dem  zuletzt  erhaltenen  Gleichungssysteme  ge- 
nügen*), so  können  ivir  diese  Besultate  in  Folgendem,  zusammenfassen. 
Geht  man  von  p  —  5  beliebigen  Punkten  aus,  so  gibt  es  noch  Z  ver- 
schiedene Punktetripel,  welche  mit  ihnen  zusammen  je  eine  Gp  —  'i  be- 
stimmen, durch  die  00-  C„_3  gehen;  diese  00'  €„  —  ?,  schneiden  auf 
der  Cn  eine  Schaar  7^(2)  yon  Gruppen  fp  aus**),  und  durch  jede 
r^  gehen  noch  00'  andere  C„_3.  Umgekehrt  bestimmt  die  Ge- 
sammtheit  der  letzteren  auf  der  C„  eine  Schaar  cF*  „,  von  deren  einer 
Gruppe  Gp-'i  wir  ausgingen.  Im  Ganzen  gibt  es  00''-^  verschiedene 
solche  Schaaren  5'p_2>  ^^  ^^'^'^  ®^^^  P  —  ^  beliebige  Punkte  eine  ein- 
zelne G^^_<i  bestimmen.  Dieselben  theilen  sich  in  Z  völlig  getrennte 
Systeme  entsprechend  den  Wurzeln  der  Gleichung  Z*^°  Grades,  von 
welcher  ihre  Bestimmung  abhängt;  der  Art,  dass  keine  Schaar  eines 
Systems  mit  keiner  Schaar  eines  anderen  Systems  eine  vollständige 
Gruppe  Gp^i  gemein  hat,  und  dass  man  von  einem  Systeme  aus 
nicht  durch  contiunirlichen  Uebergang  mittelst  lauter  Gruppen  C''^, 
zu  einer  Gruppe  der  anderen  Z  —  \  Systeme  gelangen  kann.  ***)     Da 


*)  Wir  finden  später:   Z'=  ,V  p  (p_i)2  (^  _2)_i  p  ((p_i)  (p_2)-p+ i) } . 

**)  Die  C,j  kann  also  auch  in  eine  C  eindeutig  transformirt  werden;  es  ist 
aber  eine  noch  weitere  Reduction  der  Ordnung  möglich. 

***)  Solchen  völlig  getrennten  Systemen  von  Punktgruppen  auf  der  Cn  werden 
wir  später  bei  Betrachtung  der  Berührungscurveu  noch  wiederholt  begegnen. 
Beispiele  dafür  geben  auch  die  3  Systeme  von  Polepaaren  auf  der  C3  (p.  527) 
und  die  Systeme  von  Punkten  auf  einer  solchen,  in  denen  C^  mehrpunktig  be- 
rühren können  (p.  .533  f.). 
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nun  jeder  Schaar  9  _2  eine  Schaar  y^^'^'^  von  Residualgnippen  zugeord- 
net ist,  so  gibt  es  auch  oop  — "^  verschiedene  Schaaren  7,/^',  was  mit 
obiger  directen  Abzahlung  übereinstimmt*,  und  letztere  reihen  sich  in 
Z'  getrennte  Systeme  ein.  Diese  Zahl  Z'  stimmt  insbesondere  im  Falle 
jO  =  6  7nil  der  Zahl  Z  überein;  und  dadurch  ist  dieser  Fall  in  der  schon 
oben  angegebenen  Weise  ausgezeichnet  (p.  694).  Ist  nämlich  /?  ==  6, 
so  gibt  es  nur  eine  endliche  Zahl  von  Schaaren  ^''^^2  ^^^  ^^'*  ^^^'^ 
endliche  Zahl  von  Schaaren  j^^,'"-',  und  die  Anzahl  beider  Schaaren 
muss  die  gleiche  sein,  da  aus  einer  Schaar  ^^'1_2  in^niei'  ^'^^  Schaar 
(7p<^>  eindeutig  hervorgeht  (ohne  dass  noch  willkürliche  Punkte  in 
Betracht  kämen).  Für  p  —  6  >  0  dagegen  ist  zu  solchem  eindeutigen 
Entsprechen  je  zweier  Schaaren  keine  Veranlassung  mehr. 

Es  sei  schliesslich  noch  hervorgehoben,  dass  es  Schaaren  y^'^'  undy 
ff  _<>  A''  P  =^  ^'i  o^^f  überhaupt  für  /;  <  6  nicht  geben  kann;  denn  in 
diesem  Falle  würde  die  Zahl  p  —  6  der  beiderseitig  noch  vollkommen 
willkürlich  annehmbaren  Punkte  negativ  werden,  was  keinen  Sinn 
hat.  Man  überzeugt  sich  hiervon  übrigens  auch  leicht  direct.  Eine 
Curve  vom  Geschlechte  />  =  5  nämlich  kann  (wenn  sie  nicht  hyper- 
elliptisch ist)  nach  p.  687  in  eine  {p  -\-  1)'",  d,  i.  6'*^^  Ordnung 
mit  ^  p  (p  —  3)  =  5  Doppelpunkten  transformirt  werden;  sollte ^s 
auf  dieser  C^  aber  eine  Gruppe  ö^  geben,  durch  welche  noch  c»'  ad- 
jungirte  C\  (6'„_3)  hindurchgehen,  so  müssten  alle  diese  C^  ausser  den 
5  Punkten  der  G^  noch  die  5  Doppelpunkte  der  C^,  d.  h.  im  Ganzen 
10  Punkte  gemein  haben,  was  nicht  möglich  ist. 

Nachdem  so  an  einzelnen  Beispielen  der  Begriff  von  „Special- 
gruppen" erörtert  und  die  Existenz  solcher  nachgewiesen  ist,  gehen 
wir  zur  allgemeinen  Untersuchung  derselben  über.  Und  zwar  wollen 
wir  zunächst  den  sogenannten  Rie  mann -Roch 'sehen  Satz  ableiten, 
welcher  sieh  auf  die  gegenseitigen  Beziehungen  solcher  Gruppen  be- 
zieht (und  den  wir  für  Specialfälle  auf  p.  688  und  693  ausgesprochen 
haben)  und  erst  dann  die  Existenz  solcher  Gruppen  durch  Aufstellung 
der  betreffenden  Bedingungsgleichungen  allgemein  nachweisen. 

Wir  gehen  hier  zunächst  auf  unsere  früheren  Untersuchungen 
über  Schnittpunktsysteme  adjungirter  ^„_3  zurück,  welche  wir  mit 
dem  wichtigen  Satze  abgebrochen  haben  (p.  437),  dass  eine  q-fach 
unendliche  lineare  Schaar  gq^'ii  von  Punktgruppen  zu  je  Q  Punkten  iinmer 
dann  durch  eine  Schaar  von  adjungirten  d-z  ausgeschnitten  werden 
kann,  ivenn  die  Relationen  erfüllt  si7id*): 

*)  Eine  Schaar  g^J^ ,    für  welche  q  =  Q  —  p  -\-  l,    wird    durch    C,^ _ 3    ausge- 
schnitten ,  die  durch  R  ^2  p  —  2  —  Q  feste  Punkte  Gj^  gehen.    Ist  also  Q  ^p  —  l 
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(6)  q>  0  -  p  -\-  l  ,     oder     Q  —  q^p  —  \  . 

Bei  dem  (iü  Folge  gesonderter  Betrachtung  der  verschiedenen 
Specialfalle)  etwas  längeren  Beweise  gingen  wir  davon  aus,  dass  der 
Satz  für  ^  =  0  jedenfalls  richtig  ist,  und  zeigten  dann,  dass  er  auch 
für  ^  =  1  gilt,  indem  wir  (für  Q  ^  /;)  auf  einen  Widerspruch  stiessen, 
der  sich  eben  nur  durch  Annahme  des  genannten  Satzes  heben  Hess. 
Die  übrigen  Fälle  erledigten  sich  sodann,  indem  v/ir  von  einer  Schaar 
g^lZ^i   zu  einer  Schaar  ^^^«^  aufstiegen. 

Es  ist  schon  hervorgehoben  worden,  dass  es  sich  für  uns  haupt- 
sächlich um  die  Untersuchung  sogenannter  „Special gruppen"  handelt*), 
d.  h.  Punktgruppen  von  solchen  Eigenschaften,  wie  sie  in  obigen 
Beispielen  gefordert  wurden  (p.  686).  Allgemein  wollen  wir  jetzt  unter 
einer  „Specialschaar'^  gg^t'^  eine  ^-fach  unendliche  lineare  Schaar  von 
Punktgruppen  zw  ]q  Q  Punkten  verstehen,  für  welche: 

(7)  q>  Q-P  +  '^, 

d.  h.  aus  welcher  eine  bestimmte  Specialgruppe  Gr/i''  erst  durch  An- 
nahme von  ?nehr  als  Q  —  />  +  1  beliebigen  Punkten  festgelegt  wird. 
Die  auf  einer  C„  möglichen  Specialschaaren  sind  nun  keineswegs  von 
einander  unabhängig;  vielmehr  lassen  sie  sich  in  merkwürdiger  Weise 
zu  je  zweien  so  gruppiren,  dass  aus  einer  gegebenen  Schaar  immer 
eine  au'lere  abgeleitet  werden  kann,  und  umgekehrt,  wie  es  in 
obigen  Beispielen  der  Fall  war;  und  zwar  geschieht  dies  zufolge  des 
Satzes: 

Haben    R   Punkte   Gr  auf  einer  nicht  zerfallenden  Curve  f  vom  Ge 
schlechte    p   eine    solche    specielle    Lage^    dass   die    durch    sie   gehenden 
adjungirten    Curven    [n  —  3)*®'^    Ordnung   noch    eine    q-fach    unendliche 


und  q  dennoch  eine  positive  ZaU  O  0) ,  so  muss  die  Gruppe  Gj^  von  ganz  be- 
sonderem Charakter  sein;  sind  dann  qpj  =  0,  92  =  0  zwei  C^_^  durch  Gj^,  so  ist 
^  eine  algebraische  Function,  welche  für  0,  also  für  weniger  als  p,  Punkte  un- 
endlich  wird.     Nach  dem  Satze  des  Textes  kann  aber  auch  timgekehrt  jede  algebraische 

Function  der  letzteren  Art  in  der  Form  ^  dargestellt  iverden.     In  dieser  Form  findet 

qo., 

sich  der  Satz  auch  bei  Riemann,  a.  a.  0.  §.  10.  —  Es  sei  hier  noch  ein  Bei- 
spiel für  den  Satz  eriff^ähnt.  Zu  7  beliebigen  Punkten  einer  C^  wird  man  2  wei- 
tere (und  zwar  auf  3  verschiedene  Arten  nach  p.  672  f.)  so  bestimmen,  dass  durch 
alle  9  noch  00'  Cg  gehen.  Die  3  beweglichen  Schnittpunkte  bilden  dann  eine 
Schaar  ^3^',  für  welche  die  Bedingung  (6)  erfüllt  ist;  sie  können,  daher  auch 
durch  einen  Geradenbüschel  {C\^  _^  =  C^)  ausgeschnitten  werden.  Letzterer  er- 
zeugt dann  umgekehrt  zusammen  mit  dem  Tj- Büschel  die  Q  in  Chasl  es 'scher 
Weise  (p.  435). 

*)  Für  das  Folgende  vgl.  Brill  und  Nöther:  Math.  Aunalen,  Bd  6,  p.  280  ff. 
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Sichaar  bilden  (q  eine  ganze  positive  Zahl  und  >  /?  —  1  —  1\) ,  wohci 
sie  die  Schaar  yQ^i^  ausschneiden  (Q  =  2  p  —  2  —  R) ,  so  gehört  die 
Gruppe  Gjt  einer  oo' -Schaar  an,  für  welche  r==B  —  p-|- 1 -f  ^=/?  —  1 
—  0  -\-  g ,  die  also  selbst  wieder  eine  Specialschaar  ist;  d.  h.  durch  jede 
Gruppe  r^<*'  der  Schaar  yq^^''  geht  noch  eine  c»'"  -  Schaar  von  adjungirten 
Curven  (n  —  3)*^'  Ordnung  hindurch,  ivelche  die  Schaar  ^<'")  aus- 
schneidet. 

Zum  Beweise  könnten  wir  wieder  unter  Benutzung  von  Determi- 
nantensätzen denselben  Weg  einschlagen  wie  für  den  Fall  R  =  p  —  2, 
r  =^  \ ,  Q=p^  ^  =  2  auf  p.  696;  man  gelangt  aber  auch  unter 
Benutzung  des  Satzes*)  über  Specialschaaren  (p.  437  und  698)  in 
derselben  AVeise  einfach  zum  Ziele,  wie  oben  beim  Falle  q  ==  r  =  1, 
0  =  B  =  p  —  1   (p.  688) ;  und  zwar  auf  folgende  Art. 

Es  sei  eine  Specialschaar  gg"'^  gegeben,  für  die  also  die  Unglei- 
chung (7)  befriedigt  ist;  und  zwar  sei 

(8)  q=.Q-pJ^\J^r, 

wo  r  irgend  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet,  aber  so,  dass  r<7?  —  1. 
Wir  fügen  nun  zu  jeder  Gruppe  der  Schaar  ^^Z^-)  dieselben  festliegen- 
den (beliebig  gewählten)  r  Punkte  hinzu.  Aus  der  gegebenen  Schaar 
entsteht  dann  eine  andere  yrr'^'^ ,  wo 

Q'=Q  +  r,     q'  =  q, 

für  welche  also  die  Anzahl  der  willkürlichen  Parameter  sich  nicht 
vermehrt  hat,  wohl  aber  die  Anzahl  der  Punkte  in  den  einzelnen 
Gruppen  der  Schaar.     Wegen  (8)  ist  nun 

d.  h,  es  ist  für  die  Schaar  6^q.(?')  die  Bedingung  (6)  erfüllt.  Die 
letztere  Schaar  kann  daher  durch  ein  System  von  adjungirten  C„_z 
ausgeschnitten  werden;  und  durch  jede  Gruppe  6^y'*'^  der  Schaar  geht 
somit  eine  adjungirte  C„_3.  Da  aber  von  den  Q'  Punkten  der 
Gruppe  r  völlig  beliebig  gewählt  waren,  so  muss  sich  durch  die 
0'  —  r  =  Q  Punkte  der  betreffenden  Gruppe  Cr/'^'  noch  mindestens 
eine  oo*"- Schaar  von  adjungirten  6'„_3  legen  lassen,  d.  h.  alle  durch 
die  Gruppe  Gg^'i"*  gehenden  C«_3  der  Art  schneiden  eine  Schaar  ^ä^^' 
aus,  für  welche  R  =  2p — -2  —  Q  und  q  mindestens  =r,  d.  i. 
nach  (8): 

(9)  Q^q-^-p  —  ^  —  Q,     also     ^  Ä  —  i?  -f  1  -^  q  . 


*)  Neben  dem  folgenden  Beweise  des  Textes  findet  man  a.  a.  0.  einen  Beweis, 
welcher  sich  durch  Verallgemeinerung  der  Betrachtung  auf  p.  688  ergibt.  —  Auf 
den  früher  in  dem' anderen  Beispiele  eingeschlagenen  Beweisgaug  kommen  wir  in 
dem  weiterhin  folgenden  Abschnitte  über  das  Verschwinden  der  0-Function  zurück. 
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Aber  es  kann  q  auch  nicht  >  /•  sein.  Setzen  wir  nämlich  q  =^  B  — 
p  -{-  l  -\-  X,  wo  }{>(/,  so  wird  man  von  der  Schaar  ^//P'  zu  einer 
Schaar  ^o'^^durch  ganz  dieselbe  Betrachtung  geführt,  vermöge  deren 
wir  soeben  aus  der  Schaar  ffrM^  die  Schaar  /7ä^^^  ableiteten ;  so  dass 
analog  der  Relation  (9)  für  x  die  Ungleichung  resultirte : 

(10)  •  x^O-p+1-^Q. 

Nun  sind  aber  beide  Schaaren  (^^<'^*  und  ffQ^'^'')  zu  einer  beliebigen 
Gruppe  6'/i;'e'  residual,  wie  aus  unserer  Construction  der  Schaaren 
g/i^''^  und  ffrj'*'>  unmittelbar  erhellt;  beide  Schaaren  müssen  also  die 
gleiche  Zahl  willkürlicher  Parameter  enthalten  (vgl.  p.  434),  und 
somit  folgt  ^  =  fj,  also  auch  wegen  (10).  und  (8):  q  =  r.  Dies  Re- 
sultat sprechen  wir  in  folgendem  Satze  aus: 

Legt  man  durch  eine  Gruppe  Gq^i^  einer  Specialschaar  g^'i^  auf  der 
Cn,  für  welche  q  durch  (8)  gegeben,  d.  h.  q  =  Q  — p  -\-  1  -f~  ^  ^^^  ^^''<? 
adjungirte  Curve  {ji  —  S)*""^  Ordnung ,  so  schneidet  dieselbe  die  Cn  noch 
in  2  p  —  2  —  Q  =  R  Punkten,  die  ihrerseits,  wenn  man  durch  Gq^i^  alle 
möglichen  C„_3  der  Art  legt,  eine  Specialschaar  gj^^'^  von  Gruppen  Gh^^'^ 
bilden,  für  welche  r  den  aus  (8)  sich  ergebenden  IVertli:  r  =  R  —  p 
-\-  \  -{-  q  besitzt. 

Dies  ist  aber  wieder,  wie  man  sofort  erkennt,  der  oben  nur  in 
anderer  Form  ausgesprochene  Riemann-Roch'sche  Satz*),  durch 
welchen  die  erwähnte  paarweise  Gruppirung  der  Specialschaaren  ver- 
mittelt wird;  für  je  zwei  derartig  zusanmiengehörige  Schaaren  gci'i^  und 
gn^"^  haben  ivir  nach  ihm  die  Relationen : 

(11)  0-\-  R  =  2p--2,     Q  -  R  =  2q  —  2r  . 

Einige  Beispiele  mögen  dazu  dienen,  den  Sinn  des  Satzes  noch 
näher  zu  erläutern: 

Ä)  65  mit  einem  Doppelpunkte:  p  =  5.  Wir  können  hier  eine 
Specialschaar  g^^"^  durch  adjungirte  C<^  ausschneiden,  von  denen  jede 
in  dieselbe  feste  durch  den  DoppeljDunkt  gehende  und  eine  beliebig 
bewegliche  Gerade  zerfällt.  Da  Q  ^=h  und  q  =  2,  so  findet  man  aus 
(11)  7?  =  3,  r  =  \,  also  eine  ^3'^^;  dieselbe  entsteht,  wenn  die  ad- 
jungirte 6*2  in  eine  beliebige  feste  und  eine  bewegliche  durch  den 
Doppelpunkt  gehende  Gerade  zerfällt. 

B)  C^  mit  zwei  Doppelpunkten ;  ;j  =  8.  Wir  können  eine  Special- 
schaar  gr}'^^  =  0-i^^^  durch    eine    Schaar  von   C„_3  ausschneiden,    von 


*)  Er  wurde  in  anderer  Weise  von  Riemann  für  einige  specielle  Fälle  ab- 
geleitet: a.  a.  0.  und  §.  5,  Crelle's  Journal,  Bd.  54,  und:  Ueber  das  Verschwin- 
den der  Thetafunctioneu ,  ib.  Bd.  66 j  sodann  von  Eocli  aligemein  bewiesen: 
ib.  Bd.  64,  p.  372.  Vgl.  darüber  den  unten  folgenden  Abschnitt  XI  über  das 
Verschwinden  der  0- Function. 
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denen  jede  in  eine  feste  durch  einen  Doppelpunkt  gehende  Gerade 
zerfällt  und  in  einen  beweglichen  Kegelschnitt  durch  den  andern 
Doppelpunkt,  welcher  ausserdem  durch  3  feste  Punkte  der  C^  geht. 
Für  die  zugehörige  (//{'•''^  findet  man  R  =  1 ,  r  =  1 ;  die  7  Punkte, 
welche  durch  eine  beliebige  C<^  des  erwähnten  Büschels  auf  der  Grund- 
curve  bestimmt  werden,  bilden  also  zusammen  mit  den  2 ♦Doppel- 
punkten der  fg  ein  System  von  9  Punkten,  durch  die  noch  unendlich 
viele  Curven  3*"  Ordnung  hindurchgehen.*)  —  Eine  Specialschaar 
^^('?)  =  ^^(2)  erhält  man,  wenn  die  ausschneidenden  C,,  —  3  aus  einer  festen 
adjungirten  Co  und  einer  beweglichen  Geraden  bestehen.  Es  wird  für 
die  zugehörige  Schaar  7?  =  8,  r  =  3,  und  die  ^„*^>  wird  durch  die 
Gesammtheit  der  adjungirten  Cj  (zusammen  mit  einer  festen  Geraden) 
ausgeschnitten. 

C)  C-^  mit  2  Doppelpunkten,  vgl.  die  Anmerkung  auf  p.  688. 

B)  Cj  mit  9  Doppelpunkten,  vgl.  p.  690  S.  — 

Wir  gehen  jetzt  dazu  über,  diejenigen  Erörterungen  allgemein 
durchzuführen,  welche  uns  bei  der  C'-j  mit  9  Doppelpunkten  auf  ge- 
wisse Determinantensysteme  führten;  wir  werden  gleichzeitig  auf  die 
betreffenden  Determinantensätze  etwas  eingehen.  Auf  die  Bestimmung 
der  Anzahl  von  möglichen  Specialschaaren  (wie  der  Zahl  Z  im  Bei- 
spiele) legen  wir  dabei  zunächst  kein  Gewicht  weiter.  Es  kommt  uns 
vielmehr  darauf  an,  gewisse  Grenzen  für  die  Zahlen  Q,  R,  q,  r  fest- 
zustellen, innerhalb  deren  die  Aufsuchung  der  Specialschaaren  noch 
möglich  sein  kann.  Die  dazu  nöthigen  algebraischen  Ueberlegungen 
bleiben  dieselben,  wenn  man  die  adjungirten  Cn—z  durch  adjungirte 
Curven  beliebiger  Ordnung  ersetzt.  Wir  behandeln  daher  sogleich 
folgende  allgemeinere  Aufgabe: 

Gegeben  sei  eine  00* -Schaar  von  ^adjungirten  Curven:  Man 
soll  auf  f=OR  Punkte  (Gr)  so  bestimmen,  dass  durch  sie  noch  00* 
Curven  der  gegebenen  Schaar  gehen. 

Dies  Problem  führt  natürlich  ebenfalls  auf  das  Verschwinden 
einer  Matrix,  bez.  der  Unterdeterminanten  einer  solchen.  Die  cc'- 
Schaar  von  Curven  sei  gegeben  durch  die  Gleichung: 

(12)  Y  ^E  a,  i/;i  -4-  «2  ^2  +  •  •  •  +  ^'  -f  1  ^«  + 1  =  ^  5 
für  sie  bestehen  die  R  Gleichungen: 

( 13)  V  (x(i))  =  0 ,     Y  (a;(2))  =  0  ,  .  .  .  M^  (o;«^')  =  0  , 

wo  gleichzeitig:  f  (a;('))  =  0,  /  {x^^))  =0,  .  .  .  /  (a;(^0  =  0-  Die  Glei- 
chungen (13)  sollen  von  den  Verhältnissen  der  Parameter  k,  noch  q 
willkürlich  lassen;  es  sind  also  zur  Bestimmung  dieser  Verhältnisse 
nur  t  —  q   verwendbar,   oder  mit  andern   Worten:   aus  je  i  —  ?  +  1 


*)  Dies  ist' also  wieder  ein  Beispiel  für  den  schon  auf  p.  439  behandelten  Fall. 
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der  Gleichungen  (Di)  soll  jede  eine  Folge  der  übrigen  l  —  q  sein. 
Hieraus  folgt  aber  entsprechend  der  Gleichung  (5)  die  Bedingung, 
dass  sämmtliche  (t  —  q  -\-  l)-gliedrige  Determinanten  des  Schemas: 

verschwinden  müssen*);  also  z.  B.  alle  Determinanten  der  Form; 


(15)  A/,= 


t/^.-,(x<") 


^1  (a:(^-))  ^2  (^^^'*) 


wo   für  /  alle   Werthe  der  Reihe  t  —  q  -{-  1,     t  —  q  -\- 2 ,  .  .  ,  t  -\-  \ , 

„     k     „  „  „        „        t  —  q-\-\,t  —  q  +  2,...R 

der  Reihe  nach  zu  setzen  sind.  Es  ist  aber  zur  Erfüllung  jener  Glei- 
chungen auch  gerade  nothwendig  und  hinreichend,  dass  alle  Deter- 
minanten Dil;  einzeln  vo'schivinden**) ,  vorausgesetzt,  dass  die  {t  —  q)- 
gliedrige  Determinante 

nicht  selbst  Null  ist.  Dies  aber  können  wir  voraussetzen,  da  wir  dem 
Curvensysteme  (12)  keine  besonderen  Bedingungen  auferlegt  haben. 
Zum  Beweise  jener  Behauptung  entwickeln  wir  A/i  nach  den  Elemen- 
ten der  letzten  Horizontalreihe  in  der  Form: 

Dik=^P,  (x<''-))  .  B^i-j-iljjx'^'^^)  .  B2i-\-...  +  tt-q{x('^)  .  Bt.,,i-^i>i[x^>')).D, 

wo  das  Bildungsgesetz  der  B/a  als  Unterdeterminanten  von  Dik  leicht 
zu  übersehen  ist.     Setzen  wir  nun 

(16)  C,,=  ^,(a:('0)_  :^  _  _  -L{^^(^(A))^,,-|-.  .  .-^^,_,{x^'<))B,^,,>\, 


*)  Für  ]{  =  l  —  q -{- \  ist  dies  Problem  auch  von  Clcbsch  und  Gordan 
(Theorie  der  Abel'schen  Functionen,  p.  211  ff.)  in  der  Weise  formulirt.  —  Den 
allgemeinen  Fall  kann  man  auch  durch  das  Verschwinden  einer  Matrix  dar- 
stellen, wenn  man  dem  Schema  (14)  noch  li  ~  t -\- q  —  1  Reihen  wUlkürlicher 
Grössen  zufügt,  wie  in  dem  Beispiele  auf  p.  692. 

*.*)  Vgl.  Kronecker  in  Baltzer's  Deterrainantentlieorie,  p.  42  der  dritten 
Auflage.  -^  Auf  ähnliche  Fragen  beziehen  sich  die  Untersuchungen  von  Ro- 
berts: Crelle's  Journal,  Bd.  67,  p.  266. 


704  Sechste  Abtheilung. 

so  wird  Cik  =  ipi  (x^''^),  weun  /  oder  A-  einen  der  Werthe  1  bis  i  —  q 
annimmt,  indem  dann  2?,/,  verschwindet;  und  wenn  man  dem  Index  / 
alle  Werthe  von  1  bis  /  -f-  ^ ;  tlem  Index  k  alle  Werthe  von  1  bis  E 
beilegt,  so  bilden  die  d/c  zufolge  ihrer  Zusammensetzung  aus  den  ■il> 
und  B*)  ein  System  von  Elementen,  für  welches  cd!e  aus  ihm  zu 
bildenden  (^  —  q  -\-  l)-gliedrigen  Determinanten  Null  sind.  Setzen 
wir  also  voraus,  dass  auch  die  Determinanten 

■Dt  —  q~\-l,t  —  q  +  l,        -^t  —  q  +  2,  t  —  q  +  l  ,   •  •   •   Dt  J^  \,t  —  q  ■{■  2  y 
ClT't  A-?  +  l.<-?+2;        A-5  +  2,1:  -  ^  +  2  ,   .   .   .  A  +  l,|f  -ä^  +  2^ 

Dt  —  q+l,R  p        Dt  —  q^2,R  ,  .    .   .  7><  _j.  1_  Ä  , 

säramtlich  Null  sind,  wie  wir  es  oben  thaten,  so  stimmen  wegen  (16) 
alle  Elemente  Cjk  bez.  mit  den  ipi  (a;(^')  überein,  d.  h.  sie  bilden  wieder 
das  Schema  (14);  und  es  verschwinden  daher  auch  alle  {t  —  q  -{-  1)- 
gliedrigen  Determinanten  der  ^,  q.  e.  d. 

In  dem  Gleichungssysteme  (14)  sind  also  nur 

von  einander  unabhängige  Gleichungen  enthalten,  nämlich  z.  B.  die- 
jenigen, welche  durch  das  Verschwinden  der  in  (17)  zusammengestellten 
Determinanten  Dik  gegeben  werden.  Die  gemeinsamen  Lösungen  der 
letzteren  geben  also  auch  diejenigen  des  Systems  (14),  denn  jedes 
Werthsystem,  welches  die  Determinanten  (-17)  zum  Verschwinden 
bringt,  genügt  auch  allen  anderen  aus  (14)  entspringenden  Bedingun- 
gen; davon  hat  man  jedoch  noch  abzusondern  alle  Werthsysteme,  für 
welche  Determinanten  der  Form  D  verschwinden.**)  In  den  (^ -f-  1) 
{R  —  t  -\-  q)  Gleichungen  kommen  aber  R  Unbekannte  vor:  die  Coor- 
dinaten  der  Punkte  a;''),  welche  ausserdem  an  die  Gleichungen  f{x^'^)  =  0 
gebunden  sind.  Von  diesen  R  Punkten  kann  man  also  auf  /  noch 
willkürlich  annehmen: 

(18)  R-{q+\){R-t  +  q)- 

eine  Zahl,  welche  jedenfalls  nicbt  negativ  werden  darf.  Damit  sich 
also  Gruppen  von  R  Punkten  auf  f  finden  lassen,  durch  welche  noch 
eine  <xfl-Schaar  von  Curven  aus  einer  gegehenen  lineare?!  oo* -Schaar 
hindurchgehen,  muss  die  Bedingung  erfüllt  sein: 

(19)  /?^(?+ 1)  (i?  —  ^ +  '/).***) 

*)  Es  folgt  dies  aus  dem  Determinauteu-Multiplicationssatze;  vgl.  Crelle's 
Journal,  Bd.  97,  p.  38. 

**)  Vgl.  darüber  die  Beispiele  iu  dem  vierten  Abschnitte  dieser  Abtheilung, 
sowie  die  Anmerkung  **)  auf  p.  695.  Im  Beispiele  zeigen  gleichzeitig,  dass  die 
Zahl  der  übrig  blfihenden   Lösungen  im  allgemeinen  nicht  A^iill  ist. 

***;  So  weit  würden  diese  Betrachtungen  auch  für  nicht  adjungirte  Curven- 
systeme  gültig  bleiben,  vgl.  den  weiterhin  folgenden-  Abschnitt  über  Schnitt- 
pnuktsysteme  (p.  757). 
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Neben  die  Bedingung  (19)  stellt  sich  noch  eine  andere,  wenn 
man  verlangt,  dass  die  Gruppen  Gr  eine  Schaar  von  bestimmter 
Mannigfaltigkeit  bilden  sollen,  die  durch  Curven  bestimmter  Ordnung 
ausgeschnitten  werden.  Die  Aufstellung  dieser  zweiten  Bedingung  ist 
von  besonderem  Interesse,  wenn  die  ^  von  der  (n  —  3)**^"  Ordnung 
sind,  und  wenn  die  Gr  selbst  wieder  eine  Specialschaar  ^//'^  bilden, 
d.  h.  durch  eine  oc'- Schaar  von  adjungirten  €„  —  ?,  ausschneidbar  sein 
sollen,  indem  dann  die  Zahlen  r,  R,  q,  Q  durch  den  Riemann- 
Roch 'sehen  Satz  unter  einander  verknüpft  sind.  Kehren  wir  z.  B. 
zu  dem  oben  besprochenen  Falle  zurück  (p.  694  und  697),  wo  wir 

r=\^     R  =  p-2,     q=^2,     Q=p,     t=p-\ 

hatten,  und  wo  in  Uebereinstimmung  mit  (18)  noch  p  ~  5  Punkte 
willkürlich  auf /"gewählt  werden  konnten,  um  eine  Gruppe  Gr  =  Gp  ^  ^ 
zu  finden,  durch  dia  noch  c»^  Cn-ü  gehen.  Soll  hier  dann  weiter  die 
Gruppe  Gr  einer  ex.'-  (d.  i.  oo'-)  Schaar  g  _,,  angehören,  so  haben 
IV ir  noch  die  ziveUe  Bedingung:  p  —  5^1;  und  die  (weiterhin  mit  r 
bezeichnete)  Zahl  p  —  6  ist  die  Zahl  der  beliebig  wählbaren  Punkte, 
wenn  man  eine  Schaar  q      „  finden  will. 

Ebenso  erledigt  sich  nun  allgemein  unser  ursprüngliches ,  die  d  —  3 
betreffendes  Problem,  nämlich  die  Bestimmung  der  Specialschaaren  gR^''\ 
Wir  wollen  dabei  voi'aussetzen,  dass  t=p  —  \  ist,  d.  h.  dass  die 
Curven  der  Schaar  (12)  keiner  anderen  Bedingung  genügen,  als  der, 
von  der  (n  —  3)*®"  Ordnung  und  zu  /  adjungirt  zu  sein.  Die  Deter- 
minanten (15)  o(ler  (17)  werden  in  diesem  Falle  {p — ^)  -  gliedrige, 
und  von  den  R  Punkten,  welche  in  den  aus  (14)  entspringenden  Glei- 
chungen vorkommen,  sind  nach  (18)  noch 

E-(qJ^\){RJ^q-p+V) 

willkürlich  annehmbar.  Damit  wir  auf  eine  Schaar  ^/j^')  kommen, 
darf  diese  Zahl  aber  nicht  nur  nicht  negativ  werden,  sondern  auch  nicht 
unter  r  herabsinken.  Da  nun  wegen  (11)  R  —  p  -\-  \  ===  r  —  q  ist,  so 
tritt  an  Stelle  von  (19)  für  Specialgruppen  Gr^''^  die  Relation: 

(20)  R-^qj^i)r^r, 

und  hieraus  folgt,  wieder  in  Rücksicht  auf  (11): 

(21)  ■  R  >  ^Ji:±^n , 

oder  auch,  wenn  man  aus  (20)  R  mittelst  (11)  eliminirt: 

(22)  ;,^(r+l)(^-f-]). 

Die  Differenzen  der  linken  und  rechten  Seiten    dieser  Ungleichungen: 

(23)  r  =  R~{q-^\)r-r  =  R(r-\-])-r(r-^p—\)=^p  —  {q-\-\){r+]) 

Clebscb,  Vorleaungen.  45 
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geben  die  Anzahl  der  noch  willkürlich  annehmbaren  Punkte  einer 
Gruppe  Gr  an,  welche,  nachdem  r  willkürliche  Punkte  fest  gewählt 
sind,  aus  einem  oc*- Systeme  von  oo' - Schaaren  gR^''\  die  alle  den 
gegebenen  Bedingungen  genügen,  eine  endliche  Anzahl  solcher 
Schaaren  ^ä*')  ausscheiden.  Diese  Zahl  x  kann  nun  selbstverständ- 
lich beliebig  klein  werden;  ist  sie  gleich  Null,  so  gibt  es  nur  eine 
endliche  Zahl  von  Schaaren  gn^'''^  auf  der  C„,  wie  in  dem  oben  be- 
trachteten Beispiele  für  p  =  Q.  fVircl  sie  dagegen  negativ,  so  ist  das 
Problem  nicht  lösbar  (p.  698). 

Jeder  Schaar  qr^''^  von  corresidualen  Gruppen  Gr  entspricht  nun 
nach  dem  Riemann-Roch'schen  Satze  eine  ebensolche  ^^'«''  und 
umgekehrt,  und  zwar  so,  dass  jede  Gruppe  der  einen  Schaar  zu  jeder 
Gruppe  der  andern  residual  ist;  die  Zahlen  Q,  q  bestimmen  sich  dabei 
aus  R,  r  vermöge  der  Gleichungen  (11).  Die  oo*  Schaaren  ^/j*'' haben 
die  Eigenschaft,  dass  keine  mit  einer  anderen  von  ihnen  eine  vollständige 
Gruppe  Gr^''^  gemein  hat  (da  irgend  eine  Gruppe  die  Schaar,  welcher 
sie  angehört,  nach  dem  Restsatze  vollständig  und  eindeutig  bestimmt) ; 
Gleiches  gilt  von  den  Schaaren  gg'"'^'^ ,  deren  es  natürlich  auch 
oo*  gibt. 

Der  Fall  t  =  0  ist  nun  für  das  Folgende  von  besonderem  Inte- 
resse.. Für  denselben  findet  man  aus  den  Gleichungen  (13)  bez.  (14), 
oder  aus  dem  Yerschwiuden  der  Determinanten  Aa,*zu  r  gegebenen 
Punkten  eine  endliche  Anzahl  Z  von  Gruppen  zu  je  R  —  r  =  r(^4~l) 
Punkten,  von  denen  dann  jede  mit  den  /•  Punkten  zusammen  eine 
Gruppe  6^ä''')  bildet,  und  aus  denen  durch  Bewegung  der  r  Punkte  Z 
verschiedene  Schaaren  ^^^''^  entstehen."^)  Diese  Schaaren  haben  nichts 
mit  einander  gemein,  können  auch  nicht  durch  unendlich  kleine  Ver- 
änderungen (continuirlich)  in  einander  übergeführt  werden.  Denselben 
sind  ferner  ebetisoviele  Schaaren  von  Gruppen  Gq^9)  auf  /  =  0  als 
Residuen  eindeutig  zugeordnet,  und  umgekehrt  (vgl.  obiges  Beispiel, 
p.  697  f.).  Die  Aufsuchung  der  Schaaren  gg^^^  iührt  somit  auf  eine 
Gleichung  desselben  Grades,  wie  die  der  ^ä^'"'  ;  die  Anzahl  der  Lösungen 
ist  für  beide  Probleme  gleich  gross,  und  die  Lösungen  der  beiden  Glei- 
chungen gehen  eindeutig  aus  einander  hervor,  wenngleich  die  Pro- 
bleme vom  algebraischen  Standpunkte  als  völlig  verschiedene  er- 
scheinen. 

Ist  dagegen  x  von  Nidl  verschieden,  so  findet  ein  derartiges  Ent- 
sprechen zweier  bestimmten  Probleme  nicht  mehr  statt  (vgl.  das  Beispiel 


.  *)  D.  h.  die  Bestimmung  dieser  Schaaren  hängt  von  einer  Gleichung  Zten 
Grades  ab.  Allgemein  angeben  kann  man  die  Zahl  Z  bisher  nicht;  für  den  Fall 
R==t  —  9 -j- 1  ist  der  Werth  von  Z  bei  Brill  und  Nöther  a.  a.  0.  ohne  Be- 
weis mitgetheilt. 
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p.  698).  Existirt  nämlich  auch  eine  endliche  Anzahl  von  Gruppen 
Gr^''^  zw  r  -\-  r  beliebig  gegebenen  Punkten,  so  führen  diese  nach  dem 
Riemann-Roch'schen  Satze  auf  Gruppen  Gq''''\  welche  zwar  q,  aber 
keine  q  -\-  t  Punkte  gemein  haben  können.  Nimmt  man  demnach 
q  -{-  t  Punkte  beliebig  an  und  sucht  die  ihnen  zugehörigen  Gruppen 
Gc^t^  (d.  h.  die  ergänzenden  Gruppen  von  je  Q  —  q  Punkten),  so  sind 
sie  zwar  in  endlicher,  jedoch  von  jener  Zahl  verschiedener  Anzahl 
vorhanden.  Wohl  aber  existiren,  wie  schon  bemerkt,  zu  gegebenen 
r  Punkten  oo'^  Lösungen  für  die  Bestimmung  von  Gruppen  Gr^''^ 
welchen  zu  beliebig  gegebenen  q  Punkten  co*  Lösungen  für  die  Be- 
stimmung von  Gruppen  Grh^  eindeutig  entsprechen. 

Beim  Beginne  unserer  Untersuchungen  über  Specialgruppen 
hatten,  wir  nach  solchen  ziveiiach.  unendlichen  Schaaren  gefragt,  für 
welche  die  Zahl  R  der  beweglichen  Punkte  eine  möglichst  kleine  ist 
(vgl.  p.  690).  Unsere  Bedingung  (21)  p.  705  erlaubt  uns  nunmehr, 
sofort  für  r  =  2  den  kleinsten  -Werth  anzugeben ,  welchen  R  an- 
nehmen kann.     Nach  derselben  muss  nämlich 

3  i?  ::>  2  (;?  +  3) 

sein.  Ist  also  /?  =  3;r,  wo  ii  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  so 
haben  wir  als  kleinsten   Werlh  von  R  für  r  =  2: 

R  =  2{7l-{-\)=P  —  71  ^2; 

und  dieser  Werth  erfüllt  auch  noch  für  p  =  3  7t  -\-  1  und  /?  =  3  ;r  -f-  2 
die  gestellte  Bedingung.  Die  Gleichungen  (20),  (21)  oder  (22)  erlau- 
ben aber  überhaupt,  die  Minimcthverthe  der  Zahl  R  von  Punkten  an- 
zugehen, für  welche  eine  Specialgruppe  Gr^''^  bei  gegebenem  r  auf 
f  z=  0  bestehen  kann;  nach  (11)  erhält  man  so  gleichzeitig  die 
Maximalwerthe  für  die  Anzahl  Q  der  die  Residualgruppen  bildenden 
Punkte.  Die  sich  ergebenden  Zahlen  sind  für  r=  1,  2,  3  in  der 
folgenden  Tabelle  zusammengestellt,  welche  man  leicht  beliebig  fort- 
setzt; in  ihr  enthält  die  vorletzte  Colonne  noch  die  durch  (23)  defi- 
nirte  Zahl  t  für  die  Mannigfaltigkeit  der  zusammengehörigen  Schaaren 
g/i^''^  und  gQ^^^,  eine  Zahl,  welche  nie  negativ  werden  darf.  Aus 
letzterer  Bemerkung  findet  man  nach  (22)  oder  (23)  die  kleinsten 
Werthe  von  p,  für  welche  die  betreffende  Specialschaar  möglich  ist, 
und  welche  in  der  letzten  Colonne  angegeben  sind.  Sollen  ganze 
Zahlen  für  /?,  u.  s.  w.  zum  Vorscheine  kommen,  so  muss  man  auf 
die  Natur  der  Zahl  p  Rücksicht  nehmen.  Es  sei  ;r  eine  ganze  positive 
Zahl,  dann  findet  man: 


45' 
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Minimalwerth 
von  R 

Zugehöriger  Werth  von 

T 

P> 

für  p  —           1 

9                      Ö 

27t 

2:r+  1 

V 

p~-7l-\-\ 

Tt—  1    /?-f-:T  — 3      1 

0 

1 

4 

3:r 

3;r+  1       1 

3jt  +  2      1 

2 

p-^  +  2 

jr  —  1  /7-|-Jf  —  4 

0 

1 

2 

■      6 

4  7t 

4;r  +  1 

4n;  +  2 
47r +  3 

3 

i>-7r  +  3 

;r-l 

p-\-7i  —  b 

0 
l 
2 
3 

.  8 

wo 
r<r4-l 

r 

J9  —  :n;  +  ^^ 

;r  — 1 

p-j-Tt — r — 2 

r 

2r  +  2*) 

So  existiren  z.  B.,  wie  schon  mehrfach  erwähnt  (p.  688),  auf 
einer  C^j  mit  2  Doppelpunkten  (jo  =  4,  tc  =  2)  zwei  verschiedene 
Schaaren  ^3'^),  indem  t  =  0,  r  =  l,/?  —  jt  -\-  l  =  3]  und  beide  sind 
einander  residual;  in  der  That  wird  auch  q  =  tc  —  1=1,  Q=p  -{-  71 
—  3  =  3.  Ein  anderes  Beispiel  bietet  die  Curve  Cq  mit  5  Doppel- 
punkten (7;  =  5).  Zu  zwei  willkürlich  gewählten  Punkten  P^,  P^ 
existirt  hier  eine  endliche  Zahl  von  Punktepaaren,  welche  mit  jenen 
zusammen  Specialgruppen  G_^^^^  bilden,  indem  p  =  2  71  -\-  1  für  n  =  2, 
p  —  :;r-f-l=4,  •r==l,  also  r  -\-  r  =  2  (entsprechend  der  willkür- 
lichen Wahl  von  zwei  Punkten).  Und  zwar  gibt  es  zu  P^,  P.^  noch 
5  Gruppen  6^4*'' ;  denn  transformirt  man  die  Cq  mittelst  der  oo^  ad- 
jungirten  C.^,  welche  durch  /*, ,  P^  gelegt  werden  können,  so  erhält 
man  wieder  eine  C^,  welche  ebenfalls  5  Doppelpunkte  haben  muss; 
die  den  letzteren  auf  der  Cg  entsprechenden  Punktepaare  bilden,  wie 
bekannt,  mit  P, ,  P.^  zusammen  die  Basispunkte  für  adjungirte  Cg, 
welche  die  C^  in  residualen  Schaaren  ^/^'  =  ^^<«'  treffen  (vgl.  p.  439). 
Man  erhält  im  Ganzen  00'  solche  Schaaren  g^^^^  auf  der  C^,  weil 
T  ^  1.  Eine  derselben  besteht  z.  B.  aus  den  Gruppen,  welche  von 
dem  durch  einen  Doppelpunkt  gehenden  Geradenbüschel  ausgeschnitten 
werden;  die  ßesidualschaar  derselben  bilden  die  Gruppen  G^^^\  welche 
von  dem  durch  die  andern  vier  Doppelpunkte  gehenden  Kegelschnitt- 
büschel   bestimmt    sind.      Es    sei    hier    endlich    noch   einmal   auf    das 


*)  Die  Richtigkeit  dieser  allgemeiuen  Zahlenreihe  erkennt  man  durch  Ein- 
setzen derselben  in  die  Bedingung  (21);  es  wird  dann  für  r  =  0  in  der  That 
{r -\- \}  R=  r  (r -\- p  —  1^;  für  t>0  geht  diese  Bedingung  über  in:  (r -j- 1) 
•  {r  -{-  r)  >  r  {r  -\-  \  -\-  r).     Letztere  aber  ist  erfüllt. 
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früher,  eingehend  behandelte  Beispiel  für  p  =  6  verwiesen.  Für  das- 
selbe nämlich  ist  durch  vorstehende  Determinantensätze  der  oben  noch 
fehlende  Beweis  der  Existenz  von  Schaaren  ^/^^  und  y^S^^  auf  einer  C-; 
mit  9  Doppelpunkten  erbracht.*) 


III.    Die  Transformation  auf  Normalcurven.  —  Moduln. 

Kehren  wir  jetzt  wieder  zu  dem  Falle  r  =  2  zurück,  welcher  ja 
für  die  eindeutige  Transformation  der  Grundcurve  von  besonderer 
Wichtigkeit  ist.  In  der  That  können  wir  nach  unseren  früheren  Aus- 
führungen (p.  69<))  unter  Berücksichtigung  der  zu  r  =  2  gehörigen 
und  in  der  Tabelle  angegebenen  Minimalwerthe  von  R  sofort  folgenden 
Satz  aussprechen; 

Die  Curve  niedrigster  Ordnung  (Normaicurve) ,  in  welche  eine  all- 
gemeine Curve  vom  Geschlechte  p  eindeutig  transformirt  werden  kann, 
ist  von  der  Ordnung  p  —  7t  -\-  2 ,  v)enn  die  Zahl  p  von  der  Form  3  n, 
?>n  -{-  \ ,  ^  n  -\-  2  ist,  oder  —  was  dasselbe  ist  —  bez.  von  der  Ordnung 
2  7C  -\-  2,  2  TT  +  3,  2  jr  -|-  4;  und  da  ihr  Geschlecht  ebenfalls  gleich  p 
sein  muss,  besitzt  diese  Normaicurve  -\  {p  —  ^+  !)(/>  —  Jr)  —  p  oder 
bez.  2n{7t  —  \),  2  71^,  2  3r2  -f  2  TT  +  1  Doppelpunkte.'*'') 


*)  Für  specielle  Curven  vom  Geschlechte  p  können  jedoch  auch  noch  andere 
Specialschaaren  existiren,  als  die  in  der  Tabelle  aufgeführten,  z.  B.  bei  den 
hyperelliptischen  Curven. 

**)  Diese  Normalcurven  sind  von  Brill  und  Nöther  a.  a.  0.  angegeben.  — 
Schon  in  der  Anmerkung  auf  p.  693  wurde  bei  einem  Beispiele  hervorgehoben, 
dass  die  Normalcurven  Riemann's  ^§.  13  in  dessen  Theorie  der  Abel'schen 
Functionen)  von  diesen  wesentlich  verschieden  sind.  Bei  Riemann  nämlich 
kommt  es  darauf  an ,  in  einer  Gleichung  F  {x,  y)  =  o,  welche  vom  «ten  Grade 
in  den  x,  vom  nten  Grade  in  den  y  ist,  die  Zahlen  ?«,  n  einzeln  durch  eindeutige 
Transformation  möglichst  zu  erniedrigen,  oder  mit  anderen  Worten,  zwei  von 

einander  verschiedene  algebraische  Functionen  —   und    ^  zu  finden,   welche    in 

X  X 

möglichst  wenig  Punkten  Null  und  unendlich  werden.  Man  hat  also  zwei 
Curvenbüschel : 

(a)  ■tj, -[.  X  j^  z=  0     und     i/,' -f  (x  j;' =  0 

zu  suchen,  welche  in  möglichst  wenig  beweglichen  Punkten  schneiden,  d.  h. 
welche  auf /'=0  zwei  Schaaren  r/^^  bestimmen,  für  die  R  den  in  der  Tabelle 
angegebenen  Minimalwerth  hat:  R  =  p  —  n  -\-  l  für  ,•?  =  2  jt  oder  p  =  2  n  -^  \. 
Die  zu  benutzenden  Transformationscurven: 

iß)  <xi'^x' +  <^2X'^' -\- (^3XX  =(> 

schneiden  f=0  dann  noch  in  2 p  —  2n-\-2  beweglichen  Punkten.  Den  Grup- 
pen von  je  Q  =  p  -\-  it  —  3  Basispunkten  der  Büschel  (a)  entspricht  je  ein 
(p -|- jr  —  3)  -  facher  Punkt  der  neuen  Curve.  Wir  erhalten  also  (in  Ueberein- 
stimmung  mit  Riemann): 
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Den  genannten  drei  Fällen  entsprechend  hat  man  zur  Wahl  der 
Schaar  von  Transformationscurven  in  Rücksicht  auf  die  Werthe  von 
X  bei  r  =  2  keinen ,  einen  oder  zwei  Parameter  zur  Verfügung.  Die 
Werthe  von  Q  und  q,  welche  dem  Werthe  B=  p  -\-  %  —  2  entspre- 
chen, erlauben  daher  den  vorstehenden  Satz  auch  in  folgender  Form 
auszusprechen : 

j^ür  p  =  37t,  Stt-j-I  oder  3  n  -\-  2  kann  man  zu  einer  Special- 
gnippe  von  p  -\-  it  —  A:  oder  hez.  4  tc  —  4,  4n  —  3,  4jr  —  2  Punkten, 
durch  welche  noch  zweifach  unendlich  viele  adjungirie  Curven  (n  —  3)*^' 
Ordnung  hindurchgehen,  und  von  denen  bez.  n  —  1 ,  Jf ,  %  -\-  \  willkür- 
lich angenommen  werden  dürfen,  noch  ^{p  —  ti  -\-  l)  {p  —  n)  —  p  oder 
hez.  2  %  in  —  1),  2  Tt"^,  2  ti^  -\-  2  it  -\-  1  Punktepaare  jinden,  welche  zu- 
sammen mit  jenen  p  -\-  n  —  4  Punkten  eine  Specialgruppe  von  hez. 
2  :fr  (TT  +  1)  —  4,  2  jr  (jr  +  2)  —  3,  2  tt  (tt  +  3)  —  1  Punkten  bilden, 
durch  luelche  noch  einfach  unendlich  viele  Curren  der  Art  zu 
legen  sind. 

Man  erhält  so  für  die  niedrigsten  Zahlen  von  p  genauer  aufgezählt 
folgende  Normalcurven ;  ein  Vergleich  mit  der  oben  (p.  689)  mitgetheilten 
Tabelle  für  Curven  {p  -\-  l)*"  Ordnung  zeigt,  wie  in  der  That  für 
/>  >  6  hier  Curven  niedrigerer  Ordnung  erhalten  werden.     Man  findet 

für  p  =  3,  jr  =  1  :  Curven  4*"  Ordnung  mit     0  Doppelpunkten 

„      p=.4,    71^1 
„      /J  =  5,    TT  =  1 

„  ;)  =  6,  TT  =  2 

.     ,;  7^  =  7,  ^=2 

„  p  =  S,7t  =  2 

„  /?  =  9,  ;r  =  3 

Auch  unter  diesen  Curven  fehlen  z.  B.  die  Curven  5*®'  Ordnung 
mit  p  =  b  und  mit  p  =  Q.  Diese  und  allgemein  Curven  vom  Ge- 
schlechte p,  deren  Ordnung  kleiner  als  p  —  7t  -\-  2,  entstehen  vielmehr 
durch  Transformation  von  splchen  Curven  (/?  —  ti  -\-  2)'"  Ordnung, 
auf  denen  in  Folge  besonderer  Relationen  zwischen  den  sie  bestimmen- 
den Constanten  Specialschaaren  Qr^^'i  mit  weniger  beweglichen  Punkten 


5ter 

JJ 

V 

2 

gter 

V 

V 

5 

ßter 

V 

}} 

4 

^ter 

V 

}} 

8 

gter 

V 

}} 

13 

gter 

>} 

>} 

12 

fürp  —  2n        Curveu  (;j  +  2)ter  Ord.  mit  zwei  3(7r  — l)-faclien  u.  7r(7r  — 2)  Doppelp. 

„   p  =  27r-f  1        „        (p  +  3)ter     „         „        „       (Stt  — 2) -fachen   „        n^  „ 

Ausgenommen  sind  die  Fälle  p  =  1  und  p  ==  2.  Für  p  ^=  2  it  -\-  1  hi  t  =  1;  die 
Transformation  kann  daher  dann  noch  auf  unendlich  viele  verschiedene  Arten 
geschehen.  —  Durch  eine  quadratische  Transformation,  deren  Fundamentalpunkte 
bez.  in  den  beiden  vielfachen  Punkten  und  einem  der  Doppelpunkte  liegen,  (oder 
durch  Betrachtungen  über  Raumcurven)  können  diese  Normalcurven  leicht  in 
Curven  /yter  bez.  (/; -f  l)ter  Ordnung  übergeführt  werden  (p^i);  vgl.  Brill, 
Math.  Annalen,  Bd.  2,  p.  471. 
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existiren,  als  auf  einer  allgemeinen  Curve  des  betreffenden  Geschlechts 
möglich  ist. 

Durch  specielle  Werthe  dieser  schon  oben  erwähnten  (p.  685) 
gewöhnlich  als  Moduln  bezeichneten  Constanten  (deren  Anzahl  wir 
sogleich  noch  bestimmen  werden)  kann  aber  auch  die  Transformation 
einer  Cn  f  ix)  =  0  vom  Geschlechte  p  in  die  zugehörige  Normalcurve 
mittelst  adjungirter  Cn~-s  überhaupt  unmöglich  gemacht  werden. 
Wenn  nämlich  auf  /je  zwei  Punkte  einander  derart  zugeordnet  sind, 
da^ss  (wie  dies  z.  B.  bei  Curven  5^"^  Orduung  mit  einem  3 -fachen  Punkte 
der  Fall  ist)  alle  adjungirten  C„_3,  welche  durch  einen  beliebigen 
Punkt  gehen ,  damit  von  selbst  durch  einen  oder  mehrere  diesem 
zugeordnete  Punkte  gehen ,  so  wird  die  eindeutige  Umkehrung  der 
Transformationsformeln  Qyi=rpi{x)  auch  mit  Hülfe  von /' ==  0  in 
der  Weise  unmöglich,  dass  sich  die  Variabein  x  durch  die  y  nicht 
mehr  rational,  sondern  nur  noch  mit  Hülfe  von  Wurzelzeichen  (oder 
überhaupt  von  Irrationalitäten)  ausdrücken  lassen ;  und  das  Entsprechen 
hört  dann  auf  eindeutig  zu  sein.  Man  überzeugt  sich  indess  leicht 
davon,  dass  höhere  Irrationalitäten  als  Quadratwurzeln  bei  der  Benutzung 
von  adjungirten  C„-z  als  Transformationscurven  nicht  vorkommen 
können.  Sollten  nämlich  jedem  heUehig  gegebenen  Punkte  A  auf  f 
etwa  j  Punkte  in  der  Weise  entsprechen  können,  dass  alle  adjungirten 
C  — 3  durch  A  auch  durch  diese  j  Punkte  hindurchgingen,  so  würde 
man  ,  da  eine  solche  Curve  j)  —  1  Bestimmungsstücke  besitzt,  durch 
Annahme  von  p  —  1  beliebigen  Punkten  im  Ganzen  schon  {j  -\-  1) 
.  (/?  —  1)  Schnittpunkte  der  Curve  festgelegt  haben,  während  dieselbe 
f  nur  in  2  p  —  2  beweglichen  Punkten  triflFt.  Daher  ist  j  höchstens 
gleich  1. 

In  der  angegebenen  IV eise  kann  also  höchstens  ein  weiterer  Punkt 
der  Cn  durch  einen  gegebenen  mit  bestimmt  sein.*)  Da  es  nun  einfach 
unendlich  viele  Punkte  auf  der  Curve  gibt,  so  ist  eine  Curve  dieser 
speciellen  Natur  dadurch  charakterisirt,  dass  sie  eine  g^^'^''  besitzt.  Für 
dieselbe  bleibt  der  Satz  gültig,  dass  p  —  1  Schnittpunkte  einer  ad- 
jungirten C„_3  durch  die  p  ■^-  \  übrigen  bestimmt  sind;  aber  jetzt 
hängt  schon  jeder  einzelne  jener  ersteren  Punkte  von  einem  ganz 
bestimmten  der  letzteren  ab,  und  umgekehrt.  Man  kann  also  p  —  3 
Punkte  beliebig  annehmen;  durch  sie  und  die  zugehörigen  ;;  —  3 
Punkte  geht  noch  ein  Büschel  von  adjungirten  C„_3,  welche  auf  f 
jene  g^^^^  ausschneiden.  Eine  einzelne  Gruppe  ^2^^^  (=  ^ä^'"')  dieser 
Schaar  bildet  dann  nach  dem  Riemann-Roch'schen  Satze  das 
System  der  Basispunkte  von  oo?'-'^  adjungirten  C^-z,  welche  die 
residuale   Schaar  g^^^-l  (^^  ^q'^')   ^"^  f  ausschneiden,   während  durch 


")  Vgl.  Brill  und  Not  her,  a.  a.  0.  p.  286. 
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zwei  beliebige  Punkte  von  f  nur  noch  00^"^  solche  Curven  hindurch- 
gehen. Ein  Beispiel  für  derartige  Vorkommnisse  bieten  die  Curven 
^ter  Ordnung  mit  einem  (n  —  2)  -  fachen  Punkte  (also  vom  Geschlechte 
n  —  2);  in  der  That  zerfällt  hier  jede  adjungirte  C„_3  in  n  —  3 
durch  den  {n  —  2) -fachen  Punkt  gehende  Gerade.  Eine  bewegliche 
Linie  dieses  Strahlbüschels  stellt  also  zusammen  mit  n  —  4  festen  Ge- 
raden desselben  eine  00^-Schaar  von  C„_3  dar,  welche  f  in  nur  zwei 
beweglichen  Punkten  ti-effen.  Die  hier  gemeinten  Curven  werden  ge- 
wöhnlich hy  per  elliptische  genannt.*) 

Es  gilt  aber  auch  umgekehrt  der  Satz ,  dass  jede  Cn  vom  Ge- 
schlechte p,  auf  welcher  eine  Specialsrhaar  ^.^("  existirt,  in  eine  Curie 
{p  -(-  2)'^'"  Ordnung  mit  einem  p- fachen  Punkte  eindeutig  transformirt 
iverden  kann;  eine  jede  Curve  mit  einer  Schaar  ^2'^'  werden  wir 
daher  als  hyperelliptische  bezeichnen.  Die  genannte  Transformation 
geschieht  vermittelst  einer  00-- Schaar  adjungirter  6'„_2,  welche 
durch  n  -\-  p  —  4  beliebige  feste  Punkte  der  C„  gehen  und  also 
letztere  in  der  That  noch  in  /?  -)-  2  beweglichen  Punkten  treffen.  Um 
auf  der  neuen  Curve  6'^; 4. 2  einen  p- fachen  Punkt  zu  erzeugen,  hat 
man  von  den  n  -\-  p  —  4  festen  Punkten  auf  der  Cn  n  —  /;  in  die 
Schnittpunkte  einer  beliebigen  Geraden  w^  =  0  mit  f  =  0  zu  legen 
und  die  übrigen  2p  —  4  so  zu  wählen,  dass  durch  sie  noch  ein  Bü- 
schel von  C„_3  :  ^1  -j-  Xcp^  =  0,  der  die  ^2*''  ausschneidet,  in  der  ge- 
schilderten Weise  hin(^urchgeht.  Bedient  man  sich  dann  der  Trans- 
formationsformeln 

wo  ip  =  0  eine  beliebige  durch  die  genannten  n  -\-  p  —  2  Punkte 
gehende  C„_2  darstellt,  so  schneidet  der  Büschel  f/i  -\-  ^fJz^^  ^  ^i^ 
resultirende  Cp^-2  nur  in  zwei  beweglichen  Punkten,  indem  er  auf 
ihr  die  charakteristische  g^^^^  bestimmt,  d.  h.  der  Punkt  y^  =  0,  y.^  ==  0 
ist  in  der  That  yw-facher  Punkt  der  Curve  C-p^i-  — 

Die  Bestimmung  der  Anzahl  der  für  eine  Curve  charakteristischen 
Constanien,  der  Moduln,  kann  nun  im  Anschlüsse  an  unsere  Bestim- 
mung der  Normalcurven  niedrigster  Ordnung  geschehen  (vgl.  p.  685). 
Wir  nehmen  zuerst  an,  dass  das  Geschlecht  p  durch  3  theilbar,  also 
p  =  3  TT  sei;  dann  ist  die  zugehörige  Normalcurve  von  der  Ordnung 
2  71  -\-  2  und  hat  2  n  {%  —  1)  Doppelpunkte,  d.  h.  sie  hängt  von 


*)  Der  Name  ist  dadurch  begründet,  dass  für  diese  Curven  die  hyperellip- 
tischen Integrale  (vgl.  den  Abschnitt  VI.  dieser  Abtheilung)  eine  ähnliche  Bedeu- 
tung haben,  wie  die  elliptischen  Integrale  für  die  Curven  vom  Geschlechte  p  =  1. 
Auch  am  Schlüsse  dieses  Abschnittes  kommen  wir  auf  die  hyperelliptischen  Cur- 
ven zurück;  vgl.  ausserdem  den  Abschnitt  über  die  Curven  vom  Geschlechte  p  =  2. 
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(jr  +  1)  (2  TT  +.  5)  —  2  jr  (jr  —  1)  =  9  ;r  4-  5 

Constanten  ab.  Von  letzteren  kann  man  aber  durch  lineare  Trans- 
formation noch  acht  zerstören,  so  dass  nur 

9  7C  —  3  =  3/?  —  3 

Constante  übrig  bleiben.  Eine  weitere  Reduction  dieser  Zahl  durch 
besondere  Wahl  der  willkürlichen  7t  —  1  Punkte,  welche  bei  der 
Transformation  unserer  Curve  C„  vom  Geschlechte  3  ä  in  die  Normal- 
form (auf  derselben  liegend)  als  Basispunkte  für  die  Transformations- 
curven  («  —  3)*^"^  Ordnung  dienen^  ist  nicht  möglich.  Zwei  verschie- 
dene solche  Gruppen  Gn-i  nämlich  geben  zu  zwei  Schaareu  von 
adjungirten  Cn—s  Veranlassung,  welche  auf  der  C„  dieselbe  Schaar 
^Tn+i  ausschneiden  (da  es  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Schaaren 
'^271+2  S^*^^'  indem  t  =  0)  und  sind  daher  vollkommen  äquivalent  in 
Bezug  auf  die  Curve  /"  =  0.  Sind  also  zwei  solche  Transformationen 
durch  die  Gleichungen 

Qi/i  =  ^i{^)  ^    Qyi  =  '^i{x) 

gegeben,  so  führen  dieselben  auf  die  gleiche  Normalcurve  F  (y)  =  0. 
Durch  andere  Wahl  jener  n  —  1  Basispunkte  auf  der  C„  erreicht  man 
also  nur,  dass  eine  andere  cx:^- Schaar  von  adjungirten  C„^-j  in  eine 
Schaar  von  Geraiien  (und  eine  zu  F  =  0  adjungirte  feste  C2n-i)  über- 
geführt wird,  ohne  jedoch  die  Gleichung  F=0  selbst  zu  ändern. 

Ganz  analog  gestaltet  sich  nun  die  Betrachtung  für  p  =  3  7t  -\-  l 
und  />  =  3  TT  -j-  2.  Im  ersteren  Falle  hat  man  t  =  1,  und  demgemäss 
kann  die  Transformation  in  die  Normalcurve  noch  auf  einfach  unend- 
lich viele  verschiedene  Arten  geschehen,  so  dass  man  durch  specielle 
Wahl  der  willkürlichen  tc  Punkte  noch  eine  Constante  der  resultiren- 
den  Gleichung  F  ^  0  zerstören  kann.  Die  Zahl  der  bleibenden  Con- 
stanten ist  also  gleich 

^(2  7r  +  3)(2:r  +  6)— 2;t2  —  8—  l=9;r  =  3i0  —  3. 

In  der  That  ist  auch  evident,  dass  zwei  verschiedene  Normal- 
curven  F  [ij)  =  0,  welche  aus  derselben  C„  abgeleitet  sind,  nicht  durch 
lineare  Transformation  aus  einander  entstehen  können,  so  dass  man 
wieder  (wie  vorhin)  wegen  der  linearen  Transformationen  die  Zahl 
der  Constanten  um  8  zu  verringern  hat.  Sind  nämlich  aus  f=0 
zwei  Curven  F  =  i) ,   F' =  0  bez.  durch  die  Substitutionen: 

entstanden  und  sollen  F  und  F'  linear  in  einander  transformirbar 
sein,  so  würde  man  setzen  können: 


714  Sechste  Abtheilung. 

Die  Curven  9/  also  würden  derselben  oo^-Schaar  angehören  wie  die 
cpi ,  und  ihnen  daher  auch  dieselben  Punkte  von  /=0  gemeinsam 
sein;  beide  Transformationen  würden  sich  somit  nicht  von  einander 
unterscheiden.  Ganz  ebenso  findet  man  endlich  für  p  =  3  ;r  -{-  2  die 
Zahl  der  Constanten  gleich 

(;r-}-2)(2;r  +  7)-(2;r2-}-27r+l)  —  8-2=9;r  +  3  =  3p-3. 

Die  Anzahl  der  Moduln  einer  Curve  vom  Geschlechte  p,  d.  i.  der 
für  letztere  gegenüber  eindeutigen  Transformationen  charakteristischen 
Constanten ,  ist  sonach  gleich  3  p  —  3.*) 

Die  Moduln  spielen  also  bei  den  eindeutigen  Transformationen 
dieselbe  Rolle,  wie  die  absoluten  Invarianten  bei  den  Collineationen.  **) 
In  analoger  Weise  wie  die  letzteren  kann  man  aber  auch  erstere  als 
Functionen  von  Doppelverhältnissen  auffassen,  oder  auch  geradezu 
gewisse  Doppelverhältnisse  als  Moduln  bezeichnen,  wenn  man  (wie  es 
meist  geschieht)  kein  Gewicht  darauf  legt,  die  Moduln  als  rationale 
Functionen  der  Coefficienten  von  f  darzustellen.  Man  kann  nämlich 
als  Moduln  alle  nur  von  den  Coefficienten  der  Gleichung  f=0  abhän- 
genden Parameter  ansehen,  welche,  durch  einen  gervissen  genau  vor- 
geschriebenen algebraischen  Process  gebildet,  ihren  Werth  nicht  ändern^ 
wetin  man  sie  andererseits  durch  denselbe?!  Process  aus  den  Coefficienten 
der  Irans; ormirten  Curve  zusammensetzt,  oder  —  falls  sie,  wie  z.  B.  ein 
Doppelverhältniss ,  irrationale  Functionen  der  Coefficienten  sind  —  doch 
nur  in  eine  endliche  Anzahl  davon  verschiedener  Werthe  übergehen 
können.  Je  nach  der  Art  der  anzuwendenden  algebraischen  Operation 
wird  man  verschiedene  Systeme  von  Grössen  als  Moduln  erhalten; 
um  dieselben  insbesondere  durch  Doppelverhältnisse  darzustellen,  wird 
man  am  einfachsten  ein  zu  der  Curve  gehöriges  binäres  Werthgebiet 
aufsuchen,  welchem  bei  der  transformirten  Curve  ein  ebensolches 
Werthgebiet  eindeutig  zugeordnet  ist.  Diese  binären  Werthgebiete 
sind  dann  projectivisch  auf  einander  bezogen***);  die  aus  entsprechen- 
den Elementen  derselben  zu  bildenden  Doppelverhältnisse  sind  also 
einander  gleich  und  liefern  die  Moduln.  Am  passendsten  geht  man 
dabei  von  adjungirten  Curven  («  —  3)*^'  Ordnung  aus;  denn  wir 
haben  gesehen ,  dass  den  Schnittpunktsystemen  derselben  mit  f  =  0 
wieder  Punktsysteme  auf  der  neuen  Curve  v*^'  Ordnung  entsprechen, 


*)  Die  Zahl  3  j[)  —  3  ist  von  Eiern ann  zuerst  angegeben;  a.  a.  0.  §.  12.  — 
Die  Fälle  p  =  0,  1  sind  ausgenommen.  Für  p  =  2  ist  die  Zahl  indess  noch  rich- 
tig, während  sie  für  hyperelliptische  Curven  sonst  nicht  mehr  gilt  (p.  717).  üeber- 
haupt  ist  die  Zahl  kleiner  als  3  p  —  3  für  jede  Curve,  auf  der  andere  Special- 
schaaren  existiren,  als  in  obiger  Tabelle  vorkommen. 

**)  Vgl.  p.  249  und  p.  267. 

***)  Vgl.  p.  4:35,  Anmerkung. 
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welche  durch  adjunojirte  Curven  (v  —  3)*®"^  Ordnung  ausgeschnitten 
werden.  In  einem  Büschel  von  adjungirten  C„-3,  deren  p  —  2  Basis- 
punkte beliebig  auf  f=0  liegen,  gibt  es  nun  nach  früheren 
Formeln  4p  —  2  berührende  Curven  (p.  461);  und  ihnen  sind  in  dem 
entsprechenden  Büschel  von  Cr  -  3  ebensoviele  F  berührende  Curven 
zugeordnet.*)  Das  System  der  4;? — 2  Tangenten  dieser  Curven 
in  einem  Basispunkte  des  ersteren  Büschels  ist  daher  projectivisch 
zu  dem  Systeme  der  Ap  —  2  Tangenten  der  entsprechenden  Curven 
in  letzterem  Büschel;  und  die  Ap  —  b  absoluten  Invarianten  der 
betreffenden  binären  Formen,  d.  h.  die  4/?  —  5  Doppelverhältnisse 
beider  Tangentensysteme,  sind  einander  gleich.  Diese  Doppelver- 
hältnisse hängen  aber  noch  von  den  Coordinaten  der  p  —  2  beliebig 
auf  /=()  gewählten  Basispunkte  ab;  durch  Elimination  derselben 
müssen  sich  daher  nach  der  obigen  Abzahlung  3)9—3  von  einander 
unabhängige  Functionen  jener  Ap  —  5  Doppelverhältnisse  bilden 
lassen,  welche  nur  noch  von  den  Coefficienten  der  Grundcurve  ab- 
hängen und  als  Moduln  aufzufassen  sind.**)  Letzteres  erkennt  man 
auch  daraus,  dass  sich  bei  specieller  Wahl  jener  p  —  2  Punkte  in 
der  That  direct  3  p  —  3  von  einander  unabhängige  Doppelverhältnisse 
ergeben,  und  zwar  in  folgender  Weise. 

In  der  ocP-^-Schaar  von  adjungirten  C„_3  gibt  es  nach  p.  461 

p  {2  p  -  2  +  (p  -  1)  p  -  (p  -  1)}  ==  (p  -  1) ;;  (p  +  1) 

Curven,  welche  die  C„  (p —  1)- punktig  berühren  (/) -punktig  treffen); 
diese  C„_3  sind  also  durch  die  C„  mit  gegeben  und  hängen  nur  von 
den  Coefficienten  der  letzteren  ab.  Die  p  —  2  übrigen  Schnittpunkte 
einer  solchen  C„  _  3  wählen  wir  nun  zu  Basispunkten  unseres  Curven- 
büschels.  Von  den  4  p  —  2  berührenden  Curven  des  letzteren  lallen 
jetzt  p  —  1  in  die  eine  (p  —  1) -punktig  berührende  Curve  zu- 
sammen; und  es  sind  noch  3p —  1  einfach  berührende  Cn-3  in  dem 
Büschel  enthalten:  die  Tangenten  dieser  C,i^s  und  jener  ausgezeichne- 
ten Berührungscurve  in  einem  Basispunkte  des  Büschels  stellen  dann 
eine  binäre  Form  (3  p)*®'  Ordnung  vor ,  für  Avelche  die  3  p  —  3  zu- 
gehörigen Doppelverhältnisse  nunmehr  allein  von  den  Coefficienten 
der    Grundcurve    abhängen.***)      Diese  Doppelverhältnisse  kann   man 


*)  An  der  Zahl  4  p  —  2  sind  hier  wegen  etwaiger  Rückkehrpunkte  von  f  keine 
Reducti'onen  anzubringen;  vgl.  die  Bemerkungen  auf  p.  666. 

**)  Diese  Bestimmungsweise  der  Moduln  gab  Riemann  a.  a.  0.;  die  zuletzt 
im  Texte  berührte  Frage  wird  hier  auf  transcendentem  Wege  erledigt. 

***)  Diese  Bestimmungsweise  der  Moduln  ist  auch  von  Weierstrass  ange- 
wandt; vgl.  Brill  und  Nöther  a.  a.  0.  p.  302.  Man  findet  daselbst  auch  noch 
verschiedene  andere  Bestimmungsweisen  angegeben. 
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daher  als  Moduln  auffassen,  vorausgesetzt,  dass  dieselben  im  All- 
gemeinen von  einander  unabhängig  sind.  Dass  letzteres  aber  in  der 
That  der  Fall  ist*),  beweist  man,  indem  man  zeigt,  dass  umgekehrt 
durch  die  Werthe  dieser  3  p  —  3  Paratneter  eine  Curve  bis  auf  solche 
Ciirven ,  die  aus  ihr .  durch  eindeutige  Transformation  entstehen ,  endlich 
vieldeutig  bestimmt  ist,  und  zwar  in  folgender  Weise.**)  Statt  einer 
C„  vom  Geschlechte  p  können  wir  eine  ^^,,4.1  mit  ^p  {p  —  3)  Doppel- 
punkten der  Betrachtung  zu  Grunde  legen;  dieser  kann  man  ferner, 
ohne  die  Allgemeinheit  zu  beeinträchtigen,  die  Eigenschaft  beilegen 
einen  Punkt  zu  besitzen,  in  welchem  sie  von  einer  Geraden  {p  ~  1)- 
punktig  berührt  wird;  denn  um  eine  solche  Curve  aus  einer  all- 
gemeinen C„  zu  erhalten,  hat  man  das  Netz  der  Transformations- 
curven  nur  so  zu  wählen,  dass  dasselbe  eine  der  (/;  —  1) -punktig 
berührenden  C„_3  enthält.  Die  (/; —  1) -punktig  berührende  Gerade 
wird  dann  die  Cp  + 1  noch  in  einem  weiteren  Punkte  P  schneiden, 
von  welchem  aus  man  noch  dp  —  1  Tangenten  an  die  Cp+i  legen 
kann.  Die  Doppelverhältnisse  der  so  bestimmten  3jö  Geraden  sind 
die  von  uns  zu  untersuchenden  Parameter.  Dieselben  betrachten  wir 
nun  umgekehrt  als  völlig  beliebig  gegeben ;  alsdann  kann  eine  Cp  + 1, 
zu  der  sie  als  Moduln  gehören,  immer  in  folgender  Weise  gefunden 
werden.  Wir  nehmen  einen  beliebigen  Punkt  P  an  und  legen  durch 
ihn  drei  beliebige  Gerade,  dann  kann  man  durch  P  noch  3p  —  3 
andere  Gerade  legen,  welche  mit  jenen  drei  die  gegebenen  3/?  —  3 
Doppelverhältnisse  bilden.  Legen  wir  nun  einer  Cpj^i  die  Bedin- 
gungen auf,  durch  P  zu  gehen,  \  P  {p  —  3)  Doppelpunkte  zu  haben, 
die  3  p  genannten  Geraden  zu  berühren  und  zwar  eine  unter  diesen 
(/>  —  1) -punktig,  so  ist  die  Zahl  der  für  die  C^  +  i  noch  verfügbaren 
Constanten  gleich 

i  (i^  +  1)  (Z'  +  4)  -  i/>  (/>  -  3)  -  (4/>  -  2J  -  1  =  3 . 

Sei  aber  F'  =  0  die  Gleichung  einer  beliebigen  Curve,  welche  diesen 
Bedingungen  genügt,  und  seien  o:,  =  0,  x.^  =  0  die   Coordinaten  des 


*^  Sollte  es  in  besonderen  Fällen  anders  sein,  so  hat  man  also  eben  einigen 
der  Moduln  specielle  Werthe  beigelegt,  indem  dann  für  die  entsprechende,  durch 
die  3  p  Taugenten  in  einem  Basispunkte  dai-gestellte  binäre  Form  gewisse  In- 
vai-iantenrelationen  erfüllt  sind.  Diese  Relationen  können  durch  besondere 
Werthe  absoluter  Invarianten  (d.i.  Verschwinden  von  Invarianten)  gegeben  wer- 
den, oder  auch  durch  identisches  Verschwinden  von  Covarianten.  Durch  letzteres 
Vorkommniss  werden  im  Allgemeinen  wieder  Relationen  zwischen  Doppelverhält- 
nissen angezeigt,  so  dass  man  beide  Fälle  umfasst,  wenn  man  nur  die  Doppel- 
verhältnisse (also  irrationale  Parameter)  betrachtet;  man  verzichtet  damit  jedoch 
zunächst  auf  rationale  Darstellung  der  Moduln  durch  die  Coefficienten  der  d. 

**)  Vgl.  Cayley:  Proceedings  of  the  London  Math.  Society,  vol.  1. 
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Punktes  P,  so  werden  unsere  Bedingungen  auch  noch  durch  jede 
Curve  F=()  erfüllt,  welche  aus  F' =  0  durch  die  lineare  Trans- 
formation *) 

entsteht;  und  diese  Curve  F=0  enthält  drei  willkürliche  Constanten 
«,,  a.,,  «3.  Daraus  folgt,  dass  alle  Curven,  welche  jenen  Bedingungen 
genügen ,  aus  einer  endlichen  Zahl  von  Curven  F'  =  0  durch  lineare 
Transformation  müssen  abgeleitet  werden  können.  Hiermit  ist  also 
erstens  gezeigt,  dass  die  oben  als  Moduln  eingeführlen  3  p  —  3  Doppel- 
verhältnisse von  einander  unabhängig  sind,  gleichzeitig  aber  auch,  dass 
diese  3  p  —  3  Moduln  umgekehrt  eine  „Klasse^^  von  Curven  des  Ge- 
schlechtes p  bestimmen,  wenn  wir  mit  Riemann  zu  einer  Klasse  alle 
diejenigen  Curven  rechnen,  welche  eindeutig  in  einander  übergeführt 
werden  können.  — 

Es  sei  schliesslich  noch  erwähnt,  wie  diese  Bestimmung  der 
Moduln  bei  den  hyperelliptischen  Curven  (p.  712),  d.  i.  bei  den 
Curven  mit  einer  Specialschaar  g.^-'^'*,  moditicirt  wird.  Irgend  ein 
Büschel  von  adjungirten  C„  — 3  durch  p  —  2  Punkte  von  f  geht  noch 
durch  p  —  2  weitere  feste  Punkte  von  /";  und  in  demselben  gibt  es 
nur  2(2-j-/>  —  l)  =  2/>-j-2  berührende  Curven.  Da  nun  sämmt- 
liche  construirbaren  Büschel  von  C„  _  3  hier  weiter  äquivalent  sind,  so 
sind  die  2p  ^ —  1  Doppel  Verhältnisse  der  Parameter  dieser  Berührungs- 
curven  unabhängig  von  der  Wahl  der  festen  Punkte,  und  sie  sind 
die  2  p  —  1  Moduln  der  hyperelliptischen  Curve.  Hieraus  folgt  gleich- 
zeitig, dass  es  2  p  —  3  —  2  p  -\-  l  =  p  —  2  Bedingungen  äquivalent 
ist,  wenn  eine  Curve  vom  Geschlechte  p  eine  Specialschaar  gr.^'i)  besitzen 
soll.**)  Geht  man  insbesondere  von  der  oben  angegebenen  Normal- 
form einer  hyperelliptischen  Curve  aus,  d.  h.  einer  Curve  {p  -\-  2)*^'" 
Ordnung  mit  p- fächern  Punkte,  so  sind  die  adjungirten  C„_3  durch 
Gruppen  von  je  p  —  1  der  durch  den  7J- fachen  Punkt  gehenden 
Geraden  gegeben;  die  Moduln  also  sind  die  2p  —  1  Doppelverhältnisse 
(absoluten  Invarianten)  der  2p  -\-  2  Tangenten,  ivelche  vom  p- fachen 
Punkte  aus  an  die  Curve  zu  legen  sind. 

Es  ist  übrigens  leicht,  auch  die  Gleichung  einer  solchen  Cpj^^  in 
eine  Form  zu  transformiren ,  in  welcher  diese  2p  —  \  Moduln  allein 
als    Constanten   explicite    vorkommen.      Der   />- fache    Punkt    nämlich 


*)  Dieselbe  ist  eine  perspectivische  Collineation ,  deren  Collineationscentrum 
(nämlich  der  Punkt  a;,  =  0,  arg  =  0)  gegeben  ist  (p.  -'54  ff.) 

**)  Man  erkennt  gleichzeitig,  dass  eine  Curve  mit  dem  Geschlechte  p  =  2 
immer  hyperelliptisch  ist  und  also  immer  in  eine  C4  mit  Doppelpunkt  transformirt 
werden  kann,  was  später  noch  direct  bewiesen  wird;  vgl.  den  Abschnitt  über 
die  Curven  vom  Geschlechte  p  =  2. 
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möge  in  der  Ecke  x^  =  0,  Xr^  =  0  liegen ;  dann  muss  die  Gleichung 
der  Curve  Cp^2  von  der  Ordnung  sein: 

.V (Pp  {xi,  x^)  +  x^ cpp+  1  (o-, ,x.i)  +  cpp^2  (xi ,x.;)  =  0, 

wenn  die  95  homogene  Functionen  ihrer  Argumente  bez.  von  der 
Ordnung  der  unteren  Indlces  bedeuten.  Für  die  Coordinaten  der 
Berührungspunkte  der  vom  Doppelpunkte  ausgehenden  Tangenten, 
müssen  sich  bei  gegebenem  Werthe  von  Xj  :  x^  aus  dieser  Gleichung 
zwei  einander  gleiche  Werthe  für  X2  :  x.^  ergeben.  Diese  2  p  -\-  2 
Tangenten  sind  daher  gegeben  durch  die  Gleichung: 

X{x^,x^)EEr4(p  p  +  2  G^i ,  ^^3)  •  (fp  {x^ ,  x^)  —[(pp  +  1  Gt,  ,  Xr,)f  =  0  . 

Durch  Drehung  des  Coordinatensystems  um  den  /?- fachen  Punkt  kann 
man  es  aber  immer  erreichen,  dass 

X{xi,x^)=Xi.Xs.{x^—x^){xi  —  k^^^x^){x^—k^^)x^)...{xi  —  k^^p-'^^x.j); 

und  dann  sind  die  Grössen  A-f^),  .  .  .  A:'^^"^)  die  Moduln  det^  Curve. 
Macht  man  noch  die  Transformation: 

Ql/i=xi(pp,     Qyo  =  Xr,(pp  -\-  ^  cppj^i,     QUz^'X^fpp, 

so  geht  unsere  Curve  über  in  die  Form: 

42/2'  VPp  iUu  2/3)]'  +  X  (y, ,  y.)  =  0, 

eine  Curve  {2  p  —  2)'«'"  Ordnung,  welche  nach  den  Erörterungen  auf 
p.  493  f.  in  y^  =  0,  y-^  =  0  einen  2/?-fachen  Punkt  hat,  dessen  Tan- 
genten paarweise  zusammenfallen,  so  dass  nur  p  getrennte  Tangenten 
vorhanden  sind.  Die  Gleichung  der  letzteren  ist  dann  eben  durch 
g)p  =  0  gegeben. 

In  unserer  letzten  Gleichung  sind  aber  ausser  den  2  p  —  1  Moduln 
noch  die  p  Constanten  der  Function  q)p  enthalten;  auch  diese  kann 
man  noch  durch  eindeutige  Transformation  fortschaffen.  Die  gege- 
bene Cp-^2  nämlich  geht  offenbar  in  eine  andere  C'p  +  2  derselben 
Ordnung  über,  wenn  man  für  die  Transformation  ein  Netz  von  ad- 
jungirten  Curven  p^^'^  Ordnung  benutzt,  welche  durch  2p  —  2  feste 
einfache  Punkte  der  6^^4.2  hindurchgeht;  in  der  That  schneiden  diese 
Curven  die  Cp  +  2  ja  noch  in 

p  (p  +  2)  -  p  {p  -  1)  -  2p  -{-  2  =  p  +  2 

beweglichen  Punkten.  Soll  insbesondere  die  entstehende  Curve 
C'p-^.2  wieder  einen  j9-fachen  Punkt  haben  (und  nicht  \p{p  —  1) 
einfache  Doppelpunkte),  so  muss  in  dem  Netze  ein  Curvenbüschel 
enthalten  sein,  dessen  Curven  die  Cpj^2  nur  in  zwei  beweglichen 
Punkten  treffen.  Da  es  aber  nur  eine  Schaar  ^o^''  ^^^  ^^^r  Grund- 
curve    gibt^    so    muss    dieser    Büschel    dann   aus    einer   festen    Curve 
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(^p  _  l)tcr  Ordnung  0,, _i  =  0,  welche  in  dem  /?- fachen  Punkte  einen 
(^p  —  2) -fachen  Punkt  hat,  und  aus  dem  Geradenbüschel  x^  -\-  Xx^  =  0 
bestehen.     Die  Curve  0^_i  =  0  schneidet  dann  die  Cp^2  noch  in 
[p  -]){p-i-2)-pip-2)  =  3p-2 

einfachen  Punkten;  durch  2p  —  2  dieser  letzteren  legen  wir  eine 
Curve  0^  =  0  mit  (/;  —  1) -fächern  Punkte  in  x^  =  0,  x.^  =  0;  und 
dann  bilden  die  Curven 

ein  Netz  der  verlangten  Art  mit  p  -\-  2  beweglichen  Schnittpunkten. 
Die  Cp  +  2  geht  also  in  eine  C'p  +  2  nait  p-fachem  Punkte  in  1/^  =  0, 
^2  =  0  über  mittelst  der  Transformation: 

Qtj^  =  Xi<\)p-i  (x) ,     gy,  =  %  (x) ,     Qij.^  =  x.^(t>p_i  {x)  . 

Dabei  entsprechen  insbesondere  den  2  p  -{-  2  Tangenten  der  C^  +  g  aus 
dem  Büschel  x^^  -{-  kx.^  =  0  die  2 p -\- 2  Tangenten  der  C'p^2  aus 
dem  Büschel  y,  -\-  ky^  =  Q.  Man  kann  nun  aber  die  Curve  0^_  i  ==  0 
insbesondere  so  legen,  dass  p  von  den  Berührungspunkten  der  Tan- 
genten des  letzteren  Büschels  in  den  ^-fachen  Punkt  y,  =0,  ^3  ==  0 
zurückfallen,  d.  h.  dass  die  p  Tangenten  des  letzteren  bez.  für  die 
p  Zweige  der  Curve  C'pj^2  zugleich  Wendetangenten  werden.  Und 
zwar  geschieht  dies  offenbar,  wenn  die  p  Schnittpunkte  der  Cpj^2  mit 
0p_i  =  O,  welche  nicht  gleichzeitig  auf  der  Curve  0^,  ==  0  liegen, 
mit  p  von  den  Berührungspunkten  der  Tangenten  des  Büschels 
x^  -\-  Ix.^  =  0  zusammenfallen;  denn  diese  p  Schnittpunkte  von 
0p_i  =  O  mit  der  Cp  +  2  sind  es  eben,  welche  sich  zu  dem  ;?- fachen 
Punkte  der  Cp^2.  vereinigen.  Da  nun  von  den  Schnittpunkten  von 
0^_i  mit  Cp  +  2  noch 

^{p~l){p^-2)-i{p-2){p-\)  =  2p-~2 

willkürlich  angenommen  werden  können,  so  kann  man  jedenfalls  p 
dieser  Punkte  mit  p  der  beregten  Berührungspunkte  zusammenfallen 
lassen;  von  den  gemeinsamen  2p  —  2  Basispunkten  obigen  Netzes 
sind  dann  noch  weitere  p  —  2  willkürlich  wählbar.  Jede  der  p 
Tangenten  des  vielfachen  Punktes  der  so  gewonnenen  Cfp-^2  schneidet 
diese  Curve  schon  (7? -f- 2) -fach  in  diesem  Punkte;  ist  also  die  Ge- 
sammtheit  dieser  Tangenten  durch  cpp  {y^  ^  y.^)  =  0  gegeben,  so  muss 
die  Curvengleichung  für  q)p  =  0  unabhängig  von  y^  werden,  d.  h.  von 
der  Form  sein:  * 

yi^ffp  («/i  j  ys)  —  ^P+2  {yi,  ^3)  =  ^  • 
Da  femer  der  Strahlbüschel  y^-\-  Xy^  =  0  auf  den  Büschel  x^  -\-  Xx^  =  0 
eindeutig  bezogen  ist,  und  da: 

Q-^-^'(Pp(yi,ij^)  .  7Pp  +  2(yi,y3)  ^  X2P  +  2  {x,,x.:)  .  [(i>p_iix)fp  +  ^, 
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SO  können  wir  setzen : 

^^P  (Pi,yd     =y,-yi  ■  {'Ji  -  2/3)  (^i  —  /^-'"y3)  •  •  •  (z/i  —  k(p-^)y;) 
^i'p+2  (y,,  ya)  =  iUi  -  ^"-'%)  (y,  -  /^'"'-^Vs)  •  •  •  (^i  -  k^'^-'^t/,). 

Die  Gleichung  der  Curve  hängt  also  in  der  Thal  nur  von  den  2p  —  1 
Moduln  ah;  und  wir  haben  den  Satz: 

Jede  hyperelliptische  Curve  kann  eindeutig  in  eine  Curve  {p  -\-  2)^"^ 
Ordnung  mit  einem  p- fachen  Punkte  so  transformirt  werden,  dass  die 
Tangenten  [cpp  =  0)  des  letzteren  zugleich  Wendetangenten  der  Curve 
sind*),  dass  also  nur  noch  p -\- 2  weitere  Tangenten  (^^^2  =  0)  von 
ihm  ausgehen.  Die  Berührungspunkte  der  letzteren  liegen  dann  auf  einer 
Geraden  (y.,  =  0),  ivie  man  aus  der  Gleichung  der  Curve: 

y^^cpp  —  ^p^2  =  0 
sofort  erkennt. 

IV.    Verallgemeinerungen  der  Correspondenzformeln.  —  Bestimmung 
einiger  Specialschaaren. 

In  unseren  Untersuchungen  über  den  Riemann-Roch'schen 
Satz  haben  wir  die  Bestimmung  der  Zahl  der  Lösungen  für  die  sich 
bietenden  Probleme  nicht  wirklich  ausgeführt,  wir  begnügten  uns  viel- 
mehr, die  Möglichkeit  der  Lösung  nachzuweisen  und  die  Grenzen  für 
diese  Möglichkeit  zu  ziehen.  Jene  Bestimmung  nun  soll  hier  für 
einzelne  Fälle  im  Anschlüsse  an  gewisse  Verallgemeinerungen  unserer 
früheren  Correspondenzformeln  wirklich  geleistet  werden. 

Die  allgemeineren  Ueberlegungen ,  deren  Durchführung  zuvor 
nöthig  ist,  sind  jedoch  unabhängig  von  jenen  späteren  Anwendungen 
von  grossem  Interesse  für  die  Theorie  der  Elimination  überhaupt  und 
sollen  uns  daher  ausführlicher  beschäftigen.  Es  handelt  sich  dabei 
im  Wesentlichen  um  folgende  Aufgabe:     Gegeben  sind  7i  Gleichungen: 

9)i(a:(i),a:(%...a:(''))=0,  (p^  {x^^^ ,  x^^\  . . .  x^"^)=^0 . . . ,  (p„{x^^Kx^^\.  ..x^"'>)=0 
in  ivelchen  die  Systeme  von   Variabein: 

a;/'),  x^^^\  x.,'«;     a;/^),  .V'»,  Xg'^)  ;  .  .  .     x^("\  x^^") ,  x.^^"'^ 
einzeln  homogen  vorkommen,  während  für  dieselben  gleichzeitig  eine  und 
dieselbe  Gleichung  f  =  i)  erfüllt  ist,  so  dass: 

f  (:c(i))  =  0  ,     /  {xC"))  =  0  .  .  . ,  fix^"))  =  0 . 

M  soll  die  Zahl  derjenigen  Gruppen  von  je  n  getrennt  liegenden 
Punkten  a:'^^  x^-'^ ,  .  .  .  x^"^  auf  /  ==  0  bestimmt  werden,  welche  den  n 
Bedingungen  cpi  =  0  gleichzeitig  genügen. 


*)  Diese  Transformation  wurde  in  anderer  Weise  von  Cremona  gegeben: 
Sulla  trasformazione  delle  curve  iperellittiche ,  Rendiconti  del  Reale  Istituto 
Lombarde.     Serie  II,  vol.  2,  29  aprile  1869. 
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Für  den  Fall  n=  2  ist  diese  Frage  schon  durch  die  auf  p.  445 f. 
aufgestellte  Zahl  {rpcp)  beantwortet.  Eine  genauere  Untersuchung 
dieser  Formel  für  den  Fall,  dass  die  Con-espondenzen  (p ,  (p  mit  Am- 
nnhmepunklen  behaftet  sind  (p.  679),  soll  den  Ausgangspunkt  unserer 
Betrachtung  bilden ;  insbesondere  werden  wir  dabei  wiederum  Gelegen- 
heit haben  zu  erkennen,  dass  in  der  That  die  Anwendung  des 
Chasl  es  "sehen  Correspondenzprincips  zur  Beurtheilung  der  bei  alge- 
braischen Eliminationen  im  Resultate  auftretenden  fremden  Factoren 
von  grossem  Nutzen  ist  (vgl.  p.  424.)  Der  Uebergang  zur  Be- 
stimmung der  Zahl  von  Punktetripeln ,  welche  gleichzeitig  drei  Cor respon- 
denzen  genügen,  wird  sich  dann  einfach  bewerkstelligen  lassen.  Man 
wird  so  im  Folgenden  auch  manche  Ergänzungen  zu  unseren  früheren 
Untersuchungen  über  Correspondenzen  finden.  — 

Um  ein  einfaches  Beispiel  für  die  Behandlungsweise  der  sich  hier 
bietenden  Probleme  zu  geben ,  knüpfen  wir  zunächst  an  bekannte 
Resultate  an,  um  dieselben  in  neuer  und  später  zu  verallgemeinernder 
Weise  abzuleiten.  Schon  bei  der  Theorie  der  eindeutigen  Transfor- 
mationen betrachteten  wir  eine  mit  M  =  0  bezeichnete  Curve,  welche 
zu  einer  gegebenen  Grundcurve  f  =^  0  und  einem  gegebenen  Curven- 
netze 

(1)  a^1|J^  (x) -{- a.^ilj,  (x) -{-  a.^i'.^  {x)  =  0 

in  ganz  bestimmter  Beziehung  stand  (p.  663).  Diese  Curve  war  als 
Ort  der  übrigen  Basispunkte-  eines  aus  dem  Netze  (1)  herausgewählten 
Curvenbüschels  definirt,  wenn  ein  Basispunkt  dieses  Büschels  die 
vorliegende  Curve  /"  =  0  durchläuft :  Wir  haben  die  Ordnung  der 
Curve  M  =  0  und  deren  Verhalten  in  gemeinsamen  festen  Punkten 
der  Curven  (1)  bestimmt  und  gesehen,  dass  dieselbe  durch  alle  Schnitt- 
punkte der  Jacobi'schen  Curve  des  Netzes  (1)  mit  f  =  0  hindurch- 
geht, dass  sie  aber  ausserdem  auf /'=0  diejenigen  Fnnktepaare  x-y 
ausschneidet,  durch  welche  noch  einfach  unendlich  viele  Curven  jenes 
Netzes  hindurchgehen,  d.  i.  deren  Coordinaten  dem  Systeme  von  Glei- 
chungen genügen  (vgl.  p.  687): 

^1  (y)    i'-i  iy)    ts  (y)\\ 

Letzteres  System  kann  man  —  und  darin  liegt  die  Wichtigkeit  dieser 
früheren  Untersuchungen  als  einfachster  Beispiele  für  das  Folgende  — 
ersetzen  durch  die  zwei  Gleichungen  (abgesehen  von  ^,  {x)  =  iJj^(i/)=^0): 

(2)  T/;,  (x)  ^2  {y)  -  t-i  (x)  J/;,  (y)  =  0 ,     xl;^  {x)  ^,  (y )  —  t^  (^)  ^i  (y )  =  0  . 

Die  beiden  Gleichungen  (2)  stellen  in  Bezug  auf  die  Grundcurve 
/■  =  0  zwei  Correspondenzen  (v  —  1,  v  —  l)j  dar*),  die  in  den  x  und 

*)  In  Betreff  der  Bezeichnungsweise  vgl.  p.  448  und  662. 

C  leb  seh,  Vorlesungen.  -16 
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y  symmetrisch  sind;  zu  jedem  Punkte  x  von  f  ==  0  gehört  vermöge 
dieser  Correspondenzen  je  eine  Curve  des  Netzes  (1),  welche  durch  x 
geht,  und  die  übrigen  Schnittpunkte  dieser  beiden  Curven  beschreiben 
die  Curve  M  =  (),  wenn  x  die  Curve  /' =  0  durchläuft.  Zu  derselben 
Curve  M  ==  0  wird  man  in  Folge  der  erwähnten  Symmetrie  aber 
auch  geführt,  wenn  man  die  zu  Punkten  y  von  /  gehörenden  Curven 

(2)  betrachtet.  Die  Zahl  der  den  Gleichungen  (2)  genügenden  Punkte- 
paare x-y  muss  sich  dann  aus  der  früheren  Correspondenzformel 
für  (cpcp')  ergeben  (p.  446),  wenn  man  die  Modificationen  berück- 
sichtigt, welche  letztere  in  Folge  fester  Punkte  des  Netzes  erleiden 
könnte ,  und  wenn  man  an  der  so  resultirenden  Zahl  mit  Rücksicht 
auf  die  .den  Gleichungen  ^j  (x)  =  0,  t/^j  (?/)==  0  entsprechenden 
Lösungen  eine  Reduction  eintreten  lässt. 

Hiernach  liegt  es  nahe,  statt  der  Gleichungen  (2)  überhaupt  zwei 
heliehige  Correspondenzen  {a,  ß)y,  {a\  /3')y',  gegeben  durch  die  Glei- 
chungen 

(3)  g)Ci,  y)=0,      ^'G-,  ;/)  =  0 

auf  /"  =  0  anzunehmen.  Bewegt  sich  dann  x  auf  der  festen  Grund- 
curve,  so  werden  die  übrigen  Schnittpunkte  der  beiden  vermöge  (3) 
zu  X  gehörenden  Curven  eine  Curve  durchlaufen,  die  im  Folgenden 
durch  M^  =  0  bezeichnet  sei ;  und  eine  andere  Curve  M^  ==  0  wird 
man  erhalten  als  Ort  der  Schnittpunkte  der  zu  Punkten  y  von  f 
gehörenden  Curven.  Beide  Curven  werden  zusammenfallen,  wenn 
beide  Correspondenzen  (3)  symmetrisch  in  x  und  y  sind,  wie  im  Falle 
der  Gleichungen  (2).  Die  Eigenschaften  dieser  Curven  M^^  =  0  und 
M.r  ==  0  wollen  wir  zunächst  erörtern,  denn  diese  sind  es,  welche  uns 
zur  genaueren  Bestimmung  der  gleichzeitig  beiden  Correspondenzen 
(3)  genügenden  Punktepaare  führen  werden. 

Zur  Erläuterung  des  dabei  einzuschlagenden  Weges  sei  es  ge- 
stattet, die  aufgeworfene  Frage  zuvor  für  den  einfacheren  Fall  der 
Gleichungen  (2)  zu  beantworten ,  d.  h.  ausgehend  von  den  hier  mass- 
gebenden Gesichtspunkten  die  Curve  M  ==  0  nochmals  zu  untersuchen. 
Es  wird  diese  Untersuchung  wesentlich  auf  Anwendungen  des  Chas- 
les 'sehen  Correspondenzprincips  beruhen.*) 

Die  Curven  iIj  des  Netzes  (1)  seien  von  der  s^'"^  Ordnung  und 
mögen  in  q  gemeinsamen  Basispunkten  S^,  S^,  .  .  .  Sq  bez.  /, -, 
t.y ,...  Iq- fache  Punkte  (je  mit  getrennten  Tangenten)  haben.  Die 
Grundcurve  /  ==  0  sei  von  der  w'*^°  Ordnung  und  möge  in  den  Punkten 


*)  Die  folgende  Bestimmung  der  Eigenschaften  von  3/=0  und  der  Jacobi- 
schen  Curve  des  Xetzes  (1)  verdankt  der  Herausgeber  einer  Mittheilung  von 
Brill. 
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Sj,  S^,  .  .  .  -^Q  bez.  einen  a^-,  a.^-,  .  .  .  ö^- fachen  Punkt  besitzen  (wo 
diese  letzteren  Zahlen  auch  Null  sein  können).  Diejenigen  Cs  der 
Schaar,  welche  durch  einen  beliebig  angenommenen  weiteren  Punkt  x 
der  C„  gehen,  schneiden  sich  noch  in  s-  —  ZÜ-^  —  1  (wo  sich  das 
Summenzeichen  auf  alle  q  festen  Basispunkte  des  Netzes  bezieht) 
Punkten  y,  welche  auf  der  Curve  xM  =  0  liegen.  Um  nun  die  Ord- 
nung 7n  d5r  letzteren  zu  bestimmen,  nehme  man  zwei  beliebige  feste 
Punkte  A  und  B  in  der  Ebene  an,  lege  durch  A  und  x  eine  Cs  des 
Netzes,  ebenso  durch  B  und  x  eine  solche  und  lasse  x  sich  auf  der 
C„  bewegen.  Dann  bilden  die  Schnittpunkte  dieser  beiden  0%  mit 
einer  beliebigen  festen  Geraden  auf  letzterer  eine  Correspondenz 

(5  (n5  —  Uciiii)  ,     s  (ns  —  ZcfitM  . 

Die  Coincidenzpunkte  derselben  sind  zum  Theil  Punkte  der  C„,  M=0, 
zum  Theil  solche  der  €„,  theils  endlich  Punkte  derjenigen  Curve  Cs 
des  Netzes,  welche  gleichzeitig  durch  die  beiden  festen  Punkte  A  und 
B  hindurchgeht.*)  Von  letzteren  Punkten  der  Geraden  absorbirt 
jeder  s  {ns  —  I^ciiti)  Coincidenzen;  denn  in  so  vielen  Punkten  schnei- 
det die  beregte  Cs  die  C,,,  und  jedem  derselben  entspricht  wieder 
dieselbe  Cg  als  Curve  des  anderen  Büschels.  Man  hat  daher  die 
Beziehung : 

2  s  (ns  —  Uaiij)  =  m  -{-  n  -{-  s  {ns  —  Hüit^  , 

woraus  sich  die  Ordnung  der  Curve  M  =  0  bestimmt  (p.  663) : 

(4)  m  =  n  (s^  —  1)  —  sZuiti  =  vs  —  n , 

•wenn  v=ns  —  Haiti  die  Zahl  der  beweglichen  Schnittpunkte  einer 
Curve  ^  mit  f  =  0  bedeutet.  Ferner  bemerke  man,  dass,  wenn  x  auf 
der  C„  wandert,  auch  die  4  (mit  x  beweglichen)  Tangenten,  welche 
in  einem  festen  Punkte  S^  an  die  durch  x  und  A^  bez.  durch  x  und 
B  gehenden  Cs  gezogen  werden  können,  eine  Correspondenz  bilden: 

(4  (ns  —  ZOiti) ,     tk  {ns  —  Uaiti)\. 

Die  Coincidenzen  derselben  entsprechen  aber 

1)  den  «/,  Tangenten  der  Curve  C„  in  S/,, 

2)  den  4  Tangenten  an  jene  Curve  C^,  welche  zugleich  durch  A 
und  B  geht,  jede  wieder  {ns  —  Z'«/^,)-fach  als  Coincidenzstrahl 
zählend , 

3)  den  er/,  Tangenten  von  M  =  0  in  S^,  wo  eben  au  noch  zu 
bestimmen  ist. 


*)  Diese  Punkte  müssen  so  gewählt  sein ,  dass  sie  nicht  Basispunkte  eines 
und  desselben  im  Netze  enthaltenen  Büschels  sind.  Ist  A  ein  Schnittjjunkt  von 
ipi  mit  11)^  und  B  ein  solcher  von  i/)i  mit  'jp^,  so  sind  die  beiden  betreöenden 
Curven  eben  durch  (2)  gegeben,  und  die  zuletzt  erwähnte  Curve  ist  i/»,  =  0. 

4G* 
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Wir  haben  also: 

2  tk  {ns  —  Zctit^  =  an  -\-  cii,  +  4  (n  —  Zajt^  , 

woraus    man    die    Vielfnchheü    des    Punktes    S/c   für  die   Ciirve   M  =  0 
findet  (p.  664): 

(5)  «A-  =  t«  {ns  —  Eüiti)  —  ük  =  vtk  —  a-k . 

Verbindet  man   (5)   mit  (4),  so  erhält  man  noch  die  symmetrisch  ge- 
staltete Formel*): 

(6)  6^  {cik  +  «a)  =  tk  (n  -f-  ffi)  . 

Um  schliesslich  die  Zahl  der  Panktepaare  x-y  zu  finden,  hatten 
wir  noch  die  Eigenschaft  der  Jacobi'schen  Curve  (j/'iT^2'^3)  =  *-^ 
nöthig  (p.  472),  d.  i.  des  Ortes  der  Punkte,  in  denen  sich  zwei 
Curven  des  Netzes  (und  dann  jedesmal  unendlich  viele  Curveu  des- 
selben) und  somit  zwei  Curven  der  durch  A  und  B  gehenden  Büschel 
berühren.  Es  sei  noch  bemerkt,  dass  man  die  Ordnung  dieses  Ortes 
auch  in  folgender  Weise  ableiten  kann.  Ausser  den  Punkten  A  und 
B  nehmen  wir  noch  zwei  beliebige  Gerade  F  und  G  zu  Hülfe.  Durch 
A  und  einen  beweglichen  Punkt  P  von  F,  ebenso  durch  B  und  P 
4ege  man  je  eine  Curve  Cg  und  construire  an  beide  die  Tangenten  in 
P:  Wir  suchen  die  Zahl  der  Punkte  P,  für  welche  diese  zwei  Tan- 
genten zusammenfallen.  Wenn  man  nun  um  einen  beliebig  auf  F  an- 
genommenen Punkt  Q  sich  eine  Gerade  drehen  lässt  und  /ür  irgend  eine 
Lage  derselben  diejenigen  Curven  Cg  des  durch  A  gehenden  Büschels 
sucht,  für  welche  dieselbe  Tangente  ist,  so  gibt  es  deren  2  (s  —  1), 
und  der  Ort  der  Berührungspunkte  für  alle  Lagen  der  Geraden  durch" 
Q  ist  eine  Curve  der  Ordnung  2(s  —  1)-^1=25  —  1,  welche  ein- 
fach durch  Q  geht.**)  Diese  Curve  schneidet  die  Gerade  G  in  2s —  1 
Punkten;  zwischen  den  Schnittpunkten  der  Paare  von  den  in  Punkten  P 
construirten  Tangenten  mit  G  hat  man  daher  eine  Correspondenz 
{2  s —  l,  2  s  —  1).  Unter  den  4  s  —  2  Coincidenzen  derselben  be- 
finden sich  aber  ausser  den  Schnittpunkten  von  G  mit  {ilf^tp.^tp^  ==  0 
noch  die  Schnittpunkte  der  durch  A  und  B  zugleich  gehenden  Cs, 
sowie  der  Schnittpunkt  der  beiden  Geraden  G  und  F.  Somit  bleibt 
für  die  Ordnung  der  3 ^cohi' sehen  Ciirve  die  Zahl 

(7)  4  s  -  2  —  .9  —  1  =  3  (.s-  —  1) . 


*)  Die  in  den  Gleicliungeu  (4),  (5),  (6)  ausgesprochenen  Resultate  sind  es, 
welche"  von  Cayley  für  den  Fall  s  ='3  gelegentlich  unter  dem  Namen  des 
„Geiser-Cotterill"-Theorems  ausgesprochen  wui-den:  Math.  Annalen,  Bd.  8, 
p.  360. 

**)  Dies  folgt  auch  aus  einem  Satze  auf  p.  414,  denn  der  durch  A  gehende 
Büschel  von  d  bildet  ein  Curvensystemmitden  Charakteristiken  /a  =  1,  u'  =  2  («  —  1). 
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Ganz  analoge  Betrachtungen  kann  man  anstellen,  wenn  man 
statt  der  demselben  Netze  angehörigen  Büschel  durch  A  und  ß  zwei 
beliebige  Büschel 

bez.  von  den  Ordnungen  s  und  s'  zu  Grunde  legt;  man  hat  dann  nur 
an  den  gewonnenen  Resultaten  keine  Reduction  wegen  einer  beiden 
Büscheln  gemeinsamen  Curve  anzubringen.  An  Stelle  der  Curve 
77/ =  0  tritt  also  eine  Curve  der  Ordnung: 

(8)  s (n s'  —  2J üi ti) -f  !>' {n s  —  2Jaili)  —  7i  =  n(2ss'  —  1 )  —  s Z"«, f,'  —  s' Ea, ti , 

wo  sich  die  Zahlen  /,  auf  gemeinsame  vielfache  Punkte  des  Büschels 
s*®"",  die  Zahlen  t!  auf  solche  Punkte  des  Büschels  Z""'  Ordnuno"  be- 
ziehen.  Für  die  Vielfachheit  dieser  Curve  in  einem  Punkte,  welcher 
/-facher  Punkt  des  ersten,  /'-facher  des  zweiten  Büschels  und  «-facher 
von  /<=  0  ist,  erhält  man  an  Stelle  von  (5)  die  Zahl: 

(9)  a  =  t'  {ns  —  Z!fiiti)  -j-  i  (ns  —  2Jait/)  —  a  . 

Endlich  findet  man  die  Ordnung  des  Ortes  derjenigen  Punkte,  in 
denen  sich  zwei  Curven  der  Büschel  berühren,  gleich 

(10)  (2.  _  1)  +  (2/-  1)  -  1  =  2  (.  +  /)  -  3  .*) 

Man  könnte  diese  Resultate  endlich  noch  Aveiter  verallgemeinern, 
indem  man  die  beiden  Curvenbüschel  durch  zwei  einfach  unendliche 
Curvensysteme  der  Ordnung  s  bez,  /  mit  den  Charakteristiken  ^,  v 
bez.  fi',  V  ersetzt  und  dann  diese  Curvensysteme  in  ihrer  Beziehung 
zu  einer  beliebige?!   C„  f  ==  0  betrachtet.**)     Für   uns   ist  jedoch   der 

*)  Vgl.  auch  Cremona's  Einleitung  in  die  Theorie  der  algebraischen  Cur- 
ven, p.  127  in.  der  üebersetzung  von  Curtze;  ib.  p.  130  wird  auch  gezeigt,  dass 
die  gemeinschaftlichen  Tangenten  der  Curven  beider  Büschel  in  ihren  Berüh- 
rungspunkten im  Allgemeinen  eine  Curve  der  Klasse  4,9./  —  2  (s  -j-  s')  umhüllen. 
—  Auch  zwei  Büschel  der  hier  gemeinten  Art  kann  man  für  eine  eindeutige 
Transformation  benutzen ;  den  Doppelpunkten  der  neuen  Curve  entsprechen  dann 
diejenigen  Punktepaare,  durch  welche  noch  aus  Jedem  der  beiden  Büschel  eine 
Curve  hindurchgeht;  vgl    die  Anmerkungen  auf  p.  693  und  709. 

**)  Man  erhält  dann  übrigens  leicht  auf  analogem  Wege  an  Stelle  von  (8) 
die  Zahl: 

(ifi's  {its'  —  Ua-t-')  -f-  ^(i  s'  (ns  —  ^"i'd  —  fi^'n 
=  (ilt'{n{2ss'  -  1)  -s  Eu.  {l.  -f  t!) } , 
an  Stelle  von  (9)  die  Zahl: 

II [l'  [t   {ns  —  Zu,  l^)  +  l  [ns  —  Ha-i-)  —  «  }  , 
endlich  an  Stelle  von  (10)  die  Zahl: 

/*'  (.«■  +  »')  +  ft  (fi'  +  1'')  —  I"-  fi'  =  fi  i''  -f  j'  fi'  -f  fi  ft' . 
Hieran  sind  wieder  noch  Reductionen  anzubringen,  wenn  beiden  Curvensystemen 
(für  s  =  s')  eine  Curve  gemeinsam  ist,  oder  wenn  (für  *>.?')  eine  Curve    C^  des 
ersten  Systems  in  eine  Curve  C .  des  zweiten  und  in  eine  andere  C,      -  zerfällt. 
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Fall  von  hervorragendem  Interesse,  dass  beide  Curvensysteme  zu  der  C„ 
in  ganz  besonderen  Beziehungen  stehen,  denn  dieser  Fall  liegt  eben 
vor,  ivenn  zwei  heliehiye  Corresponclenzen  in  der  Form  (3)  gegeben  sind 
(wie  sich  sogleich  zeigen  wird).  Zur  Untersuchung  dieser  Verhält- 
nisse gehen  wir  daher  jetzt  über;  allerdings  werden  wir  dabei  ge- 
nöthigt  sein,  uns  in  manchen  Einzelheiten  auf  Andeutungen  zu  be- 
schränken. 

In  den  Gleichungen  (3),  welche  die  zu  betrachtenden  Correspon- 
denzen  {a ,  ß)y,  {a,  ß')y  auf /'=0  vermitteln  (wo  wieder  f  von  der 
Ordnung  n  und  vom  Geschlechte  p),  können  wir  etwa  die  y,  als  ver- 
änderliche Punktcoordinaten,  die  Xi  dagegen  als  drei  homogen  vorkom- 
mende Parameter  auffassen,  die  noch  an  die  Bedingung  /"(.r)=0  geknüpft 
sind.  Eine  Gleichung  g)  [x,  g)  =  0  stellt  uns  dann  ein  System  von  Curven 
dar,  welches  von  einem  irrational  vorkommenden  Parameter  in  all- 
gemeinster Weise  abhängt  (vgl.  p.  390).  In  den  Gleichungen  (3) 
haben  wir  also,  wie  oben  behauptet  wurde,  zwei  solche  Curvensysteme 
vor  uns,  welche  mit  ihrem  Parameter  je  durch  dieselbe  Irrationalität 
verknüpft  sind.  Zu  der  Curve  /  =  0  stehen  diese  Systeme  aber 
dadurch  noch  in  besonderer  Relation,  dass  unserer  Annahme  nach  die 
Functionen  cp  {x,  y),  cp'  (x,  y)  für  x  =  y  vermöge  f  =0  bez.  y-  und 
y'-fach  verschwinden  sollen,  während  letzteres  im  Allgemeinen  für 
einen  beliebigen  Punkt  der  Ebene  nicht  eintreten  wird.  Dies  können 
wir  auch  dahin  aussprechen,  dass  unter  den  Curven  des  Systems, 
welche  durch  einen  beliebigen  Punkt  x  der  Curve  f  gehen,  immer  eine 
enthalten  ist  (nämlich  „die  vermöge  (3)  zu  x  gehörige  Curve^'),  von 
deren  Schnittj)unkten  mit  der  Grundcurve  y  bez.  y  in  x  selbst  liegen; 
für  jede  der  übrigen  durch  x  gehenden  Curven  gibt  es  einen  anderen 
Punkt  von  /'=0,  in  welchen  y  bez.  /  Schnittpunkte  derselben  mit 
/  =  0  zusammenfallen. 

Für  das  System  der  Curven  s'^^'^  Ordnung  cp  =  0  mögen  nun 
wieder  die  Punkte  S^ ,  S., ,  .  .  .  S^  mit  den  charakteristischen  Zahlen 
/, ,  t^,  .  .  .  tf,  und  fl', ,  r/j ,  .  .  .  cIq  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  soeben  in 
dem  Beispiele  eines  Curvenbüschels;  für  die  Curven  s'^^'' Ordnung  qo'  =  0 
bezeichnen  wir  ferner  in  entsprechender  Weise  ausgezeichnete  Punkte 
mit  iS,',  -S./,  .  .  .  Sf,'  und  die  zugehörigen  Zahlen  mit  t(,  t^',  .  .  .  fg', 
f//,  o^'j  .  .  .  «e''.  Dabei  können  von  den  Punkten  S'  einige  oder 
auch  alle  mit  Punkten  S  zusammenfallen.  Es  bestehen  dann  die 
Relationen : 

(11)  ß  =  ns  —  Züit,  —  y ,     ß'  =  ns'  —  Za-ti  —  /  , 

denn  z.  B.  ß  ist  die  Zahl  der  Punkte,  in  denen  eine  zu  x  gehörige 
Curve  (p  'x,  y)  =  0  die  C„  noch  trifft,  und  welche  nicht   in  x  selbst 
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liegen,  aber  alle  mit  x  beweglich  sind;  und  JJait;  ist  die  Zahl  der 
festen  Schnittpunkte  der  Curve  C^  (p  =  0  mit  der  C„  /*  =  0.  Es  sei 
noch  bemerkt,  dass  wir  nur  die  Punkte  Si  zu  berücksichtigen  brauchen, 
für  welche  «,•  ^  1,  d,  h.  Avelche  auf  f=0  liegen;  die  übrigen  festen 
Punkte  der  beiden  Curvensysteme  kommen  im  Folgenden  nicht  weiter 
in  Betracht. 

Selbstverständlich  hätten  wir  auch  die  iji  als  Parameter,  welche 
an  die  Bedingung  /"  (y)  =  0  geknüpft  sind,  und  die  Xi  als  Punkt- 
coordinaten  betrachten  können.  Dann  stellen  uns  die  Gleichungen 
(3)  zwei  Curvensysteme  ;-*"  bez.  r'^^^  Ordnung  dar.  Letzteren  mögen 
die  festen  Ausnahmepunkte  R^,  R.,,  .  .  .  Ra  und  R(,  R.^,  .  ,  .  R'a-  zu- 
kommen, und  diesen  Punkten  entsprechend  den  zu  Si  gehörigen 
Zahlen  «,,  ti  die  Zahlen  «,-,  r,-,  «/,  t/;  dann  haben  wir  auch  die 
Gleichungen : 

(12)  a  =  nr  —  Haiti  —  y ,    a  =  n?^'  —  Z'k',t/  —  y' . 

Um  nun  die  Ordnung  der  Curve  M^  =  0.  zu  bestimmen,  welche 
vermöge  /  =  0  durch  die  beiden  Curvensysteme  s*"  und  s'**^'  Ordnung 
erzeugt  wird  (p.  722),  stellen  wir  auf  folgendem  Wege  eine  Corre- 
spondenz  zwischen  den  Punkten  einer  beliebigen  Geraden  her,  analog 
der  früher  für  die  Curve  M  =  0  benutzten  (p.  723).  Die  Zahl  der 
Curven  C^  q)  {x,  y)  =  0,  welche  durch  einen  beliebigen  Punkt  z  der 
Ebene  gehen,  ist  gleich  der  Zahl  der  gemeinsamen  von  z  abhängen- 
den (d.  i.  nicht  in  feste  Ausnahmepunkte  Si  fallenden)  Lösungen  der 
Gleichungen  qp  (a;,  z)  =  0  und  /"  {x)  ==  0,.und  sie  ist  für  alle  Punkte 
der  Ebene  dieselbe,  mit  alleiniger  Ausnahme  der  gemeinsamen  festen 
Punkte  des  Systems  der  Curven  Cs.  Diese  Zahl  kennen  wir  aber  für 
den  Fall,  dass  z  auf  f  =  0  liegt;  dann  ist  sie  nämlich  nach  (12) 
gleich  y  -]-  K.  Folglich  ist  sie  immer  gleich  y  -j-  <^-*)-  Jede  der 
entsprechenden  y  -\-  a  Curven  C^  schneidet  /"  in  emem  bestimmten 
Punkte  y-fach,  und  in  letzterem  hat  eine  bestimmte  Curve  C^-  (die  zu 
ihm  vermöge  rp' =  0  gehörige)  einen  /-fachen  Schnittpunkt  mit  /. 
Einem  beliebigen  Punkte  z  auf  einer  festen  Geraden  sind  dadurch 
auch  7  +  «  Curven  C,-  zugeordnet;  und  dieselben  schneiden  auf  jener 
Geraden  s'  (y  +  «)  Punkte  z'  als  dem  Punkte  z  entsprechende  aus. 
Es  entsteht  so  eine  Correspondenz  is'{y-j-a],  s  {y  -\- a}).  Ihre 
Coincidenzen  sind  diejenigen  Punkte  der  festen  Geraden,  durch  welche 
„zwei  zusammengehörige^^  Curven  C^  und  C,'  (d.  i.  zu  demselben  Punkte 


*■)  Diese  schon  mehrfach  augewandte  Methode  (z.  B.  bei  den  Sätzen  auf 
p.  414),  durch  specielle,  leicht  übersehbare  Fälle  hinsichtlich  der  Anzahl  von 
Lösungen  das  allgemeine  Resultat  zu  bestimmen,  ist  neuerdings  geradezu  als 
Princip  der  speciellen  Lage  bezeichnet  und  in  sehr  ausgedehnter  Weise  verwerthet; 
vgl.  Schubert:  Göttiuger  Nachrichten,  1874,  p.  274  und  Math.  Aunalen,  Bd.  10. 
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von  /'  vermöge  (3)  gehörige)  sicli  schneiden,  also  die  Schnittpunkte 
der  festen  Geraden  mit  My  =  0.  Da  unter  diesen  noch  die  n  Schnitt- 
punkte mit  /  enthalten  sind,  so  wti-d  schliesslich  die  Ordnung  der 
Ciirve  lA,j  =  0  gleich 

(13)  ^y  =  s  (y  -f-  ß)  +  s  (/  -f  a)  —  Vn 

=  n  {rs  -\-  sr)  —  s'Uaitj  —  sUa/ti  —  Vn  , 

tuo  r  eitle  noch  zu  bestifnmende  Zahl  bedeutet.*) 

Wir  untersuchen  ferner  das  Verhalten  der  Curve  M^  =  0  in  den 
Punkten  Si  und  S-  (vgl.  p.  723  und  p.  726).  Wir  haben  hier  folgende 
Fälle  zu  unterscheiden: 

(i)  Der  Punkt  S  ist  nicht  zugleich  ein  Punkt  S', 

h)   Der  Punkt  S  ist  zugleich  ein  Punkt  S' . 

Im  Falle  a)  gibt  es  y  -j-  a  bestimmte  Curven  6V,  welche  durch 
S  gehen,  unter  ihnen  y'-fach  zählend  die  zu  S'  selbst  gehörige  Cg-. 
Es  gibt  aber  auch  /  -f-  a  Curven  C; ,  vrelche  mit  ihnen  zusammen- 
gehören (p.  727).  Für  jedes  Paar  solcher  zusammengehörigen  Curven**) 
liegen  t  Schnittpunkte  im  Punkte  S,  während  dies  für  ein  beliebiges 
Paar  von  zusammengehörigen  Curven  C,-,  Cs-  nicht  Statt  findet,  so  dass 
diese  t  Schnittpunkte  jedenfalls  unter  den  beweglichen,  die  Curve 
My  =  0  beschreibenden  Punkten  mit  zu  zählen  sind.  Während  sie 
also  für  ein  benachbartes  Paar  noch  auf  My  =  0  getrennt  liegen, 
rücken  sie  für  das  hier  betrachtete  Curvenpaar  alle  nach  iS',  d.  h. 
durch  S  gehen  t  Zweige  von  M,,  =  0.  In  einem  gemeinsamen  t- fachen 
Punkte  S  der  Curven  Cs,  der  nicht  ein  Punkt  S'  ist,  wird  die  Vielfachheit 
von  My  =  0  gleich 

(14)  v,j^t{a  -\-y'^- 

und  ebenso  in  einem  gemeinsamen  t'-fachen  Punkte  S'  der  6V  gleich 

(14*)  v;  =  t'{a  +  y). 

Im  Falle  b)  bestimmen  wir  die  Zahl  Vy  mittelst  einer  Correspon- 
denz,  welche  zwischen  den  Strahlen  des  durch  Si  gehenden  Büschels 
ganz  ebenso  durch  die  beiden  Curvensysteme  (3)  begründet  wird,  wie 


*)  Es  wird  sogleich  noch  gezeigt  -werden ,  dass  F  die  Zahl  der  in  a;  =  y  auf 
f=0  liegenden  Schnittpunkte  zweier  „zusammengehörigen''  Curven  qp,  qp'  ist, 
so  dass  der  Ort  der  Schnittpunkte  solcher  Curvenpaare  durch  die  Curve  M  =  0 
zusammen  mit  f    =0  gegeben  wird. 

**)  Die  zu  der  dem  Punkte  S  selbst  entsprechenden  C^.  gehörige  f ,  wird  aller- 
dings unbestimmt;  statt  derselben  hat  man  die  einem  benachbarten  Punkte  ent- 
sprechende C^  zu  nehmen;  für  das  so  entstehende  Curvenpaar  liegen  dann  noch 
r  weitere  Schnittpunkte  zu  S  benachbart,  dem  entsprechend,  dass  auch  f=Q 
f-fach  zählend  ein  Theil  der  betrachteten  Ortscurvc  ist. 
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oben  im  Beispiele  durch  die  beiden  Curveubüschel.     Es   ist  dies   eine 
Correspondenz 

(^'(7  +  «),  ^.- (/  +  «'))  • 
Von  den  Coincidenzen  fallen  f«;  in  die  Tangenten  des  f/,- fachen 
Punktes,  welchen  /  =  0  in  Si  besitzt.  Die  Coincidenzen  dieser  Corre- 
spondenz nämlich  beziehen  sich  überhaupt  auf  den  Ort  der  Schnitt- 
punkte je  zweier  zusammengehörigen  Curven  C^,  Cs'  unserer  beiden 
oo'- Systeme;  dieser  Ort  aber  besteht  aus  der  Curve  M^  und  aus  der 
Curve  /",  wobei  letztere  f-fach  zu  zählen  ist,  wenn  P  bewegliche 
Sclmitlpunkte  zweier  Curven  einer  solchen  Correspondenz  in  demjenigen 
Punkte  von  f  liegen,  welcher  eben  die  gegenseitige  Zuordnung  beider 
Curven  vermittelt j^)  Hieraus  erhellt  gleichzeitig  auch  die  Bedeutung 
der  Zahl  V  in  (13).  Die  zuletzt  gewonnene  Correspondenz  dagegen 
gibt  uns  den  Satz: 

In  einem  Punkte  S)  (oder  S,'),  welcher  gemeinsamer  trfacher  Punkt 
der  Cs,  gemeinsamer  tl-f acher  Punkt  der  Cs'  und  ai-f acher  Punkt  von 
f  ist,  hat  die  Curve  M^  ei}ie?i  singidären  Punkt,  dessen  Vielfachheit  ge- 
geben ist  durch  die  Zahl 

(15)  7/^")  =  tl  (j;  -f  a)  -f  ti  (/  +  a)  —ra^. 

Ganz  entsprechend  hat  man  für  die  Curve  M.^  =  0  (p.  722)  aus 
(13),  (14),  (14*),  (15)  die  Zahlen: 

(16)  f..,  =  r  (y  -f  |3)  -f.  r  (y'  +  ß')  -  m 

=  n  (rs  -{-  sr')  —  ?^'  Za/tj  —  rUait-, 

(17)  v.^  =  t{ß'-^y'),     vJ^z{ß  +  V), 

(18)  vj')  =  r.;  {y  +  ß)  +  Xi  ir  -f  ß')  -  r«, . 

Die  weiteren  Untersuchungen,  welche  wir  an  diese  Abzahlungen 
knüpfen  wollen,  (insbesondere  auch  die  Bestimmung  der  Zahl  f)  ge- 
stalten sich  nun  verschieden,  je  nachdem  der  y-  bez.  /-werthige 
Punkt  der  Correspondenzen  (3)  in  x  =  y  durch  Berührung  mit  der 
Grundcurve  entsteht  oder  nicht;  und  zwar  wollen  wir  hier  zunächst 
drei  Hauptfälle  unterscheiden: 

1)  er   entsteht  in  ^   und   9'   durch   einen    vielfachen   Punkt  der 
Curven  C,  und  Cs'  in  a:  ==  ?/; 

2)  er  entsteht  in  ^  und  qp'  durch  Berührung  mit  /"; 

3)  seine  Entstehung  ist  in  ^  und  ^)'  verschieden  bedingt. 
Diese  Fälle   sollen  nach   einander  behandelt,  und   für  sie  die  Formel 
für  (gjg)')  jedes   Mal  näher   untersucht  werden.     Dabei  soll  die  Curve 


*)  Vorausgesetzt  ist  hier  wie  im  Folgenden,  dass  zwei  zu  demselben  Punkte 
X  von  f  gehörige  Curven  qo  (a?,  y)  =  0,  qp'  (a:,  y)  =  0  sich  ausser  in  x  selbst  nichl 
mehr  in  einem  mit  x  beweglichen  Punkte  von  f  schneiden.  —  Es  ist  ferner  immer 
ausgeschlossen,  dass  beiden  Curvensystemen  eine  Curve  geraeinsam  sei. 
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# 
/=0  nur   mit  einfachen    Doppelpunkten,    nicht    mit    Rückkehr-    oder 

höheren  vielfachen   Punkten   begabt  angenommen  werden;   die  Zahlen 

aj,  a;  können  dann  mir  den   Werth  1  oder  2  annehmen. 

1)  Wir  betrachten  also  zuerst  den  Fall,  wo  der  mehrwerthige 
Punkt  in  x  =  y  hei  beiden  Corres^pondenzen  durch  einen  vielfachen 
Punkt  der  zu  x  bez.  y  gehörenden  Curven  bedingt  ist.*)  Die  ersteren 
bezeichnen  wir  wieder  mit  Cs,  C/,  die  letzteren  mit  C,-,  Cr'.  In  jedem 
Punkte  X  von  /  liegen  hier  yy  Schnittpunkte  der  beiden  zu  x  ge- 
hörigen Curven  C,,  C,-,  wenn  wir  annehmen,  dass  die  y  Tangenten 
der  ersteren  in  .r  von  den  y  Tangenten  der  anderen  verschieden 
sind.  Nach  einer  früheren  Bemerkung  (p.  729)  haben  ivir  also  in  den 
Formeln  (13)  —  (18)  V=  yy   zu  setzen. 

Von  den  Punktepaaren  x-y  nun,  welche  gleichzeitig  beiden 
Correspondenzen  (3)  genügen,  werden  die  Punkte  y  offenbar  durch 
M^  =  0  auf /=0  ausgeschnitten  (vgl.  auch  p.  721  und  p.  722),  die 
zugehörigen  Punkte  x  durch  die  Curve  M^  =  0,  denn  für  jeden 
solchen  Punkt  x  liegt  ein  weiterer  Schnittpunkt  zweier  zusammen- 
gehörigen Curven  Cs,  Cs-  auf/*.  Die  Gleichung  My  =  0  ist  also  das 
Resultat  der  Elimination  der  Xi  aus  den  Gleichungen  (3)  und  aus 
f{pc)  =  0]  vorausgesetzt,  dass  man  in  diesem  Resultate  zuvor  gewisse 
uneigentliche  Factoren  absondert;  denn  dasselbe  würde  an  und  für 
sich  von  der  Ordnung  n  {rs'  -j-  sr)  in  den  y  werden.  Unter  diesen 
Factoren  ist  zunächst,  da  V  =  yy,  die  Curve  f  selbst  7 y'- fach  ent- 
halten (p.  729).  Die  Bestimmung  der  iibrigen  Factorert'  erfordert  die 
Berücksichtigung  und  besou^ere  Behandlung  sehr  vieler  einzelnen 
Fälle,  so  dass  eine  vollständige  Erledigung  derselben  uns  hier  zu 
weit  führen  würde.  Man  wird  diese  Bestimmung  im  Anschlüsse  an 
die  folgenden  Ueberlegungen  aber  leicht  in  jedem  Falle  ausführen. 

Die  fraglichen  Factoren  können  nur  von  den  Ausnahmepunkten 
der  Correspondenzen  (3)  abhängen,  denn  durch  diese  ist  ja  ihr  Auf- 
treten bedingt.  Wie  dies  im  Einzelnen  geschieht,  mag  nur  an  folgen- 
dem Beispiele  erläutert  werden. 

Die  einem  einfachen  Punkte  5,  von  /",  welcher  gemeinsamer 
^i-fächer  Punkt  der  Curven  C^  und  T,-facher  Punkt  der  Curven  Cr 
dagegen  nicht  gleichzeitig  ein  Punkt  S'  ist,  entsprechende  Curve  C^ 
wird  unbestin^mt.  Zu  Si  gehört  dagegen  eine  ganz  bestimmte  Curve 
Cs-,  deren  Gleichung  fp's  =  0  sei;  und  somit  \2inn  jeder  Punkt  dieser 
Curve  cps  =  0  als  Schnittpunkt  von  tps  mit  der  zu  <ps  gehörenden 
Curve  Cs  aufgefasst  werden,  d.  h.  die  Curve  cps  ist  ein  Theil  des 
Ortes  der  übrigen  (nicht  auf  f  liegenden)  Schnittpunkte  zweier  zu- 
sammengehörigen Curven  <p ,  cp  ]  und  zwar  ist  dieselbe  als  solcher  nach 


*}  Vgl.  dazu  das  in  der  zweiten  Anmerkung  aut  p.  456  Gesagte. 
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Gleichung  (13)  Tj-fach  zu  zählen  (indem  Ki  =  1).  Wir  haben  also 
den  Satz,  dass  in  dem  Resultate  der  Elimination  der  .r,-  aus  den 
Gleichungen  (3)  und  aus  f  (x)  =  0  der  Factor  {(psY^  enthalten  ist. 
Die  Schnittpunkte  von  q}s  =  0  mit  M^  =  0  sind  dann  die  Schnitt- 
inmkte  von  9/ =  0  mit  der  einem  zu  S  benachbarten  Punkte  von 
f  entsprechenden  Curve  Cs.  Analog  hat  man  den  Fall  zu  behandeln, 
wo  S  zugleich  ein  Punkt  S'  ist,  etc.  Ist  dagegen  S  Doppelpunkt  von 
f,  so  gibt  es  zu  S  zwei  verschiedene  benachbarte  Punkte,  folglich 
auch  zwei  verschiedene  benachbarte  Curven  C^,  und  somit  ist  hier 
(ps   2r,-fach  zu  zählen,  wie  es  Gleichung  (13)  verlangt. 

Weiter  würde  man  die  Fälle  zu  unterscheiden  haben,  wo  Punkte 
S  nicht  zugleich  Punkte  R  sind  (p.  727)  und  umgekehrt  etc.  Wir 
unterlassen  jedoch  hier  diese  Ausführungen  und  geben  im  Folgenden 
nur  noch  in  Kurzem  eine  Uebersicht  darüber,  wie  diese  Resultate 
weiter  zu  verwerthen  sind.*) 

W^enn  von  den  Schnittpunkten  y  zweier  zu  demselben  Punkte  x 
gehörigen  Curven  6'^-,  Cs-  ein  weiterer  auf  /  liegt,  so  bildet  derselbe 
zusammen  mit  x  ein  Punktepaar,  welches  gleichzeitig  den  Correspon- 
denzen  (.3)  genügt;  ein  solches  Paar  zählen  wir  jedoch  unter  den  ge- 
suchten nicht  mit,  wenn  y  2iU  x  selbst  heranrückt.  Die  Zahl  jener 
Paare  ist  daher  gleich  der  Zahl  der  (nicht  in  festen  Punkten  der  (p, 
(p'  oder  in  Doppelpunkten  von  /'  liegenden)  Schnittpunkte  von  /  mit 
M^,  vermhideri  um  die  Zahl  derjenigen  Punkte,  in  ivelchen  ein  Zweig 
der  zu  x  gehörenden  Curve  Cs  einen  Zweig  der  zu  x  gehörenden  Curve 
C,'  berührt.  Letztere  Punkte  denken  wir  uns  auf  /  =  0  durch  eine 
Curve  Xy  =  0  ausgeschnitten,  deren  Ordnung  leicht  zu  bestimmen  ist. 
Nehmen  wir  dann  zunächst  au,  dass  keine  Ausnahmepunkte  in  den 
Correspondenzen  und  keine  Doppelpunkte  von  /  vorkommen,  so  wird 

(19)  M,  =  X,.K,  +  ^/-, 

wo  nun  K,j  die  Curve  ist,  welche  die  Punkte  y  der  gesuchten  Panre 
x-y  auf  f  ausschneidet.  Nun  ist  uns  die  Zahl  der  Schnittpunkte 
der  letzteren  mit  /"bekannt  (p.  446"),  denn  diese  ist  gleich  {(ptp')\  und 
somit  ergibt  sich,  da  die  Ordnung  von  M^  durch  (13)  gegeben  ist, 
für  die  Ordnung  von  X^  die  Zahl: 

(20)  lv  =  i^i,~\{9^') 

-  y'  ('•  +  *•)  +  y  ('•'  +  ^')  -^yy'- **) 

*)  Auf  einen  dieser  Fälle  kommen  wir  noch  unter  2)  zurück  (p.  738). 
**)  Diese  Zahl  kann  man  auch  leicht  direct  finden.     Setzt  man  nämlich: 
qp  [x,  y)  =  aj'  ßj  ,  cp'  (.r,  y)  =  a/  fj-"' , 
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Für  die  Ordnung  von  K^  =  0  haben  wir  also  die  Zahl 

(21)  ky  =  n  {rs  -{-  sr)  —  y  {r  -{-  s)  —  y'  if  -\-  s)  —  yy'  {n  —  3) 
und  es  wird: 

(22)  ((P9)')  =  nky  =  aß'  +  ßa   -2yy'p, 

wenn  p  =  ^  {n  —  1)  (n  —  2). 

Die  Ausdrücke  M^,  X^,  K,;  und  A  sind  simultane  Functional- 
invarianten  der  Grundformen  /,  cp  {x,  t/),  <p'  {x,jj),  und  die  Gleichung 
(19)  gibt  eine  zwischen  ihnen  bestehende  Relation  an.*)  Eine  solche 
aber  kann  nicht  geändert  werden,  wie  auch  die  Coefficienten  der 
Grundformen  variirt  werden  mögen;  insbesondere  also  muss  sie  auch 
bestehen,  wenn  wir  auf  der  Curve  /"  durch  solche  Variationen  Doppel- 
punkte entstehen  lassen,  ein  Fall,  den  wir  zuerst  betrachten  wollen. 
Und  zwar  wollen  wir  die  nicht  in  Doppelpunkte  fallenden  Schnitt- 
punkte von  Ky  =  0  mit  /"=  0  bestimmen. 

Da  wir  den  Correspondenzen  (p,  (p'  noch  kein«  Ausnahmepunkte 
beilegen,  so  entsprechen  diesem  Doppelpunkte  zwei  ganz  bestimmte 
Curven  Cs,  Cg-,  von  deren  Schnittj)unkten  in  ihm  yy'  liegen,  wie  in 
einem  beliebigen  Punkte  von  /.  Die  Curve  My  geht  also  nicht  durch 
den  Doppelpunkt,  folglich  wegen  (19)  auch  nicht  die  Curven  X^  und 
Ky.  Die  Zahl  der  gesuchten  Punktepaare  ist  daher  wieder  gleich 
nk,j,  d.  h.  gleich 

(23)  aß'  -^  ßa  -  2yy'p  —  2  yy'd, 

wenn  d  Doppelpunkte  auf  /  vorhanden  sind,  und  wenn  p  =  ^  {n  —  1) 
.  (n  —  2)  —  d  das  Geschlecht  von  /  bedeutet.  Gehen  also  die  Curven 
Cs,  Cs-  durch  d  Doppelpunkte  von  f  nicht  hindurch,  so  ist  der  auf  p.  446 
gefundene  Werlh  für  (cpcp')  um  2  dyy'  zu  erniedrigen,  wenn  man  unter  p 
das  Geschlecht  von  f  verstehen  will. 

Wir  wollen  nun  weiter  auch  die  Constanten  der  Correspondenzen 
9  und  ^>'  variiren  und  dadurch  auf  /  Ausnahmepunkte  erzeugen. 
Wir  betrachten  jedoch  auch  wieder  nur  einzelne  Fälle,  die  für  sj)ätere 
Anwendungen  nöthig  sind.     Es  möge    zunächst   9?'  noch  unverändert 


so  entsteht  die  Curve  X    =  0  durch  Elimination  der  dx^  aus  den  Gleichungen : 

wenn  ^^  =  1.  Aus  dem  Resultate,  welches  unabhängig  von  den  A:,- sein  muss, 
lässt  sich  ein  Factor  Ar^^^'  absondern;  es  bleibt  dann  in  der  That  ein  Ausdruck 
von  der  Ordnung  (20).  So  kann  man  also  auch  umgekehrt  die  Zahl  (qpq)')  direct 
ableiten. 

*)  Dass  in  (19)  als  Coefficient  von  M  oder  K,^  nicht  noch  eine  eigentliche 
simultane  Invariante  auftreten  kann,  erkennt  mau  durch  eine  ähnliche  Ueber- 
leguug,  wie  sie  auf  p.  471  angestellt  wurde. 
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bleiben,  dagegen  ein  einfacher  Punkt  -S'  von  f  (mit  den  Coordinaten 
Xi)  gemeinsamer  ^-facher  Punkt  der  €s,  r-facher  Punkt  der  C,-  wer- 
den. Wir  kennen  das  Verhalten  von  M^  in  x  nach  (14);  das  Ver- 
halten von  Xy  bestimmt  sich  in  folgender  Weise.  Es  verschwindet 
dann  9?  {x,  x)  jedenfalls  {t  -{-  T)-fach,  d.  h.  die  zu  einem  benach- 
barten Punkte  von  x  gehörige  Curve  9?  hat  in  x  einen  [l-\-  t)- fachen 
Punkt.  Es  fallen  also  (/  -|-  x)  y  Schnittpunkte  der  letzteren  mit  der 
zu  X  gehörigen  Curve  (f  in  den  Punkt  x,  d.  h.  die  Vielfachheit  von 
Xy  =  0  in  einem  gemeinsamen  t- fachen  Punkte  der  ^  ist  gleich 

(24)  (/  +  r)y  . 

Haben  gleichzeitig  die  cp'  in  x  einen  ^'-fachen  Punkt,  so  defor- 
miren  wir  die  Correspondenz  cp'  {x,  y)  zunächst  so,  dass  dieser  /'-fache 
Punkt  von  x  getrennt,  aber  noch  auf  /  —  sagen  wir  in  y  —  liegt; 
dann  verschwindet  Xy  von  der  Ordnung  [t  -\-  x)  y'  in  x  und  von  der 
Ordnung  {t'  -j-  x')  y  in  y.  Fällt  nun  x  mit  i/  zusammen,  so  liegen  in  x 
{t  +  t)  /  -|-  {l'  -f-  t')  y  Schnittpunkte  der  beiden  zu  x  -\-  dx  gehöri- 
gen Curven  cp,  (p'.  Da  aber  für  je  zwei  zusammengehörige  Curven 
9,  q)'  yy  Schnittpunkte  xn.  x  =  y  liegen,  so  ist  die  Zahl  der  neu 
hinzugetretenen  Schnittpunkte,  d.  h.  die  Vielfachheit  von  X^  =  0  in 
einem  gemeinsamen  t-fachen  Punkte  der  cp  und  i'-fachem  Punkte  der 
<p'  gleich 

(25)  {t-^r)y'  +  {t'  -\-x')y  —  yy  . 

An  Stelle  von  M,,  in  (19)  tritt  nun  im  ersten  Falle  nach  den 
obigen  Ausführungen  (p.  731)  das  Product  M^  (^.s')^  so  dass  die  Glei- 
chung (19)  übergeht  in: 

(26)  ^y{cpsy=X,.Ky+Af. 
Im  zweiten  Falle  dagegen  erhalten  wir: 

(27)  \A,{cp'sy{cpsY=Xy.\^,^Af 

wenn  (ps  ==  0,  (p's  =  0  die  beiden  einem  zu  S  benachbarten  Punkte 
von  /■  zugehörenden  Curven  Cs,  Cs-  sind.  Ebenso  wird,  wenn  mehrere 
Punkte  S  der  Art  vorkommen,  auf  der  linken  Seite  von  (19)  neben 
My  ein  Product  TT,,  auftreten,  dessen  einzelne  Factoren  von  der  Form 
{tps'Y  '  •  ■  sind.  Die  gesuchten  Punkte  y  werden  also  nicht  mehr  durch 
die  Curve  K^  =  0  allein  ausgeschnitten ,  sondern  diese  Curve  geht 
auch  durch  die  Schnittpunkte  von  T\y  =  ü  mit  f  =  0.  Nur  die  nicht 
in   singulären  Punkten  liegenden    Verschwindungs  -  Punkte  des   Quotienten 

(28)  ''-^-"^ 

gehen    uns  jetzt    die    Punkte  y   der    gesuchten    Paare    x-y.     Die  zuge- 
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höriycn  Punkte  x  sind  die  Vcrschwindunys- Punkte  eines  entsprecJund  zu 
bildenden  Quotienten  : 

K  M 

(29)  A,  =  ^'  =  /. 

Die  Zahl  dieser  Verschwindungs- Punkte  wollen  wir  noch  für  die 
in  den  Formeln  (24)  und  (25)  berücksichtigten  Fälle  bestimmen.  Im 
ersten  Falle^,  wo  also  ein  Ausnahmepunkt  S  mit  den  charakteristischen 
Zahlen  t,  t  auftritt,  verschwindet  wegen  (14),  (24)  und  (28)  der  Quo- 
tient A^  in  diesem  von  der  Ordnung: 

(30)  i  («'  +  /)_(/-{-  t)  /  =  /«'  —  r/ ; 

die  Zahl  der  einfachen   Verschwindungs  -  Punkte   dieses  Quotienten    ist 
sonach 
(31)        n  (^y  —  ly)  -  ta  -f-  ry' 

=  n  hl [rs'  —  s r')  —  ts  —  yy' n\  —  n  Jy' {r-{-s)  j-y  {r'-\-s') — 3 y  y  \ — tu-\-xy' 

==  ß/3' 4- /3ß' —  yy' («  —  1)  (n  —  2) , 

wenn  wieder :  a  =  nr  —  x  —  y  ^  ß  ^  ns  —  t  —  y  ,  a  =  nr  —  y' , 
ß'  =  ns'  —  y.  Die  resultirende  Zahl  wird  also  durch  den  festen  Punkt 
S  nicht  heeinflusst. 

Ist  5  dagegen  zugleich  ein  Punkt  S',  so  verschwindet  wegen  (15), 
(25)  und  (28)  der  Quotient  A^  in  S  von  der  Ordnung 

t'  {a -\- y)  -\-  t  {a  -\- y')  —  yy  —  (^4-  t)  y'  —  {t   +  t)  y  +  y / 

(32)  =  ta  -\-  t'a  —  ry'  —  t^' y  ■*) 

Und  die  Zahl  der  einfachen  Schnittpunkte  von  Ay  =  0  mit  /  =  0  wird 
ivieder  gleich 

(33)  n  [iiy  —  ly)  —  ta  —  t'a  +  ry  +  ry 
=  aß'  -\-  ßa   —  yy'  (n  —  1)  (^  —  2) 

WO  nun: 

a  =  nr.  —  t  —  y  ,      ß  =  fis  —  t  —  y 
a  =  nr  —  r'  —  y' ,     ß'  =  n s   —  t'  —  y  . 

In  ganz  analoger  Weise  lässt  sich  ferner  nachweisen,  dass  auch 
für  Doppeljiunkte  von  /,  durch  welche  die  Curven  Cs,  Cr,  Cg-,  €,-• 
hindurchgehen,  die  Zahl  (gog?')  in  der  Form  erscheint 

(cpcp)  =  aß'  -{-  ßa  —2yy'  (p  +  d')  , 

wenn  man  unter  p  das  Geschlecht  von  f  versteht  und  unter  d'  die 
Zahl  derjenigen  Doppelpunkte  von  /,  welche  nicht  Ausnahmepunkte 
der  Correspondenzen  sind.     Das  gewonnene  Resultat  werden  wir  nach 

. • 


.*)  Diese   Zahl   stimmt   mit   der   von   Brill   in    anderer   Weise    abgeleiteten 
überein:  Math.  Annalen,  Bd.  6,  p.  46. 
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kurzer  Erörterung  der  beiden  noch  übrigen  (auf  p.  729  erwähnten) 
Fälle  in  einem  Satze  zusammenfassen. 

2)  Wir  nehmen  zweitens  an,  dass  der  y-  bez.  y -iverthiye  Punkt 
in  X  =  y  hei  beiden  Corre^pondtnzen  durch  Berührung  entsteht.  Dieser 
Fall  ist  dadurch  von  Interesse,  dass  wir  nach  den  früheren  Betrach- 
tungen über  die  Natur  solcher  Correspondenzen  weit  bestimmtere 
Angaben  machen  können,  als  im  vorigen  Falle.  Die  beiden  Corre- 
spondenzen nämlich  können  wir  dann  in  folgender  Form  gegeben 
annehmen  (vgl.  p.  472): 

rp'{x,y)=<^^{x)  .  <(y)  +  Oi'(a:)  .  (p;{l/)-\-  .  .  .  +O/(x).9/(?/)  =  0, 

wo  0^  =  0  diejenige  Curve  ist,  welche  die  Berührungspunkte  der 
{y  —  1)- punktig  berührenden  Curven  s*"'  Ordnung  der  Schaar 

auf /'=0  ausschneidet,  und  wo  die  übrigen  Curven  0,=  0,  0/ =  0 
in  entsprechender  Weise  definirt  sind.  Hier  ist  die  Ordnung  r  der 
Curven  0,  so  wie  die  Vielfachheit  derselben  in  den  gemeinsamen 
Punkten  der  (p  und  in  den  Doppelpunkten  von  /  durch  das  Verhalten 
der  Curven  (p  vollständig  gegeben.  In  der  That  kann  die  Bestimmung 
von  r  durch  s  in  folgender  Weise  geschehen.*)  Die  Coincidenzcurve 
einer  Correspondenz  fp  {x,  y)  =  0  ist  nach  p.  452  von  der  Ordnung 

r  -{-  s  -\-  y  (n  —  3)  . 

Insbesondere  also  für  y  =  1 ,  r  =  s  die  Coincidenzcurve  der  Corre- 
spondenz 

(poi^)  ^i(y)  —  9^1  («)  (Po(y)=0 
von  der   Ordnung  2  s  -\-  n  —  3.     Für  y  =  2  ist  daher  in  der  Corre- 
spondenz (vgl.  p.  456): 

%ix)  •  (Po(y)  +  0i(a:)  .  9,  (y)  -f-  0.,{x)  .  (p,(^y)  =  0 

die  Ordnung  r  der  0  gleich  2  s  -{-  n  —  3,  und  also  die  Ordnung  der 
Coincidenzcurve  gleich  3  {s  -f-  n  —  3);  hieraus  findet  man  ebenso  die 
Ordnung  der  Coincidenzcurve  bei  y  =  3  gleich  4[s-|-f  (w  —  3)],  u.  s.  f. 
Allgemein  ivird  die  Ordnung  der  Coincidenzcurve  gleich 

(35)  {y  +  1)  {^  +  i-  (n  -  3)  j^}  . 

Nun  sind  die  Curven  r''^'^  Ordnung  0,  =  0  in  (34)  Coincidenzcurven 
einer  Correspondenz  mit  {y  —  l)-werthigem  Punkte  in  x  =  y,  und 
daher : 

(35*)  r  =  y{5-f -K«-3)(r-l)}. 

*)  Vgl.  auch  die  Anmerkung  auf  p.  471. 
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Wir  haben  ferner  gesehen  (p.  455),  dass  in  jedem  einfachen 
Punkte  von  f,  in  welchem  G  feste  Schnittpunkte  der  Curven  qp,-  liegen, 
y6  Schnittpunkte  der  Curven  0;  liegen,  ohne  jedoch  darauf,  Rück- 
sicht zu  nehmen,  ob  die  Curven  fp  daselbst  einen  gemeinsamen 
ö-fachen  Punkt  haben,  oder  ob  sie  die  Curve  /daselbst  ((? — 1) -punktig 
berühren,  während  wir  bei  Aufstellung  der  Zahl  Vy")  in  (15)  aus- 
drücklich ersteres  annahmen.  Die  Zahl  (15)  ist  aber  auch  für  den 
letzteren  Fall  richtig.  Für  einen  einfachen  Punkt  Si  von  f  (d.  i. 
f// =  1)  nämlich  möge  /,==  1  sein,  und  die  qp'  mögen  daselbst  einen 
gemeinsamen  ^/-fachen  Punkt  haben,  dann  ist  die  Vielfachheit  der 
Curve  My  =  0  gegeben  durch : 

Vy^^  =  ii  {y  +  cc)  +  y  -^  oc  —  V . 

Gehen  nun  die  (p  auch  noch  sämmtlich  durch  ti  —  1  zu  Si  benach- 
barte Punkte  von  /,  so  ist  für  jeden  von  diesen  ti  =  0,  und  in  jedem 
ist  also  die  Vielfachheit  von  M^  =  0  gleich  y  -\-  a  ]  im  Ganzen  ist 
daher  die  Vielfachheit  von  M^  =  ü  in  Si  in  der  Thal  gegeben  durch 
die  Zahl: 

v,/''  =  t[  (r  +  «)  +  U  {y  +  «')  -  r. 

Analoges  gilt,  wenn  gleichzeitig  die  cp'  in  Si  die  Grundcurve  {t'  —  1)- 
punktig  berühren;  und  ebenso  erledigt  sich  diese  Frage  für  einen 
Doppelpunkt  von  /  (d.  i.  ai  =  2).  In  letzterem  Falle  haben  wir  nur 
ö  durch  2  ti  zu  ersetzen ;  dann  gibt  die  Zahl  y  {ß  -];-  y  —  I)  wieder 
die  Zahl  der  in  einem  solchen  liegenden  festen  Schnittpunkte  der  <t>. 

Die  Zahlen  ti,  t/  in  obigen  Formeln  sind  also  für  einen  einfachen 
Punkt  von  f: 
(36)  ri  =  tiy,     x[  =  tly', 

für  einen  Doppelpunkt  von  f: 

(S-J)  ti  =  yti-\-iy{y-l),     t/ = ///  -f  ^  /  (/ -  1)  . 

Nehmen  wir  nun  zunächst  an,  dass  y'  >  y.  Von  den  Schnitt- 
punkten je  zweier  in  demselben  Punkte  x  von  /  (y  —  1)-  bez. 
(/  —  1)- punktig  berührenden  Curven  liegen  y  Punkte  zu  x  benach- 
bart auf  f]  es  ist  daher  (vgl.  p.  729)  in  den  Fo7'meln  (13)  —  (18)  T  =  y 
zu  nehmen. 

Die  Bestimmung  der  in  dem  Eliminationsresultate  der  x  aus  (34) 
und  aus  f  {x)  =  0  neben  M^  und  fv  auftretenden  Factoren  gestaltet 
sich  ganz  wie  im  vorigen  Falle  und  braucht  nicht  noch  einmal  er- 
örtert zu  werden. 

Ein  besonderes  Verhalten  dagegen  zeigt  hier  die  für  Aufstellung 
der  Gleichung  (19)  wichtige  Curve  X^  =  0,  welche  auf /"=  O^diejenigen 
Punkte  X  ausschneidet,  für  die  ein  [y  -\-  \y^^  Schnittpunkt  zweier 
zusammengehörigen  Curven   Cs,  C^  nach   x  zurückfällt.     Da  wir  aber 
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y  ~>  y  voraussetzen,  so  muss  dann  dieser  (7  +  1)^*^  Schnittpunkt  auch 
auf  der  Curve  f  liegen;  und  dies  tritt  nur  ein,  entweder  wenn  eine 
Curve  Cs  7 -punktig  berührt  (wo  dann  y  -\-  ^  consecutive  Punkte  ge- 
meinsam sind),  also  in  den  CoincidenzjDunkten  der  ersten  Corresjjon- 
denz  (34),  oder  wenn  eine  Curve  qo'  in  x  einen  Doppelpunkt  hat,  wo 
dann  nur  y  gemeinsame  consecutive  Punkte  auftreten,  von  letzteren 
aber  einer  als  Schnittpunkt  von  qp  und  fp  doj)pelt  zählt.  Die  Punkte 
der  ersteren  Art,  von  denen  jeder  y'-fach  zu  zählen  isl*),  werden  nach 
(35)  durch  eine  Coincidenzcurve  Ly  =  0  der  Ordnung  (y  -f-  1) 
,  ji-  -f-  ^  {n  —  3)^1  auf  f  ausgeschnitten;  die  Punkte  der  letzteren' 
Art,  von  denen  Jeder  y-fach  zählt ^  durch  eine  Curve,  welche  sich  in 
folgender  Weise  bestimmt**).  Aus  der  zweiten  Gleichung  (34)  muss 
sich  für  X  =  y  ein  Factor  /"  absondern,  so  dass  man  hat: 

(38)       0o'(^')  •  9>;(-*')  +  •  •  •  +  %'{^)  --w'i^)  =  T.r. 

Für  die  Schnittpunkte  von  Y'  mit  /  verschwindet  also  die  linke  Seite 
dieser  Gleichung  quadratisch,  d.  h.  die  zu  einem  dieser  Schnittpunkte 
gehörige  Curve  q)'  hat  in  ihm  einen  Dopjielpunkt ;  und  also  werden 
die  erwähnten  Punkte  der  zweiten  Art  ausgeschnitten  durch  die  Curve 
Y'  =  0,  für  deren  Ordnung  man  aus  (38)  die  Zahl  findet: 

(39)  ^'  =  r  -f  .v'  —  n  =  (y  +  1)  s'  +  |  y'  {y  —  1)  (»  —  3)  -  n  . 

Nehmen  wir  nun  zunächst  wieder  au,  dass  /  keine  Doppelpunkte 
habe,  und  dass  keine  gemeinsamen  festen  Punkte  der  Cs  oder  C^-  auf 
f  liegen^  so  tritt  hier  an  Stelle  von  (19)  die  Gleichung: 

(40)  M,  =  (r/(Z,)>-.K, +  ^./-. 

Die  Ordnung  von  Ky  hudet  man  hieraus  wie  im  vorigen  Falle  wegen 
(13),  (35)  und  (39)  gleich 

^.'/  —  y'/''  —  /  tr  -^^){^  +  kr{n  —  3)} 

(41)  =  n  {rs  -\-  sr)  —  y  (r'  -\-  s)  —  y  (r  -\-  s)  —  yy  (n  —  3)  . 

Die  weiteren 'Untersuchungen  gestalten  sich  nun  auch  ganz  wie 
im  vorigen  Falle;  man  hat  nur  immer  den  Ausdruck  X  durch  das 
Product  (T)''  {['y/  zu  ersetzen.  Das  Verhalten  dieses  Productes  in 
Ausnahmepunkten  der  Curve  /"  oder  der  Correspondenzen  (34)  ist 
auch  leicht  zu  bestimmen,  da  man  nach  Früherem  das  Verhalten  von 
Ly  kennt,  und  da  das  von  Y  aus  (38)  leicht  zu  entnehmen  ist.  Die 
gesuchten  Punkte  y  werden  schliesslich  wieder  durch  die  einfachen 
Verschwindungspunkte  von  Quotienten  A,,  der  Form  (28),  und  die  zu- 

*)  Man  erkennt  dies  sofort  aus  dem  auf  p.  444  Gesagten. 

**)  Ausgenommen  ist  hier  immer  der  Fall  /  s=  y,  —  Vgl.  das  Beispiel  y'  =  2 
auf  p.  456,  wo  V  in  die  Jacobi'sche  Curve  der  drei  Curven  qp'o,  qp', ,  qp'2 
übergeht. 

Clebsck,  Vorle3uugen.  47 
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geliörigen  Punkte  x  durch  die  von  Quotienten  A.r  der  Form  (29) 
gefunden.  Für  diese  Quotienten  bleiben  dann  auch  die  Zahlen  (30) 
und  (32)  gültig;  man  hat  in  ihnen  nur  t ,  x  nach  (3G)  und  (37)  durch 
t  und  i'  auszudrücken. 

Zu  bemerken  ist  nur,  dass  der  Fall,  wo  sowohl  die  C-,  CV  als 
die  Cr;  C,.'  durch  einen  Doppelpunkt  von  /  nicht  hindurchgehen,  hier 
nicht  vorkommen  kann.  Denn  wenn  auch  für  einen  solchen 
;  =  ;'  =  0,  so  haben  wir  nach  (37)  doch: 

Xi^\y  (y  —  1)  ,     t/  ==  4  /  (/  -  1) . 

Nehmen  wir  nun  an,  es  sei  ein  solcher  Doppelpunkt  S  vorhanden,  so 
entsprechen  ihm  zwei  verschiedene  Curven  C.,:  9^5  =  0,  ^y  =  0  und 
zwei  verschiedene  Curven  C,-:  ^5' =  0,  gsV  =  0;  und  an  Stelle 
von  (40)  tritt,  wenn  keine  anderen  Ausnahmepunkte  vorkommen,  die 
Gleichung : 

Aus  dieser  Identität  können  wir  hier  aber  nichts  schliessen,  denn  wir 
kennen  das  Verhalten  von  M,/  in  S  noch  nicht.  Die  Zahl  der  ge- 
suchten Punkte  y  ist  aber  gleich  der  Zahl  der  Punkte  x,  welche  mit 
ihnen  je  ein  Paar  bilden.  Statt  M,,  können  wir  also  auch  den  Aus- 
druck M.r  benutzen.  Die  Vielfachheit  des  letzteren  ist  nach  (18)  in 
Rücksicht  auf  (35*): 

^  =  r'i  {y  +  ß)  +  ti  {r  -j-ß')-2y  = 

=  iy'  {r  -  1)  (7  +  ß)  +  \yi7-  i)  (/  -Vß')-'^r> 

wo  ß  =^  ns  —  y,  ß'  =  ns  —  y .     Ferner  ist  nach  (40): 

(42)  M..=  (r)>'(Z,)/K. +  ^/-. 

Nun  ist  die  Vielfachheit  von  Ly  in  S  gleich  ^y  (y  +  1),  die  von  Y' 
nach  (38)  gleich  ^/(/-l)  — 2.  Die  Vielfachheit  von  K^  in  S 
wird  daher  gegeben  durch  die  Zahl: 

X  =  7C  ~  ^  y' y  {y  +  l)  —  ^  yy'  {y  —  1)  +  -^  7 

Die  Ordnung  ^^-  von  K.,-  ist  nach  (42)  gleich  der  in  (41)  gegebenen 
Zahl,  so  dass: 

nk^  =  aß'-\-ßa-yy'{N-\){n-2)-]-ß'y{y—])-\-ßy'{r'-l)  —  '2yy\ 

Die  Zahl  der  einfachen  Schnittpunkte  von  K^  =  0  mit  /  wird  daher 

=  nk-,,  -2x  =  ccß'  -{-  ßa  —  yy  (w  —  1)  («  —  2)  .*) 
Auf  dieselbe  hat  also  ein  solcher  Doppelpunkt  keinen  Einfluss. 


*)  Man  kann  hieraus  umgekehrt  das  Verhalten  von  M^  in  S  bestimmen. 
Analoges  gilt  übrigens  auch  für  den  unter  1)  besprochenen  Fall,  wo  für  einen 
Doppelpunkt  l  =  0  und  r  von  Null  verschieden  ist  (p.  732). 


l'iinktsysteme  auf  einer  Curve.     Abel'sche  Integrale.  739 

Eine  besondere  Erwähnung  verlangt  noch  der  Fall  y  =  y .  Man 
übersieht  leicht,  dass  auch  hier  f  =  y  zu  nehmen  ist,  dass  aber  ein 
Zerfallen  der  Curve  X  =  0  in  die  Curven  i^y  =  0  und  (Zy)J"  =  0 
nicht  mehr  eintritt,  sondern  Alles  symmetrisch  bleibt. 

3)  Endlich  mögen  hier  noch  einige  Worte  über  den  dritten  oben 
genannten  Fall  (p.  729)  ihre  Stelle  finden,  in  welchem  der  y-werthige 
Punkt  von  cp  {x ,  y)  in  x  =  y  durch  einen  y -fachen  Punkt  der  Cm'ven 
(p,  der  y  -  iverthige  Punkt  von  (p'  {x ,  ij)  in  x  =  y  dagegen  durch 
[y  —  \)- punktige  Berührung  der  Cnrven  (p'  entsteht.  Hier  ist  uiiab- 
hilngig  davon,  oh  y'  '^  y  oder  <  7,  V  =  y  zu  nehmen.  Ferner  rückt 
ein  weiterer  Schnittpunkt  der  beiden  zu  x  gehörenden  Curven  (p,  cp' 
an  X  heran:  erstens,  wenn  in  x  eine  Coincidenz  von  q)\x,  y)  eintritt, 
und  zweitens,  wenn  die  in  x  berührende  Curve  gp  in  a;  einen  Doppel- 
punkt hat.  An  Stelle  der  Fundamental  -  Gleichung  (19)  tritt  daher 
hier  die"^  folgende : 

M,  =  W  .  {Ly)r  .  K,  +  Ar, 

wo  Ly'  =  0  die  Coincidenzcurve  von  q)  {x,  y)  =  0  bedeutet,  während 
Y  durch  Gleichung  (38)  definirt  ist,  wenn  man  darin  die  gestrichenen 
Buchstaben  mit  den  nicht  gestrichenen  vertauscht.  Die  Bestimmung 
des  Verhaltens  der  hier  auftretenden  Curven  in  den  Ausnahmepunkten 
der  Correspondenzen  geschieht  dann  wieder  ebenso,  wie  im  Vorher- 
gehenden. — 

Die  gewonnenen  Resultate  fassen  wir  schliesslich,  soweit  wir  die- 
selben weiterhin  noch  benutzen  werden,  zu  folgendem  Satze  zu- 
sammen : 

Wenn  zwei  Correspondenzen  (a,  ß)y  und  («',  ß')f ,  welche  beliebige 
(feste)  Ausnahmepunkte  besitzen  mögen,  durch  zwei  Gleichungen  tp  =  0^ 
(p'  =  0  gegebe?!  sind,  so  ist  die  Zahl  der  beiden  gleichzeitig  genügenden 
und  getrennt  liegenden  Paare  x-y  gleich 

(43)  (cpcp')  =  aß'  +aß  -2yy  {p^  D), 

wenn  es  D  Doppelpunkte  von  f  gibt^  durch  welche  weder  die  zu  x  noch 
die  zu  y  gehörenden  Curven  q),  cp'  sämmtlich  hindurchgehen.  Die  Punkte y 
dieser   Paare  sind  dabei  die  einfachen,  nicht  in  Ausnahmepunkten  lie- 

genden  t'erschwindungspunkte  des  Quotienten  /^y  ^  j^ ,  wenn  TT  das  be- 
kannte Product  bedeutet,  welches  durch  die  Ausnahmepunkte  bedingt  wird 
und  in  (?6),  (27)  etc.  als  Factor  von  N\,j  auftritt.  iJie  Vielfachheit  von 
l\y  ist  für  einen  t-  bez.  t'- fachen  Ausnahmepunkt  der  zu  x  in  cp  bez. 
cp'  gehörenden  Curven,  welcher  einfacher  Punkt  von  f  ist,  durch  die  Zahl 
(25)  gegeben  (in  der  aucli  einzelne  der  Zahlen  t,  t,  t',  x  Null  sein 
können).  Ebenso  sind  die  zugehörigen  Punkte  x  die  einfachen,  nicht  in 
Ausnahmepunkten   liegenden    Verschioindungspunkte  eines   Quotienten    A.». 

47* 
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—  Im  Falle,  dass  jede  der  Correspondenzen  (p  und  cp  bei  Verlaiisclnmg 
von  X  mit  y  iingcändert  bleibt,  ist  jedoch  die  Zahl  der  Punktepaare 
gleich  ^{(p<p')p  inde?n  alsdann  die  Curven  A.r  =  0  und  t\,i  =  i^  zu- 
sammenfallen. *)  — 

Ein  solcher  Fall  der  Symmetrie  tritt  insbesondere  in  dem  Bei- 
spiele ein,  von  welchem  wir  ausgingen,  und  in  welchem  die  Curve 
M,y  ^i:  M.V  =  0  durch  die  Curve  M  =  0  zu  ersetzen  ist  (p.  721  ff.). 
Hier  erhalten  wir  eine  Gleichung  der  Form: 

in  der  also  die  Curve  Xy  an  Stelle  der  Ja cobi 'sehen  Curve  des  betrach- 
teten Netzes  getreten  ist,  uud  wo  TT  ein  von  den  festen  Punkten  der 
Curven  des  Netzes  abhängender  Ausdruck  ist.  Von  der  Zahl  |  {gxp') 
hat  man  hier  noch  die  Zahl  -^v^v —  1)  der  auf  ^p^=0  gelegenen 
Punktepaare  x-y  abzuziehen,  welche  auch  beiden  Correspondenzen 
(2)  genügen  (wo  v  die  Zahl  der  beweglichen  Schnittpunkte  der  Curven 
des  Netzes  mit  /"  bedeutet).  Die  Zahl  der  gesuchten  Punktepaare  wird 
also  gleich ,  indem  a  =  ß  =  a=ß'=^v  —  1: 

i  (959^')  —  i  V  (V  -  1)  =  .1  {v  —  if—p  -  ^v{v  —  -i)~  J) 

(44)  ^  ^^  {v  -  \){v  -  2)-^{n-l){n-2)-i-  d", 

wenn  sämmtliche  Curven  i'  durch  d"  Doppelpunkte  von  /  hindurch- 
gehen; und  diese  Zahl  stimmt  mit  der  auf  p.  (373  für  y  gefundenen 
in  der  That  überein.  — 

Die  Formel  für  (qo  cp')  wollen  wir  noch  zur  Behandlung  einiger  Bei- 
spiele benutzen,  die  uns  theilweise  sogleich  noch  nützlich  sein  werden; 
weiterhin  gehen  wir  dann  zur  Aufstellung  einer  entsprechenden  Formel 
für  drei  Correspondenzen  über.  Diese  Beispiele  sollen  sich  auf  die 
Betrachtung  einer  von  drei  Parametern  abhängigen  linearen  Curvenschaar 
beziehen**),  nämlich: 

(45)  A,  qp,  {x)  -f  Kcp^_  {x)  +  l.^cp.^  {x)  -f  A^  <p^  (.r)  =0. 

Der  Einfachheit  wegen  nehmen  wir  dabei  an,  dass  alle  Curven  des 
Netzes   zu  /"   adjungirt    seien    (d.   i.   durch    die    Doppelpunkte    von    /' 


*)  Solche  Symmetrie  tritt  z.  B.  ein,  wenn  der  y- fache  Punkt  der  Curven  qp 
in  X  =  y  dadurch  entsteht,  dass  die  zu  x  gehörige  Curve  in  y  getrennte  Curven 
zerfällt,  wenn  man  also  z.  B.  ein  einfach  unendliches  System  von  Curven  be- 
trachtet, von  denen  y  durch  jeden  Punkt  der  Ebene  gehen.  —  Die  im  Texte 
noch  nicht  betrachteten  Fälle,  wo  einzelne  Zweige  des  y- fachen  Punktes  der 
Curven  cp  die  Curve  /"berühren  etc.,  erledigt  man  durch  Corabination  der  für 
die  getrennten  Fälle  angewandten  Methoden. 

**)  Diese  Beispiele  sind  für  die  Theorie  der  Kaumcurven  von  besonderem 
Interesse;  vgl.  Brill:  Math.  Annalen,  Bd.  4,  p.  522  und  Bd.  6,  p.  50. 
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gehen)  und  ausserdem  /'  noch  in  M  beweglichen  Punkten  treffen.  Die 
verscliiedenen  hier  abzuleitenden  Sätze  sind  zum  Theil  auch  mit  Rück- 
sicht auf  später  zu  behandelnde  Probleme  ausgewählt,  welche  dann 
den  Eingangs  erwähnten  Zusammenhang  dieser  Erörterungen  mit  der 
Theorie  der  Si^ecialschaaren  klar  stellen  werden.  Die  einzelnen  Bei- 
spiele trennen  wir  von  einander  durch  grosse  lateinische  Buchstaben. 
Ä)  Durch  jeden  Punkt  von  f  geht  ein  Netz  von  Curven  der 
öchaar  (45)  mit  M  —  1  beweglichen  Schnittpunkten ;  zu  jedem  Punkte 
von  f  kann  man  also  nach  (44)  noch 

(4G)  N=^{M-2){M--6)-~p 

Punktepaare  finden,  so  dass  durch  alle  drei  Punkte  noch  ein/ach  unend- 
lich viele  Curven  der  Schaar  (45)  gehen. 

B)  Es  soll  die  Zahl  der  in  (45)  enthaltenen  Curvenhüschel  hestimml 
ivcrden,  deren  Curven  f  in  einem.  Punkte  sämmtlich  herühren,  während 
noch  ein  weiterer  (beweglicher)  Basispunkt  auf  f  liegt.*)  Wir  heben 
zunächst  aus  der  Schaar  (45)  die  Gesammtheit  der  zweifach  unendlich 
vielen  Curven  heraus,  welche  /'  berühren;  und  aus  dieser  oo'-- Schaar 
wiederum  die  beiden  co'-Schaaren,  welche  bez.  durch  zwei  feste 
Punkte  A  und  B  gehen.  Durch  A  und  einen  beliebigen  Punkt  von 
/"  gehen  dann  nach  der  Formel  auf  p.  460  noch  2  {M  -\-  p  —  2)  be- 
rührende Curven.  Die  beiden  oo'-Schaaren  geben  uns  daher  auf  f 
zwei  Correspondenzen 

{M-2,     2(^/  +  y>-2)),; 
ujid  die  Zahl  der  ihnen  gemeinsamen  Punktepaare  ist  gleich 

4  {M  -  2)  (/!/  +  p  —  2)  ~-  8p, 

Nun  gehen  aber  durch  A  und  B  noch  2  {M -\~  p  —  1)  berührende 
Curven,  welche  beiden  Correspondenzen  gemeinsam  sind;  und  der 
Berührungspunkt  einer  jeden  von  diesen  bildet  mit  jedem  ihrer  anderen 
J/  —  2  Schnittpunkte  ein  Paar  der  gesuchten  Art.  Die  verlangte  Zahl 
ivird  somit  gleich 

4:{M  -2)  [M  4-  ;j  _  2)  —  8  /;  —  2  {M  —  2)  {M  +  p  -  1) 
(47)  =  2  {M  -  2)  {M  -  3)  -f  2  /y  (.)/  —  (Jj . 

C)  Es  soll  auf  f  die  Zahl  der  Punktetripcl  gefunden  werden,  durch 
die  tiocJi  einfach  unendlich  viele  Curven  der  Schaar  (45)  Imidurchgehen, 
während  gleichzeitig  in  einem  solchen  Büschel  eine  Curve  vorkommt, 
ivelche  f  in  zivei  von  den  drei  Punkten  des  Tripels  berührt. 


*)  Diese  Zahl  z.  B.  ist  gleich  der  Zahl  derjenigeu  Tangenten  einer  Raum- 
curve  von  der  Ordnung  M  und  vom  Geschlechte  p,  welche  die  Raumcurve  noch 
einmal  treffen,  während  (46)  die  Zahl  der  dreifach  schneidenden  Sehnen  gibt, 
welche  durch  einen  beliebigen  Punkt  der  Raumcurve  gehen. 


(48) 


=  0. 
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Zu  jedem  Punkte  z  von  /'  gehören  nach  (46)  noch  N  =  -^  {M  —  2) 

.  (;]/  —  3)  —  p  Punktepaare  x-y^    so    dass    durch   z,   x  und  y   noch 

ein   Büschel   von    Ourven   der   Schaar   (45)   hindurchgeht.     Diese    2  N 

Punkte  (sowohl  die  x  als  die  y  wegen  der  Symmetrie)  sind  nach  dem 

'  K 

Obigen  die  einfachen  Verschwindungspunkte  eines  Quotienten  f\y  ===  J! , 

worin  K,^  und  TT  rational  von  den  Coordinaten  des  Punktes  z  ab- 
hängen ;  denn  die  Gleichung  A^  =  0  entsteht  hier  durch  Elimination 
von  x  aus  f  {x)  =  0  und  aus  dem  Gleichungssysteme: 

<Pl   (-)       ^2    (^)       9^3    (^)       9^4    (^) 
^\    (^)       ^2  W       9'3  (^)       9^4   (^) 

9^1  (y)    9^0  {y)    cp-i  (y)    (pi  (y) 

Aus  dieser  Bemerkung  erkennt  man  gleichzeitig,  dass  /\,,  symmetrisch  in 
y  und  z  ist.  In  Rücksicht  hierauf  wollen  wir  A^^  statt  A^  schreiben, 
wo  dann  also  A^c  =  0  uns  eine  Correspondenz  zwischen  y  und  z  gibt, 
vermöge  deren  jedem  Punkte  y  2N  Punkte  z  und  jedem  z  2N 
Punkte  y  zugeordnet  sind,  und  c/ercn  Wei^thigkeit  in  y  =  z  durch 
die  Zahl 
(49)  2  (^  —  2)  —  2  —  (.¥  —  2)  =  ^/  -  4 

gegeben  ist.     Letzteres  folgt  daraus,  dass  man  in  (32)  zu  setzen  hat: 

t  =  t'  =  x  =  t'  =  'y  =  'y'=\j      a  =  a==  M  —  2; 

von  der  so  resultirenden  Zahl  hat  man  dann  noch  M  —  2  abzuziehen 
wegen  der  Curve,  welche  durch  A,  B  und  z  hindurchgeht,  wenn  A, 
B  wieder  zwei  beliebige  Punkte  der  Ebene  sind,  die  man  wie  oben 
beim  Netze  zur  Aufstellung  der  Correspoudenzen  einführt  (p.  723). 
Diese  Correspondenz  können  wir  nun,  obgleich  sie  nicht  durch  das 
Verschwinden  einer  ganzen  Function  von  .r,  y  dargestellt  wird,  ebenso 
benutzen  wie  eine  Correspondenz  der  letzteren  Art,  so  lange  die  für 
sie  charakteristischen  Zahlen  a,  ß,  y  (hier  bez.  2N,  2  N,  M  —  4)  nur 
linear  vorlommen.  Bezeichnen  wir  nämlich  diese  Zahlen  für  Kj^j  mit 
a,  b,  c  für  TT  mit  a',  b',  c',  so  ist; 

a  =  a  —  ä  ,     ß  ==  b  —  b' ,     y  =  c  —  c' , 

und  es  wird  die  Zahl  der  Coincidenzen,  da  K^^  durch  alle  Schnitt- 
punkte von  TT  mit  /'  geht,  gleich 

a-\-t-^2    p -(a'-\-b'-i-2c'p)  =  a-\-ß-j-2yp, 

und  die  Zahl  der  ihr  und  einer  anderen  Correspondenz  («',  /3')y'  ge- 
meinsamen Punktepaare*)  gleich 


*)  Auch  diese  andere  Correspondenz  braucht  nicht  durch  das  Verschwinden 
einer  ganzen  Function  rein  darstellbar  zu  sein;  vgl.  die  Anmerkung  auf  p    747. 
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aß'  -\-  ha  —  2  cy  p  —  r//3'  —  U a  -{- 2  c  y  p  ==■  aß'  -{-  ßa  —  2  yy'p  . 
Diese  Bemerkung  werden  wir  noch  wiederholt  benutzen. 

Ferner  gibt  es  2  {M  -\-  p  —  3)  Curven  in  der  Schaar  (45)^  welche 
f  in  z  und  in  einem  anderen  Punkte  y  berühren,  wodurch  uns  eine 
Correspondenz 

(2(y>/+/;-3),     2  (#  +  ;;- 3)), 

gegeben  ist.  Da  wir  andererseits  durch  A^c  ==  0  eine  Correspondenz 
[2  N ,  2iV)i/_i  dargestellt  fanden,  so  würde  die  Zahl  der  gesuchten 
Punktetripel  zunächst  gleich 

SN  {M  ^  p  —  3)  -  8  {M  -  4)p 
=  SN{ßJ  -{-  p-  \)  —  8{M  —  2){Jhr—3)  —  S  (M  —  6)  jw  . 

Hierunter  sind  aber  noch,  je  doppelt  zählend,  die  durch  (47)  bestimmten 
Tripel  enthalten;  denn  wenn  es  einfach  unendlich  viele  Curven  gibt, 
welche  in  z  berühren  und  ausserdem  durch  x  und  y  gehen;  so  ist 
unter  diesen  jedenfalls  eine  Curve  enthalten,  welche  auch  in  x,  und 
eine,  welche  auch  in  y  die  Grundcurve  berührt.  Ziehen  wir  also  von 
der  gefundenen  Zahl  das  Dojjpelte  der  Zahl  (47)  ab,  so  wird  die  hier 
gesuchte  Zahl  gleich 

(50)     %N  {M  ^  p  —\)  —  \2{M  —  2)  {M  —  3)  —  12  (/!/  —  6)  p  . 

Diese  Zahl  gibt  zugleich,  wie  leicht  zu  sehen,  die  Zahl  der  Punkte  x 
von  f,  fih'  ivelche  zwei  der  zugehörigen  N  Punktepaare  (46)  einander 
benachbart  liegen.  Geht  nämlich  eine  Curve  der  oo^- Schaar  durch  x 
und  berührt  in  y  und  z,  so  gehört  sie  gleichzeitig  dem  durch  x  und 
dem  durch  z  -f-  dz  bestimmten  Büschel  des  durch  x  gehenden  Netzes 
an.  Der  letztere  Büschel  hat  aber  einen  weiteren  Basispunkt  in  der 
Nähe  von  y ,  und  dieser  muss  gleichzeitig  auf  f  liegen,  da  jene  eine 
Curve  dieses  Büschels  durch  den  zu  y  auf  /  benachbarten  Punkt 
V  +  i^y  geht.  Es  bilden  daher  in  der  That  sowohl  die  Punkte  y ,  z 
als  die  Punkte  y  -\-  dy ,  z  -\-  dz  eines  der  N  zu  x  gehörenden 
Punktepaare. 

D')  Es  soll  die  Zahl  der  Punktquadrupel  auf  f  ermittelt  iverden, 
durch  welche  noch  einfach  unendlich  viele  Curven  der  Schaar  (45)  hin- 
durchgehen; d.  h.  die  Zahl  der  gemeinsamen  Lösungen  des  Systems  von 
Gleichungen  : 


—  Darin,  dass  wir  die  Darstellbarkeit  der  hier  auftretenden  Correspondenzen  in 
der  Form  A  —  0  erkannten,  liegt  eben  der  grosse  Nutzen  der  vorstehenden 
Erörterungen  für  die  sich  jetzt  bietenden  Fragen;  denn  nur  dadurch  wird  die 
Correspondenzformel  anwendbar;  vgl.  die  Anmerkung  auf  p.  446. 


=  0, 
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9'i  (^0    «Pi  (y)    9^1  (0    »Pi  (^)    -^1 

wö/vV/  c/fc  Äi  lüillkürliche  Grössen  sind  (p.  692  und  697). 

Durch  jeden  Punkt  z  von  f  geht  eine  Curve  A,,;=0,  welche 
nach  (49)  in  y  =  z  eiuen  (J/ —  4)  -  werthigen  Punkt  besitzt,  und 
welche  nach  (46)  auf/"  2  N  weitere  Punkte  y<*>,  t/^'i ,  . .  .  i/^^'^  ausschneidet. 
Diese  Punkte  ordnen  sich  in  .V  Paare,  indem  jeder  Punkt  i/'^  durch 
einen  anderen  Punkt,  sagen  wir  t/^^+')  =  x^'\  zu  einem  Paare  der- 
artig ergänzt  Avird,  dass  durch  i/^'\  x^'^  und  z  noch  oo'-Curven  der 
Schaar  (45)  gehen.  Zu  jedem  Punkte  </'''  construiren  wir  nun  die  zu- 
gehörige Curve  A,fO),j  =  0,  welche  zu  i/'^  in  derselben  Beziehung  steht 
wie  A:,j  =  0  zu  :.  Dieselbe  verschwindet  {3/  —  4) -fach  in  1/'^  =  rj, 
geht  einfach  durch  o;*''  und  durch  z  und  schneidet '  auf  /  ausserdem 
2  iV  —  2  (nicht  auf  A-^  =  0  gelegene)  Punkte  rj  aus,  die  sich  wieder 
zu  Paaren  t],  |  anordnen.  Das  Product  aller  Ausdrücke  A,/'')r,  be- 
zeichnen wir  mit  TT-,;;  dann  stellt  die  Gleichung 

TT;,;  =  A;^(i),  .  Ay(2),j  .  .  .  A^(A'),;Aa(i>,,A.,.(2)  .  .  .  A,.(iV),^  :^  0 

eine  zu  z  gehörige  Curve  dar,  welche  (3J  —  4 -|-  l)-fach  in  jedem 
Punkte  «/<''  und  2  ^V- fach  in  z  verschwindet,  und  welche  auf  f 
2  N  (2  N  —  2)  Punkte  7],  je  einfach  zählend,  ausschneidet.  Nimmt 
man  aus  letzteren  einen  Punkt  7;  und  den  zugehörigen  ^  heraus,  so 
hat  man,  ausgehend  von  einem  Punkte  i/^'\  folgende  Beziehungen. 
Die  Punkte  z,  y('\  .^('J  bilden  ein  Trijjel  der  unter  A)  betrachteten 
Art,  die  Punkte  y<')  i]  ^  bilden  ein  zweites  Tripel  der  Art :  Jede  Curve 
der  co-^- Schaar,  welche  durch  1/'^  und  z  geht,  geht  auch  durch  a:^'); 
und  jede,  welche  durch  i/'^  und  rj  geht,  geht  auch  durch  t,.  Für  be- 
sondere Lagen  von  z  kann  es  nun  eintreten,  dass  tj  mit  z  zusammen- 
fällt; und  dann  geht  jede  Curve  durch  y^'^  und  z  sowohl  noch  durch 
a;^''  als  durch  |;  d.  h.  die  Punkte  z,  y^'\  x^'^ ,  |  bilden  alsdann  ein 
Tripel  der  gesuchten  Art.  Es  darf  jedoch  dabei  ij  nicht  mit  y^'^  zu- 
sammenfallen, d.  h.  nicht  unter  den  durch  A^,;  =  0  auf  f  ausge- 
schnittenen Punkten  vorkommen,  Punkte,  durch  welche  nach  Obigem 
TTi,,  =  0  noch  je  {M  —  3) -fach  hindurchgeht.  Die  gesuchten  Punkte 
z  sind  daher  die  Coincidenzpunkte  der  durch  die  Gleichung 

dargestellten  Correspondenz ,  welche  nach  den  obigen  Bemerkungen 
über  TTi,;  in  z  =  rj  einen  Punkt  von  der  W(;rthigkeit 
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2  .V  ■     (/)/  —  -3)  (/jy  —  4)  =  2  (AI  —  3)  -  2  p 

besitzt;  und  die  Zahl  ihrer  Coincidenzpunkte  ist  Dach  den  unter  C) 
angegebenen  Erörterungen  gleich: 

2N{2N—2)-\-2N{2N-2)-\-2p{2{3/-  )'>)  —  2p} 

=  2{M—  1)  {M  -  2)  {M  -  3)  {M  —4)  —  4:p  (2  M'^  —  11  # -j-  13)  +  4p\ 

Wenn  aber  i]  mit  z  zusammenfallt^  so  kann  es  eintreten,  dass 
gleichzeitig  der  zugehörige  Punkt  ^  mit  a;''^  zusammenfällt,  wo  dann 
die  beiden  Tripel  zi/'^x^'>  und  i/'>r]^  identisch  werden;  dann  ist  also 
i/'^  einer  der  unter  C)  betrachteten  Punkte,  für  welchen  zwei  der 
zugehörigen  N  Paare  (46)  zusammenfallen.  Von  der  gefundenen  Zahl 
haben  wir  daher  noch  die  Zahl  (50)  zu  subtrahiren.  Da  ferner  die 
Punkte  z,  ij,  x,  h,  in  jedem  der  übrig  bleibenden  Quadrupel  symme- 
trisch vorkommen,  haben  wir  den  Rest  noch  mit  2  .  3  .  4  =  24  zu 
dividiren.  Die  Zahl  der  (jemclUen  Quadrupel  findet  man  sonach  schliess- 
lich gleich 

J51)     tV  {^1  -  2)  {M  -  ZY  {M  -4)~kp  {{M  ~  3)  (J/_  4)  -/;+  1 }  . 

Wir  benutzen  jetzt  ferner  die  für  zwei  simultane  Correspondenzen 
und  die  Zahl  ihrer  Coincidenzen  gewonnenen  Resultate  für  die  gleich- 
zeitige Betrachtung  dreier  Correspondenzen  zwischen  drei  Punkten 
X,  y ,  z  der  Grundcurve  (vgl.  p.  720).  Daran  soll  sich  die  Behand- 
lung eines  für  die  Theorie  der  Specialschaaren  sehr  lehrreichen  Bei- 
spiels anschliesseu. 

Es  seien  also  die  drei  Gleichungen  gegeben: 

(52)       cp^{x,y,  z)  =  {),     (p.{x,  ij,  z)=0,     (f^  i-^',  !/,  z)  =  0  ■ 
und:  /■  (x)  =^0,     /•  (>j)  ==(),     f  {z)  =  0  ; 

es  soll  die  Zahl  der  aus  je  drei  getrennt  liegenden  Punkten  x,  y,  z 
bestehenden  Tripel  gefunden  tverden,  welche  gleichzeilig  diesem  Systeme 
von  Gleichungen  genügen.  Vermöge  der  Bedingungen  9),  =0,  gj,  =  0, 
qpg  =  0  mögen  jedem  Punktepaare  o:,  y  bez.  ^|,  ^^,  fi^  nicht  in  x 
oder  y  liegende  Punkte  z  von  /"  zugehören,  jedem  Punktepaare  y,  z 
ebenso  bez.  x,,  x^,  x^  Punkte  x,  jedem  Paare  2,  x  bez.  A,,  L,,  Ag 
Punkte  y.  Ferner  möge  eine  Gleichung  ^,=  0  je  «,-fach  verschwin- 
den für  y  =  z,  |3,-fach  für  z  =  x,  y,-fach  für  x  =  g.  üeberdies 
nehmen  wir  der  Einfachheit  halber  an,  dass  die  zu  o;,  y  oder  z  vor- 
möge der  Gleichungen  (52)  gehörenden  Curven  durch  sümmlliehe 
Doppelpunkte  hindurchgehen.*) 

*)  Die  andernfalls  im  Folgenden  [besonders  an  den  Zahlen  (q>,q5/^)^,  etc.] 
anzubringenden  Modificationen  sind  nach  dem  auf  p.  732  Gesagten  leicht  zu 
bestimmen. 
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Die  Elimination  von  x   bez.   ij   oder   c  aus   <p,  =0,   rp.^  =  0  gibt 
uns  zunächst  die  Gleichungen*): 

(53)  \,(x,z)  =  0,     A,,(y,z)  =  0,    A,,ix,y)  =  0,' 

wo  die  Functionen  A//,  (wie  auf  p.  733)  nicht  hothwendig  ganze 
Functionen  sind.  Die  Zahl  der  Punkte  x,  welche  einem  Punkte  z 
vermöge  Ajj  (a;,  2)  =  0  zugeordnet  sind,  ist  dann  gleich  {cp^(P'^:cy, 
wenn  letztere  Zahl  die  Anzahl  der  Punktepaare  x,  y  bezeichnet,  welche 
bei  festem  z  gleichzeitig  den  Correspondenzen  ^j  =  0,  ^^  =  0  ge- 
nügen, d.  h.  wenn: 

Ebenso  gross  ist  die  Zahl  der  Punkte  y,  welche  vermöge  Ajofy,  z)^=0 
zu  z  gehören;  und  entsprechende  Bedeutung  sollen  die  Zahlen  haben: 

(g)iCpk)y-  =  k,-^k  +  ^k^i  —  ^  (Xia/,p 
(^»4)  {(Pi(pk)z.v  =  iti/^A  +  ^iky-<  —  2  ßiß/,p 

{^i^L).ry  =  ^i  h  +  ^/Ai  —  2  y^y^p 
Ferner  bezeichnen  wir  mit  [yz],-/,   die  Werthigkeit  des  Punktes  y  =  z' 
in  der  Gleichung  A/a  (y,  z)  =  0,  d.  i.  in  dem  Resultate  der  Elimination 
von  X  aus  den  Gleichungen  gp,-=0,  «jp/.-  =  0;  dann  ist  nach  (32): 

[y  2]//t  =  c^i^k  4-  (^k^i  —  ßiVk  —  ßky> 
(55)  [zx']ik  =  ßi^k  +  ßk^i  —  yicck  —  ykCCi 

l^'^yVk  =  Titik  +  Tklii  —  ciißk  —  Kkßi . 

Durch  den  Punkt  z  und  durch  jeden  der  (7),  fp2).r;i  Punkte  x, 
welche  vermöge  Aj.^  {x ,  z)  =  Q  zu  z  gehören,  legen  wir  je  die  eine 
Curve  9?3  {x,  y ^  z)  =  0,  die  zu  ihm  und  zu  z  gehört.  Jede  solche 
Curve  schneidet  noch  in  A.j  weiteren  Punkten  y,  während  ausserdem 
^3  Schnittpunkte  in  x  und  «3  in  z  liegen.  Das  Product  dieser 
sämmtlichen  Curven  cp  gleich  Null'  gesetzt,  d.  h.  das  Resultat  der 
Elimination  von  x  aus  Ajo  (.r,  z)  =  0  und  cp.^  =  0: 

^y=  =  <P3  (^''- >  y ;  2^)  •  <P:i  (•'«'^';  U r^)  •  •  '  ^Pi  (^'^'^  ^^  -)  ==  0  , 

WO  Q  =  i^i(P2).Ty,  stellt  dann  eine  Correspondenz  zwischen  y  und  z 
dar,  vermöge  deren  einem  Punkte  z  der  Grundcurve  (A^  -|-  y^)  (^,  gp.,,)^:^ 
Punkte  y  zugeordnet  sind.  Von  letzteren  liegen  dabei  y^  {<Pifp-i)xy  in 
den  Schnittpunkten  x  der  Curve  A,^  (x,  z)  =  0  mit  /";  wegen  dieser 
in  X  =  y  fallenden  Punkle  haben  wir  daher  später  noch  eine  Rednction 
anzubringen.  \n.  y  =  z  hat  ferner  die  Correspondenz  TT^z  =  0  einen 
Punkt    von   der    Werthigkeit    «3  (qPi92).i\!/-      ^^^    T^2M\.    der    Punkte    2', 


*)  Ueber  die  Benutzung   solcher  durch  gebrochene   Functionen   dargestellter 
Correspondenzen  vgl.  das  oben  unter  C)  Gesagte  (p.  742  f.). 
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welche  umgekehrt  zu  ij  gehören,  ist  nicht  unmittelbar  aus  dem  für 
TTy.-  gewählten  Ausdrucke  zu  entnehmen,  da  die  .r(^),  x^^'^ ,  .  .  .  a;'?> 
noch  von  z  abhängen;  diese  Zahl  aber  muss  gleich  der  Zahl  der 
Punktepaare  x-z  sein,  welche  vermöge  der  Gleichungen  A^^  (y,  -)  ==  0, 
qp^  =  0  zu  einem  gegebenen  y  gehören,  und  deren  Punkte  z  nicht  in 
y  liegen,  während  die  zugehörigen  Punkte  x  nicht  mit  z,  wohl  aber 
wieder  mit  ij  zusammenfallen  dürfen,  d.  i.  gleich  der  Zahl: 

Die  Correspondenz  TTj,;  =  0  muss  noth wendig  erfüllt  sein,  damit  es 
zu  y ,  z  eindsn  dritten  Punkt  x  gibt,  so  dass  das  Tripel  x,  y,  z  den 
drei  Gleichungen  (pi  =  0  genügt.  Eine  zweite  nothwendige  Corre- 
spondenz der  Art  zwischen  y,  z,  ist  durch  die  Bedingung  AjjC«/,  ^)=0 
gegeben;  und  zwar  ist  dies  eine  Correspondenz: 

Die  Zahl  der  beiden  gemeinsamen  Paare  finden  wir  daher  gleich*) 

+  (ffifPilr^  (<Pi  9>2)^y  ih  +  n)  —^P  [!/^]n  «3  (9'i  <P2)-y  • 
Diese  Zahl  gibt  an,  wie  viele  Punktepaare  x-z  in  A,,  (a;,  z) 
mit  einem  Paare  y-z  in  A^  (y,  z)  zusammen  ein  Tripel  x-y-z 
von  qP3  =  0  bilden.  Aber  zu  jedem  der  (cp^cp-jj.vi/  zu  z  gehörigen 
Paare  x-z  (vermöge  A,.,  (a:,  z))  gibt  es  unter  den  (<Px<P2)^>/  Paaren 
y-z  nur  eines,  welches  auch  der  dritten  Gleichung  (53),  nämlich 
^12  i^>  y)  ^^  ^>  genügt,  d.  i.  nur  eines,  welches  zu  einem  gemeinsamen 


*)  In  der  That  kann  man  die  Formel  für  (qofp')  auch  direct  zur  Bestimmung 
der  gemeinsamen  Punktpaare  zweier  Correspondenzen  verwerthen,  welche  in 
der  Form 

O  {x,  y)  .  0'(^,  !J)       ^ 

gegeben  sind,  wo  O,  O'  bez.  durch  alle  Schnitti^unkte  von  V,  Y  mit  /'  hindurch- 
gehen, während  die  Ausführung  der  Division  wegen  des  Verhaltens  in  festen 
Punkten  etc.  nicht  möglich  ist.  Sei  nämlich  die  Correspondenz  0,  H',  0',  V 
bez.  charakterisirt  durch  die  Zahlen: 

(«  +  a ,  fc  +  ß),  _^  y  ,       {a,  h)^,       {a  +  «' ,  i'  +  ß'),.  +  ^. ,       («',  //),■ , 

so  ist  von  der  Zahl  der  gemeinsamen  Paare  der  Correspondenzen  0,  <P\  näm- 
lich der  Zahl 

■    («  -f  ß)  {b-  +  ß')  +  («•  +  «')  (i  +  ß)  _  2  (c  +  y)  (c'  +  /)  /; 
abzuziehen : 

1)  die  Zahl  a//  -{-  Oa  —  2  cc  p  der  gemeinsamen  Paare  von  M'  und  M^' 

2)  „        „      aß'-^bcc'  -  2cy'p     „  „  „         „      r    „     O 

3)  „        „      n'ß-\-b'a-2c'yp     „  „  „         „      V     „     O'. 
Es  bleibt  dann  eben  wieder  die  Zahl  aß'  -\-  ßa  —  2  yy'p ,  q.  e.  d. 
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'rripel  der  drei  (jlleichungen  9,  =  0  Veranlassung  geben  kann.  Da 
wir  nun  immer  alle  {(p^  (p^^y  Paare  gleichmässig  berücksichtigt  haben, 
haben  wir  also  die  gefundene  Zahl  noch  durch  (QPi<P2)-^y  ^'-^  dividiren; 
dieselbe  wird  dann  gleich 

(9),  q).Xj,{y.;  +  >',)  +  (9),  q>-i)..z{h  +  y;!)+(9'i  ^■>lvy^—^P  {  [y  ^1  p.  «3  +  [-^  ^]  1 2 1^:) }  • 

Hierunter  sind  aber  nach  dem  Obigen  (p.  74G)  noch  solche  Tripel 
vorhanden,  für  welche  x  mit  y  zusammenfällt.  Letzteres  kann  nur 
in  den  Coincidenzpunkten  der  Gleichung  Aj,  (x,  y)  =  0  eintreten,  da 
dieser  alle  gefundenen  Tripel  genügen  müssen;  und  es  wird  auch 
Jedet^  dieser 

Coincidenzpunkte  zu  einem  solchen  uneigentlichen  Trijoel  Veranlassung 
geben,  und  zwar  wegen  des  y.j - werthigen  Punktes  von  qp.,  in  a:  =  y 
je  j^3-fach  zählend.     Man  erhält  also  die  Zahl: 

und  schliesslich,  da  diese  Zahl  von  go, ,  9),,,  ^3  symmetrisch  abhängen 
nniss  —  wovon  man  sich  in  Rücksicht  auf  (54)  und  (55)  auch  durch 
Ausrechnen  überzeugt  — ,  den  Satz: 

Die  Zahl  der  Punktelripcl  ^  ivelche  gleichzeilif/  den  drei  Correspon- 
denzen  (52)  genügen  und  aus  je  drei  getrennten  Punkten  von  f  bestehen, 
ist  gegeben  durch  eine  der  drei  Formeln  (r,  s,  t  =^  1,  2,  3): 

(56)  (Tl'P-.'Pii)    =   {^r^)^yzy.t    +    {^>y^>s)z.Kh   +    {^>r^>s).x,j\>^t 

lüorin  Xj,  A,,  fi,  die  obigen  Bedeutungen  haben ^  ivo  ferner  {spi^>u)yz  etc. 
durch  (54),  \ijz\ik  etc.  durch  (55)  deftnirl  sind.  —  Wen7i  insbesondere 
Jede  der  Correspondenzen  in  Bezug  auf  die  einzelnen  l^ariabeln  s*jfn?ne- 
Irisch  gebildet  ist,  ivo  dann  nothivcndig : 

Xi  =  Xi  =  ^i ,     ß,-  =  ßi  =  y, , 

so  ivird  die  Zahl  der  gemeinsamen  Tripel*): 

(57)  i(9D|T2  9'3)  =  Xi;f2^.j— jf^(x,  o;2«3  +  ^■i^a'^^).  +^3 «1^2)  +  2/?«,  «0^3. 
Es  sei  hervorgehoben,  dass  die  Formel  (56)  auch  noch  gilt,  wenn 

die  Correspondenzen  ^,,  cp^  nicht  durch  zwei  einzelne  Gleichungen, 
sondern  durch  das  gleichzeitige  Bestehen  von  drei  Gleichungen  der 
Form  (53): 

0(y,  2)  =  U,     0'(5,  a')  =  0,     0"(a;,  y)  =  0, 

*J  Diese  Formeln  sind  ebenso  wie  die  entsprechenden  für  die  Zahl  der  ge- 
meinsamen Quadrupel  von  vier  Correspondenzen  von  Brill  auf  anderem  Wege 
abgeleitet:  Math.  Annalen,  Bd.  6,  p.  56. 
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bez.  mit  den  charakteristischen  Zahlen: 

•   _    (/,  m)„,     {m,  k)/,,     {k,  l), 

dargestellt  sind,  ohne  dass  es  nothwendig  wäre,  dieselben  als  Resultate 
der  Elimination  bez.  von  x,  y,  z  aus  f=0  und  je  zweien  der  Glei- 
chungen g),  =  0,  ^.,  =  0,  ^;5  =  0  aufzufassen,  wie  es  bisher  geschah. 
Dann  entsprechen  jedem  Punkte  z  jetzt  m  Paare  x-y,  die  durch 
0  =  0,  0'  =  0  ausgeschnitten  werden,  und  deren  paarweise  Zuordnung 
durch  0"  ==  0  vermittelt  wird,  etc.  Bei  Ableitung  der  Formel  (56) 
nämlich  haben  wir  nirgends  von  den  Gleichungen  ^j  =  0,  (p2  =  0 
Gebrauch  gemacht,  sondern  nur  von  den  Gleichungen  (55).  Fügt 
man  zu  0  =  0,  0'  =  0 ,  0"  =  0  eine  Correspondenz  cp  =0  mit  den 
Zahlen  x,  l,  fi,  a,  ß,  y,  so  gilt  also  für  die  Zahl  der  gemeinsamen 
Tripel  ivieder  die  Formel: 

(58)  (00'0",  (p)  =  k%  -f  /A  +  m^  —  2p  {aa  -\-Ijß  ^  cy), 
indem  in  (56)  zu  setzen  ist; 

i<P\<P2)yz  =  ^-',  (<jPig),),.,.  =  /,  (g;,g),).,.,,  =  w,  [yc],2  =  «;  [^x']y.,  =  b,  [xy~]i.,  =  C, 

X3  =  3<,     A.,  =  A,     ft,.i  =  ft,      «3  =  a,     ß:i  =  ß,     y-i  =  Y'i 
und  im  Falle  der  Symmetrie  gewinnt  man  aus  (58)  die  Formel 

(59)  l  (00' 0",  (p)  =  ^  kz  —  paa  .  — 

Gerade  diese  letzte  Bemerkung  wird  uns  für  die  folgende  An- 
wendung von  Nutzen  sein: 

Es  ist  eine  vierfach  unendliche  lineare  Schaar  von  Cnrven  : 

(60)  «1  CPi   +   f^2  9^2   +   «;i  9'3   +   «4  9^4   +   «5  «Ps  =  ^^ 

gegeben,  toelche  f  in  M  heweglichen  Punkten  treffen  und  zu  f  adjnngirt 
sind;  man  soll  auf  f  die  Zahl  der  Punktetripel  hesti?timen,  durch  die 
noch  eine  doppelt  unendliche  Schaar  dieser  Curven  hindurchgeht;  d.  h. 
man  soll  die  Anzahl  von  Werthsystemen  x,  y,  z  finden,  welche  dem  fol- 
genden Gleichung ssysteme  genügen'^): 

|!  ^,  {x)     (p,  (x)     cp^  (x)     9)j  (x)     cp^  {x) 

(61)  5  (12345).3  =  I  Vi  (y)     9>o(y)     ^Av)     ^A'j)     <PJ.y)     =  ^^ 

I   <Pl   (^)      9^2  (^)      9^3  (-)      9^4  (^)      9^5  (.^)   I 

(62}  f{x)  =  0,    f{y)  =  0,    f{z)  =  0. 

*)  Die  Lösung  dieser  Aufgabe  ist  iu  der  That  im  Allgemeinen  möglich;  vgl. 
p.  752.  —  Mit  Hülfe  der  entsprechenden  Formel  für  vier  Correspondenzen  findet 
man  bei  Brill  a.  a.  0.  auch  die  Aufgabe  behandelt,  die  Zahl  der  Punktquadrupel 
auf  f  anzugeben ,  durch  welclic  noch  dreifach  tinendlich  viele  Curven  aus  einer  sechsfach 
unendlichen,  linearen,  zu  f  adjimgirten  Srhaar  hindurchgehen.  Eine  allgemeine  Formel 
für  die  Zahl  der  Lösungen  einer  Matrix  mit  R  Horizontalreihen  und  R  -\-  i  Ver- 
ticalreihen,  wenn  ausserdem  A'  Gleichungen  der  Form  (62)  bestehen,  ist  in  dem 
Aufsatze  von  Brill  und  Nöther  mitgetheilt;  vgl.  die  Anmk.  auf  p.  70ü. 
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Die  gesuchte  Zahl  bezeichnen  wir  mit  (]2,j45).5  und  entsprechend 
mit  (1234)3  die  Zahl  der  Pimktepaare  y-2,  welche  bei  festem  x  dem 
Systeme 

(63) 

sowie  den  Gleichungen  (62)  genügen,  ferner  mit  [(1234)3  (345)3]  die 
Zahl  der  Tripel,  welche  gleichzeitig  den  Gleichungen  (63)  und  der 
einen  Gleichung 


(63)  5(1234)3 


9Pj  {x) 

cp.,  (x) 

cp^  {x) 

(Pi{x) 

fpx  {y) 

9^2  (y) 

fAy) 

9^4  (y) 

<Pi  (^) 

<p-i  i^) 

^3  (^) 

9'4   (^) 

0 


(64) 


9>i  {x) 

<Pi  (^) 

(P:,  (x) 

<pAy) 

<P4(y) 

^:,  (y) 

9^3  (-) 

<P4i^) 

9>5   (^) 

=  0 


genügen,   mit   [(123)3  (34)3]   die   Zahl   derjenigen   Tripel,    welche   den 
Gleichungssystemen  genügen : 


(65) 


qoj  (x)     (p2  (x)     9)3  (x) 


=  0 


93   i^) 

9)j  (x) 

9^3  (y) 

<Pi  {y) 

"pA^) 

<Pi  (^) 

=  0, 


9^1  (y)    Vi  (y)   9^3  (.y) 

9^1  (2)     9^2  i^)     Vi  (2) 
endlich  mit  (3)3  die  Zahl  der  durch  das  System 

(66)       gjg  (y)  I  =  0 ,  d.  i.  durch :  9)3  (x)  =0,  cp^  {y)  =  0  ,  9)3  (2)  =  0 

I  9^3  (2)  I 
bestimmten   Werthetripel.      Zu   jedem    dieser   Gleichungssysteme    sind 
natürlich  immer  wieder  die  Gleichungen  (62)  hinzuzunehmen,  wie  im 
Folgenden  nicht  mehr  besonders  hervorgehoben  werden  soll. 

Die  Lösungen  des  Systems  (61)  sind  nun  jedenfalls  unter  den 
[(1234)3  (345)3]  gemeinsamen  Lösungen  der  Gleichungen  (63)  und  (64) 
enthalten,  denn  nach  einem  früher  erwähnten  Satze  (p.  703)  sind  alle 
gemeinsamen  Lösungen  einer  Matrix  mit  g  Verticalreihen  und  k 
Horizontalreihen,  wo  q ';>  k ,  unter  den  gemeinsamen  Lösungen  von 
irgend  q  —  k  -\-  1  von  einander  unabhängigen  Xr-gliedrigen  Deter- 
minanten der  Matrix  enthalten.  In  unserm  Falle  haben  wir  aber 
q  =  ö,  A-  =  3,  also  q  —  A-  -f-  1  =  3;  und  das  System  (63)  stellt  eben 
nach  demselben  Satze  zwei  von  einander  unabhängige  Gleichungen 
dar.  Unter  den  erwähnten  [(1234)3  (345)3]  Lösungen  befinden  sich 
jedoch  auch  diejenigen,  welche  dem  Systeme  (65)  genügen,  ohne 
gleichzeitig  alle  Gleichungen  (61)  zu  befriedigen,  wie  mau  wieder  mit 
Hülfe  jenes  Satzes  bestätigt.  Unter  den  Lösungen  von  (65)  sind 
wieder  auch  die  von  (66)  inbegriffen,  während  letztere  doch  die  Glei- 
chungen (63)  und  (64)  nicht  befriedigen.     Von  der  Zahl  [(1234)3  (345)]3 
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hat  raaii  daher  die  Zahl  l{i'2?i\  (34)J  —  (3)3  abzuziehen,  um  die  Zahl 
(12345)3  zu  erhalten;  d.  h.  wir  haben  die  Formel*): 

(67)  (12345)3  =  [(1234)3  (345)3]  -  [(123)3  (^4)3]  +  (3)3  • 

Die  hier  rechts  auftretenden  Zahlen  haben  wir  nun  durch  die 
Zahlen  31  und  p  auszudrücken.  Zunächst  ist  (3)3  gleich  der  Anzahl 
der  Tripel ,  welche  man  aus  den  M  Schnittpunkten  von  9)3  =  0  mit  f 
bilden  kann,  also: 

{3),  =  i3I{i}I-l){M-2). 

In  (65)  stellt  uns  das  Verschwinden  der  dreigliedrigen  Deter- 
minante eine  symmetrische  Correspondenz  (p  {x,  y ,  z)  =  0  dar,  für 
welche  nach  der  in  Formel  (59)  benutzten  Beziehungsweise: 

X  =  31  —  2 ,     «  =  1  . 

Das  Verschwinden  der  Matrix  dagegen  ist  äquivalent  mit  zw.ei  Corre- 
spondenzen,  die  durch  fi?r^/ Gleichungen  0=0,  0' ==  0,  0"  =  0  dar- 
gestellt werden,  und  zwar: 

9O3  {x)      (p^  {x) 


f ;  9^3  (y)    ^x  iy)  V'-'  _  Q       f  ^3  (^)    ^A  (0  1 

{\cp,{x)  cp.ix)  r-^_(3_ 

1 1 93  iy)    9^i  (y)  j 


0, 


Zu  z  gehören  nämlich  z.  B.  alle  3/  —  1  nicht  in  z  liegenden  Schnitt- 
punkte von  9)3(2)  T4(?^)  —  9^4  (~)  '^■jiy)  "^  0,  jeder  aber  {31  —  2)-fach 
zählend,  da  jeder  mit  jedem  andern  dieser  Punkte  ein  zu  z  gehöriges 
Paar  x-y  bildet;  es  ist  daher  in  (59)  zu  setzen: 

k  =  (3f—\){3i—2),     «  =  ^/  --  2  ; 
und  somit  wird**): 

[(123)3  0^4)3]  =  H^/  -  1)  (^>^  -  2)^  -  PiM-2). 
Ebenso  haben  wir  zur  Bestimmung  der  Zahl   [(1234)3  (345)3]   die 
einzelne  Correspondenz  (04)   mit  den  Zahlen  x  =  31  —  2,  a  =  1  und 
zwei  Correspondenzen ,  dargestellt  durch  die  drei  Gleichungen: 


*)  Vgl.  für  die  Ableitung  solcher  Formeln  Salmou's  Raumgeometrie,  p.  519  ff. 
in  dem  zweiten  Theile  von  Fiedler's  Bearbeitung,  2.  Auflage.  Eine  allgemeinere 
Formel  gab  Brill:  Math.  Annalen,  Bd.  5,  p.  378  ff.  —  Ein  einfachstes  Beispiel 
wurde  schon  oben  jo.  .389  f.  behandelt. 

**)  Correspondenzen  der  hier  vorkommenden  Art,  wo  links  vollständige  Po- 
tenzen stehen,  haben  wir  bisher  nicht  berücksichtigt;  unsere  Formeln  bleiben 
aber  gültig,  insofern  man  dieselben  durch  Grenzübergang  aus  anderen  Corre- 
spondenzen entstehen  lassen  kann.  Im  Falle  des  Textes  könnte  man  übrigens 
auch  die  durch  Verschwinden  der  einfachen  Determinanten  gegebenen  Corre- 
spondenzen zunächst  allein  betrachten.  Wegen  der  vollkommenen  Symmetrie 
braucht  man  dann  nur  das  Resultat  mit  M  —  2  zu  multipliciren. 
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h{y,z)  =  0,     A(z,.r)  =  (),     N{x,y)  =  0, 

wo  z.  B.  A(?/,  z)  =  0  die  Curve  ist,  welche  nach  dem  unter  A)  und 
C)  Gesagten  (p.  741  ff.)  auf /=0  die  Punktepaare  x-y  ausschneidet, 
welche  vermöge  des  Systems  (03)  zu  z  gehören,  so  dass  bez.  nach 
(46)  und  (49): 

k  =  {M  —  2)  (i/  —  3)  —  2  /> ,     a  =  M  -  4:', 

und  also  nach  (59): 

[(1234)3,  (345).,]  =  {-1-  {M  -  2)  {M  -  3)  -  p)  {M  -  2)  -  p  {M  -  4). 

In  Rücksicht  auf  (67)  wird  daher  schliesslich  die  Zahl  der  von 
uns  gesuchten  Punktetripel : 

(68)      (12345)3  =  \{M—2)  {M  —  3)  (.]/  -  4)  -  jo  (y^/  -  4) .   - 

Die  zuletzt  behandelte  Aufgabe  ist  ein  besonderer  Fall  des  früher 
formulirten  allgemeinereu  Problems,  auf  der  Grundcurve  R  Punkte  G^ 
so  zu  bestimmen,  dass  die  durch  sie  gehenden  Curven  einer  gegebenen 
co'-Schaar  noch  eine  (x>i-Schaor  bilden  (p.  704).  Als  noth wendige 
Bedingung  für  die  Lösbarkeit  des  Problems  fanden  wir 

Ä^(^-(-l)  (7?-/  +  .y); 

und  diese  Ungleichung  ist  hier  in  der  That  erfüllt,  denn  wir  haben 
zu  setzen: 

/?  =  3,     q  =  2  ,     ?  =  4. 

Von  besonderem  Interesse  war  jenes  Problem  für  die  Schaaren  ad- 
jungirter  Curven  (n  —  3)*"^''  Ordnung,  und  zwar  in  Folge  der  Gültig- 
keit des  Riemann-Roch'schen  Satzes  für  die  Schnittpunktsysteme 
solcher  Curven.  Von  den  2/>  —  2  Schnittpunkten  derselben  sind 
p  —  1  durch  die  andern  p  —  1  bestimmt ;  wir  haben  daher  . 

^y  ==  ;j  _  1  -f-  4  =  7?  -f-  3 

zu  nehmen,  wenigstens  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  gegebene 
oo^-Schaar  von  C„-.-i  nicht  in  besonderen  Beziehungen  zur  Grund- 
curve steht;  und  diese  Schaar  ist  durch  p  —  5  beliebige  Punkte  von 
/  festgelegt.  Letztere  bilden  mit  jedem  Punktetripel  der  von  uns 
bestimmten  Art  eine  Specialgruppe  Gr  von  Punkten,  durch  welche 
noch  oo-  adjungirte  Cn-z  hindurchgehen;  d.  h.  wir  haben: 

R=p  ~2  ,     q  =  2. 
Die  Gleichungen  des  Riemann-Roch'schen  Satzes  (p.  701): 

Q+  R  =  2{p-Y),     0-R  =  2{r,-r), 
ergeben  dann  weiter: 

0  =  p,     '•  =  1  . 
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Durch  die  p  weiteren  Schnittpunkte  jener  oo-^-Schaar  gehen  also  noch 
co^  adjungirte  C,,-^  hindurch;  und  die  Gruppen  GR=Gp-2  bilden 
selbst  eine  oo'-Schaar  ^^^^_2;  Schaaren  der  letzteren  Art  gibt  es  aber 
noch  T-fach  unendlich  viele,  wenn: 

t  =  p  -  {q  +  \)  {r  -\-\)  =p  -  i}, . 

Umgekehrt  kann  man  auch  von  dem  Probleme  ausgehen,  Gruppen 
Gp  zu  finden,  durch  welche  noch  oo^  adjungirte  C„_3  hindurchgehen; 
und  dies  letztere  Problem  geht  gerade  aus  dem  unter  JD)  hehandelten  für 
M  =  p  -\-  2  hervor  (p.  743  ff.).  Die  gegebene  oo^-Schaar  ist  hier  durch 
p  —  4  beliebige  Punkte  von  f  festgelegt;  und  diese  bilden  mit  jedem 
der  gesuchten  Quadrupel  eine  solche  Specialgruppe  Gp,  während  durch 
die  übrigen  p  ~  2  Punkte  wieder  r^och  oo-  Cn-s  gelegt  werden 
können.  Diese  Beziehung  nun  haben  wir  schon  früher  eingehend  be- 
sprochen und  dabei  gefunden,  dass  die  Zahl  der  zu  ;>  —  5  festen 
Punkten  gehörenden  (68)  Punktetripel,  d.  i.  (wegen  M  =  p  -j-  3): 

hPiP-  1)  {i  {P  -  1)  {P  -2)-{p-  3)} 

mit  der  Zahl  (40)  der  zu  p  —  4  Punkten  gehörenden  Punktequadrupel 
d.  i.  (wegen  M  =  p  -\- 2}  der  Zahl 

p{p-^){i{p-\-^)-^ 

für  t  =  0,  also  p  =  Q  übereinstimmen  muss.  In  der  That  werden 
dann  auch  beide  Zahlen  gleich  5;  für  p  =  6  können  aber  auch,  wenn 
es  sich  um  Schaaren  adjungirter  Cn-s  handelt,  beide  Probleme  tvifklich 
auf  einander  zurückgeführt  werden. 

Für  p  =  b  werden  beide  Zahlen  gleich  Null :  es  gibt  keine 
Specialgruppen  dieser  Art  mehr,  was  mit  Früherem  übereinstimmt. 

V.    üeber  Sclmittpuiiktsysteme  algebraischer  Curven. 

Die  wesentliche  Grundlage  für  unsere  Untersuchungen  über  die 
Punktsysteme  auf  einer  gegebenen  Curve  bildete  der  auf  p.  427  aus- 
gesprochene Satz,  nach  welchem  von  den  Schnittpunkten  einer  ge- 
gebenen Curve  n*"''  Ordnung  mit  einer  Curve  m*"-'''  Ordnung,  welche 
durch  d  Poppelpunkte  von  f  =  0  gehen  soll,  ohne  in  diesen  selbst  mehr- 
fache Punkte  zu  haben, 

1)  ivenn  m  >  «,  höchstens  ^  {n  —  1)  (w  —  2)  —  d; 

2)  wenn  m  <.  n,  höchstens  mn  —  ^m{m  -\-'d)  —  ö  durch  die  übrigen 
bestimmt  sind.  ' 

Wenn  die  C„,  durch  sämmtliche  Doppelpunkte  gehen  sollte,  so  ent- 
standen hieraus  die  Sätze  über  adjungirte  Curven,  bei  denen  dann  das 
Geschlecht  der  Curve  f  =  0  von  Wichtigkeit  wurde.     Wenn  wir  uns 
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dann  auf  letztere  hauptsächlich  beschränkten,  so  hatte  dies  zunächst 
darin  seineu  Grund,  dass  für  adjungirte  Curven  manche  Fragen  sich  ein- 
facher gestalten,  besonders  aber  darin,  dass  die  Schnittpunktsysteme 
solcher  Curven  gegenüber  eindeutigen  Transformationen  der  Grund- 
curve  invarianten  Charakter  zeigten  (p.  676),  während  letzteres  bei 
nicht  adjungirteu  Curven  nicht  ohne  Weiteres  der  Fall  ist.  Wenn 
nämlich  aus  einer  durch  solche  Curven  ausgeschnittenen  Schaar  von 
Punktgruppen  eine  Gruppe  einen  der  Doppelpunkte  der  Grundcurve 
enthält,  welcher  nicht  zu  den  festen  Punkten  der  Schaar  gehört,  so 
fallen  in  diesen  sogleich  ztvei  Punkte  der  Gruppe.  Lösen  wir  also 
den  Doppelpunkt  durch  eindeutige  Transformation  in  zwei  getrennte 
Punkte  I,  71  einer  neuen  Grundcurve  auf,  so  entspricht  jener  Schaar 
von  Punktgruppen  auf  der  neuen  Curve  eine  Schaar,  welche  zu.  ^,  t^ 
in  der  besonderen  Beziehung  steht,  dass  jede  Gruppe  derselben,  welche 
^  enthält,  auch  y]  enthalten  muss  und  umgekehrt.  Eine  solche  Schaar  ist 
aber  nur  noch  mit  Hülfe  neuer  fester  Punkte  (eben  |  und  rj)  zu  definiren. 

Hier  wollen  wir  nun  dazu  übergehen,  den  angeführten  Satz  in 
anderer  Richtung  zu  verwerthen,  ohne  uns  auf  adjungirte  Curven  zu 
beschränken.  Insbesondere  werden  wir  die  zwischen  den  Punkten 
eines  Schnittpunktsystems  bestehenden  Relationen  näher  betrachten 
und  obiges  Theorem  in  einer  allgemeineren  Form  aussprechen.  Daran 
sollen  sich  verschiedene  Amvendungen  anschliessen ,  wobei  wir  auch 
wieder  auf  die  Chasles'sche  Erzeuguugsweise  der  Curven  durch  pro- 
jectiyische  Curvenbüschel  zurückkommen.'  Wir  werden  gleichzeitig  Ge- 
legenheit haben,  im  Anschlüsse  an  die  früheren  Untersuchungen 
weitere  Fragen  zu  formuliren. 

Es  sei  hier  zunächst  hervorgehoben,  dass  der  obige  Satz  seiner 
Ableitung  nach  unabhängig  davon  gilt,  ob  die  Grundcurve  reducibel  ist 
oder  nicht.  So  kann  man  zwar  auf  jedem  Kegelschnitte  8  Punkte  als 
Schnittpunkte  desselben  mit  einer  C^  völlig  willkürlich  wählen;  auf 
einer  in  zwei  Kegelschnitte  zerfallenden  C^  sind  dagegen  3  Schnittpunkte 
mit  einer  anderen  C^  durch  die  13  übrigen  bestimmt.  Hat  man  also 
in  letzterem  Falle  etwa  auf  der  einen  C^  8  Punkte  einer  C^  willkür- 
lich angenommen,  so  darf  man  auf  der  andern  C^  nur  noch  5  Punkte 
beliebig  wählen.  Geht  hingegen  die  C^  durch  1,  2,  3  oder  4  Schnitt- 
punkte beider  C'.j,  so  sind  bez.  noch  12,  11,  10,  8  Schnittpunkte 
willkürlich  und  durch  diese  bez.  2,  1,  0,  0  weitere  bestimmt.*) 

Ferner  aber  lässt  sich  unser  Pundamentaltheorem  in  allgemeinerer 
Form   aussprechen,    wenn  wir  nicht,    wie  bisher,  eine  C„  {f  =  0)   als 

*)  Zerfällt  die  Grundcurve  in  lauter  Gerade,  so  lässt  sich  der  Inhalt  dieser 
Schnittpunktsätze  algebraisch  in  dem  sogenannten  Carnot'schen  Theoreme  formu- 
liren; Tgl.  Salmon's  Higher  plane  curves,  nr.  124,  sowie  eine  Bemerkung  in 
dem  weiterhin  folgenden  Abschnitte  über  das  Abel 'sehe  Theorem. 
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fest  gegeben  annehmen,  wie  dies  z.  B.  für  m  '^  7i  schon  in  dem  Satze 
geschah,  dass  alle  Cvrven  n""'  Ordnung,  die  ^  «  (n  -|-  3)  —  1  Punkte 
mit  einander  gemein  haben ,  durch  heüimmte  ^  (^  ~  1)  {^  —  2)  weitere 
Punkte  hindurchfjehcn  (p.  428).  Sollen  allgemein  mn  Punkte  (wo  m~>  n 
sei)  auf  einer  C„  liegen,  so  müssen  zwischen  deren  Coordmaten 
mn  ~  \  n  (n  +  3)  Gleichungen  bestehen,  denn  die  Cn  ist  schon  durch 
^  n  (n  -{-  3)  Punkte  bestimmt.  Sollen  die  7nn  Punkte  dann  weiter  auf 
einer  Curve  w*^""  Ordnung  liegen,  so  kann  man  letztere  bei  nunmehr 
gegebener  C„  immer  durch  eine  Curve  ersetzen  (p.  426),  welche  nur 
von  tnn  —  \  {n  —  l)  {n  —  2)  Constanten  abhängt.  Zwischen  den  mn 
Punkten  bestehen  daher  noch  weitere  ^  (w  —  1)  («  —  2)  Relationen, 
so  dass  die  Gesammtheit  der  letzteren  gleich 

mn  —  ^  n  (w  +  3)  -f  i-  {n  —  \)  {n  —  2)  =>  mn  —  3^  +  1 

wird.  Für  m  =  n  dagegen  haben  wir  eine  oo'-Schaar  von  C„,  welche 
durch  die  n-  Punkte  gehen,  und  daher  nur  (n  —  1)  («  —  2)  Relationen 
zwischen  den  2  n^  Coordiuaten  der  n"^  Punkte ;  in  der  That  sind  dann 
ja  wieder  ^  (n  —  1)  (n  —  2)  Punkte  durch  die  übrigen  bestimmt,  wie 
es  sein  muss.     Wir  haben  also  folgenden  Satz  *) : 

Wenn  mn  Punkte  auf  zwei  Curven  hez.  von  der  Ordnung  m  und  n 
liegen  und  dabei  keinerlei  anderen  Bedingungen  genügen  aollen  und  ein- 
fache Punkte  beider  Curven  sind,  so  ?nüsse?i  für  m  >  n  zwischen  den  2  mn 
Coordinaten  der  m n  Punkte  mn  —  3  n  -j-  1  Relationen  bestehen ;  für  m  =  n 
dagegen  ist  letztere  Zahl  gleich  n"^  —  3  w  -|-  2. 

Ist  nun  die  Curve  n*"  Ordnung  fest  gegeben,  so  sind  dadurch 
mn  —  ^  n  (n  -j-  3)  Gleichungen  absorbirt,  und  es  bestehen  nur  noch 
die  vorhin  zuletzt  erwähnten  ^  (n  —  1)  (n  —  2)  Relationen,  während 
gleichzeitig  jeder  der  mn  Punkte  nur  noch  von  einem  Parameter  ab- 
hängt. Hieraus  folgt  wieder,  dass  \  (n  —  1)  (ii  —  2)  Punkte  durch 
die  übrigen  bestimmt  sind. 

Es  ist  übrigens  leicht,  die  mn  —  3  w -{- 1  Relationen  zwischen 
den  mn  Punkten 

o;'*^ ,     x^^'^ ,  .  .  .  x*-"*,  wo  ^  =  mn, 
wirklich  aufzustellen.     Verstehen  wir  nämlich  unter: 
V^(a:)  =  0,     Y2(a:)  =  (),  ...  Y„  +  i(x)  =  0,  wo  a.=  »n(n  +  3), 

die  Gleichungen  von  irgend  v  -\-  \  von  einander  linear  unabhängigen 
Curven  w'^''  Ordnung,  so  dass  z.  B.: 


*)  Vgl.  Jacobi:    De  relationibus ,   quae  locum  habere  debent  etc.    Crelle's 
Journal,  Bd.  15,  p.  285. 
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so    ist    die    Gesammtheit    der    Ciirven  w'®''  Ordnung   dargestellt  in  der 
cx)'  -  Schaar : 

(1)  a,  Y,  ix)  +  a,  Y2  G^')  +  •  •  •  +  «v  +  iM^v  +  i  (a:)  =0. 

Die  Bedingungen  also  dafür,   dass   ^  =  fn7i   Punkte   x^''>  auf  einer   C'„ 
liegen,  sind  gegeben  durch  das  übervollständige  System  von  Gleichungen : 


(2) 


Y,  (a:"'))     Y,  (^'"'0 


0, 


WO  links  eine  Matrix  mit  v  -\-  1  Vertical-  und  (i  Horizontalreihen 
steht.  Dies  System  enthält  in  der  That  nach  einem  früheren  Satze 
(p.  703)  nur 

fi  —  V  =  7nn  —  \  n  (w  -{-  3) 

von  einander  unabhängige  Gleichungen,  nämlich  z.  ß.  diejenigen, 
welche  aus  der  Bedingung; 


(3)  Y  (.rC)) 


Yi  (^(1)) 


Y2  Ca;")) 
¥2  C^^'O 


=  0 


Yi  (a:^)     Y,  (.-cC))     ...     M^,  +  i  (a;(')) 
V,  Gr(''))     Vo  (^^'0     •  •  •     ^v  +  i  (a:«) 

entstehen ,  wenn  man  dem  Index  i  alle  Werthe  von  i  =•=  v  -{-  1  bis 
i  =  fi  nach  einander  beilegt.  Letztere  Gleichungen  sagen  ja  auch 
nichts  Anderes  aus,  als  dass  die  Punkte  a;(*'  +  ^),  .  .  ,  x^^^  auf  der  durch 
die  Punkte  x^^'> ,  .  .  .  x^^'>  bestimmten  Cn  liegen  sollen.     Seien  ferner : 

Xi{^)  =  ^,     Z2(^)  =  0;  •••  Z/.-«  +  i(^)  =  0,  WO  7t  =  ^(n—l)(?i—2) 

die  Gleichungen  von  irgend  (i  —  7t  von  einander  linear  unabhängigen 
C„,.     Dann  wird  die  Gesammtheit  der  Cm  in  der  Schaar: 

(4)      a^Xi(x)  +  ar,X2{x)+  •  •  •  +cc^c-7t  +  iZ,u- n  +  iix)  +  A^'{x)  =  0 

dargestellt,  wo  A  von  der  (m  —  w)*^°  Ordnung  in  x  ist;  und  die  wei- 
teren 7t  =  ^  (n  —  1)  (n  —  2)  Relationen  erscheinen  in  der  Form ; 


(5) 


=  0. 


Nach  dem  mehrfach  erwähnten  Satze  ist  die  Zahl  der  von  einander 
unabhängigen  Gleichungen  in  der  That  gleich  n.  Unsere  mn  —  Sw-f-l 
Relationen  sind  also  durch  die  Gleichungen  (3)  und  (5)  gegeben. 
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Wenn  m  =  w,  gestaltet  sich  dies  Resultat  etwas  anders.  Sollen 
nämlifh  ;r'  Punkte  auf  zwei  Curven  m''^'  Ordnung  liegen,  so  liegen  sie 
mit  jedem  beliebigen  {n-  -f-  1)''"  Punkte  der  Ebene  auf  einer  6'„.  Für 
m  =  n  Itaben  loir  daher  die  Relationen  (vgl.  j).  692  Anmk.); 


(ö) 


=  0, 


^1  Aj  ...  -^v  -\- 1 

worin  die  J',  beliebige  Grössen  bedeuten  und  wo  ^  =  ?**.  Die  Zahl 
der  von  einander  unabhängigen  Gleichungen  wird  in  üebereinstimmung 
mit  dem  Obigen  gleich  {n  —  1)  (w  —  2)  =  n-  —  3  n  +  2. 

Zu  einem  analogen  Gleichungssysteme  wie  der  zuletzt  behandelte 
Fall  (insofern  dieser  das  Verschwinden  aller  Unterdeterminanten  einer 
Matrix  verlangte)  führt  die  Behandlung  der  folgenden  Aufgabe: 

Gegeben  ist  eine  lineare  oo'-Schaar  von  Curven  n''^''  Ordnung: 

«1^1  ix)  +  a.Y.  (^)+  .  • .  +  «r  +  iY^  +  i  {X)  =  0; 
man  soll  in  der  Ebene  Gruppen  von  R  Punkten  so  bestimmen,  dass  durch 
dieselben  noch  eine  ooi-Schaar  von  C„  der  gegebenen  Schaar  hindurch- 
geht, wobei  q  y-  t  —  R.  Dies  Problem  ist  dem  auf  p.  702  behandelten 
genau  analog,  nur  dass  damals  die  R  Punkte  der  beschränkenden 
Bedingung  unterworfen  waren,  auf  einer  gegebenen  Cn  zu  liegen. 
Dasselbe  führt  daher  ebenfalls  auf  die  Forderung,  dass  alle  {t  —  q-\-V)- 
sliedrigen  Determinanten  aus  dem  Schema 


(7) 


^1  0^(2))     Y,  Gt(2)) 


Y.  +  i(:rW) 


;Yi(a;(^0    Y2(x-(^0    ...     V,  +  i(a:(^0 

verschwinden  sollen.  Dies  liefert  (^  -f-  1)  (Ä  —  t  -\-  (l)  von  einander 
unabhängige  Gleichungen  zwischen  2  R  Unbekannten :  den  2  R  Coor- 
dinaten  der  R  Punkte.  Für  die  Möglichkeit  der  Lösung  ist  also 
nothwendig,  dass 

2  Ä  >  (^  +  1)  (i?  -  ^  +  ^) . 

Genauere  Untersuchungen  über  die  Zahl  der  Lösungen  in  einzelnen 
Fällen  (die  analog  wie  das  Beispiel  auf  p.  749  zu  behandeln  wären), 
sind  bisher  jedoch  noch  nicht  angestellt.*) 


')  Ein  Beispiel  für  die  Lösung  des  im  Texte  gestellten  Problems  werden  wir 
sogleich  noch  kennen  lernen;  auch  den  Fall,  wo  die  v?  Basispunkte  eines 
C,^j- Büschels  auf  einer  festen  C^^  liegen  sollen  {n^m\  werden  wir  noch  besprechen. 
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Die  Modificationen,  welche  diese  Betrachtungen  erleiden,  wenn 
eine  der  betrachteten  Curven  durch  Doppelpunkte  der  andere^  hin- 
durchgeht, sind  unschwer  anzugeben.  Es  ist  bekanntlich  drei  Bedin- 
gungen äquivalent,  wenn  ein  bestimmter  Punkt  Doppelpunkt  einer 
Ourve  sein  soll  (p.  339).  Soll  z.  B.  y  Doppelpunkt  einer  Curve  der 
Schaar  (1)  sein,  so  müssen  die  drei  Gleichungen  bestehen: 


(8) 


=  0 


/=  1.  2,  3. 

Für  y  =  a;^^'  treten  also  in  der  Matrix  (2)  statt  der  ersten  Horizontal- 
reihe drei  aus  den  linken  Seiten  der  Gleichungen  (8)  entstehende 
Horizontalreihen  auf.  Gleichzeitig  fallen  aber  von  den  ^i  Punkten 
des  Schnittpunktsystems  zwei  nach  x^''^ ,  so  dass  wir  nur  noch  ft  —  1 
scetrennte  Punkte  zu  betrachten  haben.  Ebenso  haben  wir  beim 
Auftreten  von  d  Doppelpunkten  der  d  nur  noch  ju,  —  d  getrennte 
Punkte  x^'K  An  Stelle  der  Matrix  (2)  tritt  daher  alsdann  eine  Matrix 
mit  /^  +  (^  Horizontal-  und  v  -f-  1  Yerticalreihen,  deren  Verschwinden 
also  mit  ft  —  v  -\-  d  Bedingungen  äquivalent  ist.  Sollen  ferner 
ausserdem  im  Schnittpunktsystem  ö'  Doppelpunkte  der  C,„  vorkommen, 
von  denen  keiner  in  einem  Doppelpunkte  der  €„  liegt,  so  besteht 
jenes  Punktsystem  nur  noch  aus  ,u  —  d  —  Ö'  getrennten  Punkten. 
Die  in  (2)  auftretende  Matrix  enthält  daher  jetzt  noch  a  -\-  ö  —  ö' 
Horizontalreihen;  und  die  Zahl  der  durch  ihr  Verschwinden  darge- 
stellten Bedingungen  wird  gleich 

II  —  V  -\-  ö  —  d'  =  mn  —  \  n  {ji  -\-  o)  -\-  8  —  (f  . 

Ebenso  tritt  an  Stelle  von  (5)  eine  Matrix  mit  ^  -jr  ö'  —  8  Horizon- 
tal- und  ^a  —  71  -\-  \  Verticalreihen.  Die  Zahl  der  durch  das  Ver- 
schwinden der  letzteren  Matrix  dargestellten  Bedingungen  wird  daher 
gleich 

n  —  8  +  Ö'  =  ^{n  —  l)  {n  —  2)  —  d  -^  6' . 

Auch  in  dem  hier  betrachteten  Falle  ist  daher  die  Gesammtheit  der  zwi- 
schen den  ?nn  —  8  —  8'  Punkten  bestehenden  Bedingungen  gleich 
mn  —  3  n -(-  1.  Ist  wieder  die  C„  fest  gegeben,  so  sind  damit 
mn  —  ^  w  (n  -|-  3)  -f-  ^  Bedingungen  als  von  selbst  erfüllt  betrachtet; 
es  bestehen  also  noch  \  {n  —  1)  (^^  —  2)  —  8  Relationen,  woraus  sich 
wieder  der  Eingangs  erwähnte  Satz  ergibt.  — 

Den  betrachteten  Theoremen  über  die  Schnittpunkte  zweier 
algebraischen  Curven  kann  man  nun  zahlreiche  andere  gegenüber- 
stellen und  aus  ihnen  ableiten,  welche  sich  auf  Schnittpunktsysteme 
dreier  und  mehrerer  Curven  beziehen.  Hierfür  geben  wir  im  Folgen- 
Jen   einige  Beispiele,   die  ihrer  Anwendungen  wegen  von  besonderem 
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Interesse  sind;  und  zwar  sollen  sich  letztere  auf  die  Chaslcs'sche 
Krzeugungsweise  einer  gegebenen  Curve  laßziehen.  Wir  beweisen 
zunächst  den  folgenden  Satz*): 

Eine  Curve  der  n''"  Ordnung y  wo: 

n  >  p     und     n~>  q^     aber     n  <  p  -\-  q , 
ivelche  durch 

PQ  -—  \  {P  +  ü  —'>^  —  1)  {P  +  (1  —  n  —  2) 
Schniltpunkle  ziveier   Curven  p*"''  und  q'''''   Ordnung  geht,    enlhäll    auch 
die    übrigen    \{^p  -\-  q  —  n  —  V)  (^p  -\-  q  —  w  —  2)    Schnillpunkle    der 
letz  leren.  **) 

Zum  Beweise  nehmen  wir  auf  der  Cp  ^  (n  —  cj)  {ti  —  q  -\-  3) 
Punkte  beliebig  an  und  legen  durch  sie  eine  Curve  Cn-q  der  (n  —  g)'«" 
Ordnung,  was  immer  möglich^  wenn  n  —  q  <.  P',  ebenso  legen  wir 
durch  4-  (ji  —  p)  (n  —  p  -\-  3)  Punkte  der  gegebenen  Cp  eine  Curve 
C,t—p  der  (n — p)^""  Ordnung.  Wir  haben  dann  zwei  Curven  w*^' 
Ordnung,  deren  eine  aus  Cq  und  C„  —  q,  deren  andere  aus  Cp  und 
C„_p  besteht,  und  durch  deren  «^  Schnittpunkte  jede  Curve  ?j^°'  Ord- 
nung gehen  muss,  welche  ^n(n  -\-  d)  —  1  von  denselben  erhält.  Nun 
ist  aber: 

(9)   ^n(n  +  3)- l  =  «-fi(p-  n)  {p-n-\-  3)  +  i(ry  -  n){q-n  +  3), 
wenn:  a  =  pq  —  \{j?  -\-  Q.  —  ^  —  l)(p  +  {?  —  n  —  2). 

Alle  Curven  n*®'  Ordnung  also,  welche  durch  a  der  gegebenen  pq 
Punkte  und  durch  die  auf  der  Cp  bez.  Cq  willkürlich  gewählten  Punkte 
gehen,  gehen  auch  durch  die  übrigen  pq  —  a  Schnittpunkte  von  Cp 
und  6'j.  Dies  sind  aber  auch  alle  Curven  w'"  Ordnung,  welche  über- 
haupt durch  die  et  Punkte  gehen;  denn  die  Mannigfaltigkeit  aller 
dieser  Curven  ist  gleich 

/3  =  I  n  (w  -{-  3)  —  «  ; 

und  unsere  obige  Construction  liefert  uns  oo^  verschiedene  Büschel 
von  C„y  wo: 

7  =  i  (P  -  w)  (/>  —  '«  +  3)  +  i  (^  —  ^0  {q  —  w  +  3) 

also  im  Ganzen  eine  oo'' "^  ^  -  Schaar  von  6'„;  und  wegen  der  Relation 
(9)  ist  in  der  That  7  -|-  1  =  /3,  Alle  C,,  durch  die  a  Punkte,  gehen 
also  wirklich  durch  die  übrigen  pq  —  a  Punkte;  q.  e.  d.  Voraus- 
gesetzt   wurde    bei    diesem    Beweise,     dass    n  —  q  <.  P ,    also    auch 


*)  Hier,  sowie  überhaupt  im  Folgenden  schliessen  -mx  den  Fall  aus,  dass  in 
Schnittpunkten  Doppelpunkte  der  betrachteten  Curven  liegen;  letztere  können 
ausserdem  aber  beliebig  viele  Doppel-  und  vielfache  Punkte  haben,  auch  in  nie- 
drige Curven  zerfallen. 

**)  Vgl.  Cayley:  Cambridge  and  Dublin  Math.  Journal ,  vol.  3,  18i3,  p.  211. 
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n  —  p  <  q,  oder  «  < /J  +  (?,  wie  oben  angegeben  wurde.  Für 
n  =  p  -\-  q  —  1  oder  71  =  p  -\-  q  —  2  sagt  übrigens  unser  Satz  nichts 
mehr  aus.  Für  n  <  q  oder  n  <  p  würde  die  Construction  der  Curven 
Cn-q  oder  C^-p  nicht  mehr  möglieh  sein. 

Für  p  =  q  =  m  folgt  hieraus  insbesondere: 

Liegen  von  den  m"^  Basispunkfen  eines  Bi'tschets  von  Ctirven  m*"' 
Ordnung 

a  =  ^2  -  I  (2?n  -  n  —  1)  (2m  —  n  —  2) 

auf  einer  Curve  n''"'  Ordnung,  wo  n  >  fn  aber  n<i2m,  so  liegen  auch 
die  übrigen  m-  —  a  Basispunkte  jenes  Büschels  auf  der  Curve  n""' 
Ordnung. 

Bevor  wir  dies  letztere  Resultat  zu  weiteren  Anwendungen  be- 
nutzen, sei  hervorgehoben,  dass  in  Vorstehendem  eine  specielle  Lösung 
des  vorhin  gestellten  Problems  enthalten  ist:  in  der  Ebene  ()  Punkte 
so  zu  bestimmen,  dass  durch  sie  noch  oo''  Curven  einer  gegebenen 
linearen  oo'-Schaar  gehen.     Wir  haben  nämlich  •  hier : 

Eiue  solche  Gruppe  von  Q  Punkten  ist  eben  durch  jedes  beliebige  voll- 
ständige Schnittpunktsystem  zweier  Curven  y/'''  und  ^"""  Ordnung  ge- 
geben, wenn  nur  n>q,  n>p,  n  <i  p  ^  q-^  durch  ein  beliebiges 
System  von  pq  Punkten  dagegen  würden  weniger,  nämlich  ^^n  (n  —  3) 
—  pq\-i?ic\\  unendlich  viele  C„  hindurchgehen. 

Der  zuletzt  für  p  =  q  =  m  ausgesprochene  Satz  wird  nun  von 
Wichtigkeit  für  die  Frage,  ob  es  immer  möglich  ist,  für  m  <_  n  auf 
einer  gegebenen  C„  m"^  Punkte  so  zu  bestimmen ,  dass  durch  sie  noch 
einfach  unendlich  viele  C„,  hindurchgehen,  eine  Frage,  die  für  die 
Untersuchung  der  C ha sles 'sehen  Erzeugungsweise  der  C„  von  beson- 
derem Interesse  ist  (p.  376).  Für  n<i2m  nämlich  braucht  man  nach 
jenem  Satze  nur  zu  fragen,  ob  es  möglich  ist,  a  =  m-  —  ^(2m  —  n  —  1) 
.(2  m  —  n  —  2)  Basispunkte  eines  Büschels  von  C„i  auf  eine  gegebene 
Cn  zu  legen;  die  übrigen  Basispunkte  liegen  dann  von  selbst  auf  der 
C„.  Die  dazu  nöthigen  Bedingungen  aber  sind  durch  das  Verschwin- 
den aller  ^-gliedrigen  Determinanten  des  Schemas  (7)  gegeben  (indem 
dort  q  =  1),  wenn : 

t  =  ^  m(m  -\-  d>)  ,     R  =  a] 

was  2  («  —  t  -{-  \)  Relationen  zwischen  a  Unbekannten  gibt  (indem 
die  a  Punkte  gezwungen  sind,  sämmtlich  auf  der  Cn  zu  liegen).  Von 
letzteren  bleiben  also  willkürlich: 

a  —  2(«  —  t~\-\)  =  m  im  -f  3)  —  m^  — 2  -f  {{2m  — n  —  \){2m  —  n  —  2) 
=  \{(2m-ny  +  ?>n-2)}. 
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So  viele  von  den  «  Punkten  kann  man  daher  auf  der  C„  beliebig 
annehmen. 

Ist  dagegen  n  >  2m,  so  haben  wir  in  dem  ^Schema  (0):  R  ^^m'^, 
t  =  ^tn  {m  +  3),  ^  =  1  und  also  m-  —  om  -{-2  Relationen;  d.  h.  die 
Zahl  der  willkürlich  bleibenden  Punkte  ist  gleich 

ni^  -  (w2  _  o  ^  _^  2)  =  3  m  —  2  . 

Soll  man  also  auf  eine?^  Curve  n*^''  Ordnung  m-  Punkte  (m  <  n)  so 
bestimmen,  dass  sie  die  Basispunkte  eines  Büschels  von  Ct/rvcn  m''-'''  Ord- 
nung bilden,  so  kann  man  von  ihnen  für  n  <^2  m  noch  \  f{2m  —  w)^ 
-{-  3«  —  *2|,   dagegen  für  n  >  2w   noch  3?n  —  2  willkürlich  auf  der 

C,i  anneh?ncn*) 

Hat  man  nun  diesem  Satze  gemäss  einen  Büschel  von  C,,,  gefunden, 
•so  kann  man  auch  immer  einen  zweiten  Büschel  von  C„_„,  angeben, 
dessen«"(n  —  fny  Basispunkte  ebenfalls  sämmtlich  auf  der  C„  liegen,  und 
welcher  auf  den  C„,- Büschel  derartig  projectivisch  bezogen  ist,  dass 
die  Schnittpunkte  entsprechender  Curven  beider  Büschel  die  Cn  in 
Chasles'scher  Weise  erzeugen.  Die  Curven  des  Büschels  m^^^  Ord- 
nung nämlich  schneiden  'die  Cn  in  m  (n  —  m)  beweglichen  Punkten. 
Legen  wir  nun  durch  m  (ji  —  fn)  —  ^(m  —  1)  {m  —  2)  von  diesen 
weiteren  Schnittpunkten  einer  bestimmten  Curve  C„,  des  Büschels  eine 
Curve  Cn-m,  so  geht  diese  auch  durch  die  übrigen  \{ni  —  1)  {in  —  2) 
Punkte  von  selbst  hindurch.  Sei  nämlich  Cm  eine  zweite  Curve  unseres 
Büschels,  und  beschreibt  man  durch  ^  {n  —  m)  (n  —  m  -\-  3)  der 
{n  —  m)  m  weiteren  Schnittpunkte  von  Cn  und  C„/  (welche  also  nicht 
auch  auf  C,n  liegen)  eine  6'„_,„,  so  haben  wir  zwei  Curven  w**^'  Ord- 
nung: die  C„  und  die  C,n  -\-  Cn—m'     Die  Curve  C„/  enthält  nun 

m-  —  ^{2  tn  —  ti  —  1)  (2w  —  n  —  2)  -\-  ^  (n  —  ?n)  (n  —  ?n  -\-  3) 
=^  nm  —  ^  {m  —  1)  (m  —  2) 

Durchschnittspunkte  beider  Curven,  folglich  auch  noch  ^  (jn  —  1) 
.  (w  —  2)  weitere  Schnittpunkte,  und  zwar,  da  C,,,'  durch  alle  m^  Basis- 
punkte des  einen  Büschels  geht, 

{(2m  —  n  —  l)(2m  —  n  —  2) 
Punkte,  die  6'„  und  C,„  gemeinsam  sind,  und  also 

(n  —  ?n)  ?n  —  ^  {n  —  m)  (n  —  ?n  -f-  3) 

Punkte,  die  6'„  und  C„-,n  gemeinsam  sein  müssen.  Die  C„_,„  geht 
also   in  der   That    durch    alle  m  {n  —  m)    Schnittpunkte   von   6V   mit 


•)  Vgl.  Chasles:  Determination  du  nombre  des  points  etc.,  Comptes  rendus, 
21.  Septb.  1857,  sowie  Cremona's  Theorie  der  ebenen  Curven,  p.  77  fF.  in 
Curtze's  Uebersetzung.  —  Für  7i  =  2  m  -\-  L  und  n  =  2  m  -\-  2  sind  beide  Zahlen 
identisch,  so  dass  die  Angaben  des  Textes  mit  denen  von  Chasles  übereinstimmen. 
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C,,.'*)  Legt  man  also  durch  die  beregten  ?n  (n  —  ?n)  Schnittpunkte 
von  C'n  mit  C,„'  eine  beliebige  C,,-,,,,  so  schneidet  letztere  die  C„ 
noch  in 

(n  —  ni)  n  —  tn  (w  -   7)i)  =  {ii  —  irif 

Punkten.  'Sind  ferner  C„  =  0,  Cm  =  0,  C'„_„,  =  0  die  Gleichungen 
der  betrachteten  Curven,  und  ist  C,n  ==  0  die  Gleichung  einer  anderen 
die  gewählten  ?«-  Basispunkte  enthaltenden  Curve  w'""  Ordnung,  so 
niuss  sich  eine  Curve  C'„_„,  so  bestimmen  lassen,  dass  identisch 

denn  wir  haben  es  nur  mit  einfachen  Schnittpunkten  zu  thun.  Dann 
aber  geht  die  C',,—,,,  ebenfalls  durch  die  (n  —  7n)-  Punkte,  welche  auf 
Cn  und  Cn-m,  ^bcr  nicht  auf  C',n,  liegen.  D.  h.  der  Büschel 
C„-,n -\- ^C',i—,n  =  ^  ist  dem  Büschel  C',„ -\- lC„^^=  0  projectivisch* 
und  erzeugt  die  €„  in  verlangter  Weise.  Wir  sprechen  dies  in  «folgen- 
dem Satze  aus: 

Liegen  die  ni^  Basispunkte  eines  Büschels  von  C,n  auf  einer  €„,  so 
gibt  es  immer  einen  zu  ihm  projectivischen  Cw^venhüschel  von  €■„-,„,  dessen 
{n  —  mY  Basispunkte  ebenfalls  auf  der  C,,.  liegen,  und  ivelcher  mit  jenem 
ersten  Büschel  durch  den  Schnitt  je  ztveier  entspi'echendeji  Curven  die 
Cn  erzeugt.'**) 

Durch  vorstehende  Betrachtungen  ist  gleichzeitig  der  vollständige 
Beweis  erbracht,  dass  jede  C„  durch  zwei  projectivische  Curvenbüschel 
w'^''  und  (n  —  my^'^  Ordnung  erzeugt  werden  kann,  von  deren  Basis- 
punkten keiner  in  einem  Doppelpunkte  der  Cn  liegt;  dabei  kann  m 
alle  Werthe  von  1  bis  n  —  1  annehmen.  — 

Von  dem  hier  zuletzt  bewiesenen  Satze,  der  offenbar  auch  für  eine 
zerfallende  Curve  Cn  gültig  ist,  wollen  wir  zum  Schlüsse  noch  eine 
andere  Anwendung  machen,  die  uns  zu  interessanten  Specialfällen 
führt. 

Es  seien  C^  =  0,  Cj  ==  0  zwei  Curven  n**^""  Ordnung.  Dieselben 
bestimmen  einen  Büschel  C^  -\-  yiC.y  =  {)  von  solchen  Curven  mit 
)r  =  p  -\-  q  Basispunkten.  Die  Zahl  q  soll  nun  so  gewählt  werden, 
dass  durch  q  jener  w-  Basispunkte  eine  Curve  K-^  =  0  der  («  —  r)**^"^ 
Ordnung  gerade  bestimmt  wird,  d.  h.  Avir  nehmen 


*)  Es  folgt  dies  auch  direct  aus  dem  allgemeineren  Satze  von  Cayley: 
Liegen    von    den    Schnittpunkten    zweier    Curven  C^^  und  C^^,    wo   m  <^n,    mp  — 
■^{ni  -{-  p  —  n  —  1)  {m  -\-  p  —  n  —  2)  auf  einer  Curve  C  ,    wo  p  <C  n,    so    liegen    auf 
dieser  Cui-ve  noch  weitere  \{m  -\-  p  —  n  —  1)  (jn  -|-  p  —  n  —  2)  Punkte  ^  und  die  übri- 
gen m  {n  —  p)  Punkte  liegen  auf  einer  Curve  der  {n  —  ;«)''^"  Ordnung. 

**)  Vgl.  Chasles:  Deux  theöremes  generaux  sur  les  courbes  et  les  surfaces 
geometriques  de  tous  les  ordres;  Comptes  rendus,  28.  decb.  1857. 
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(10)  q  =  ^  {n  -  r)  (ji  —  r  +  3) , 
und  also : 

(11)  p  =  n2  —  q  =  \  n  (n  +  2  r  —  3)  -  .^  r  (r  —  3)  . 

Durch  die  p  übrigen  Schnittpunkte  von  C,  mit  C^  legen  wir  eine 
beliebige  dritte  Curve  n**"'  Ordnung:  C^  =  0,  Dann  bilden  die  beiden 
Curven  C^  und  Ii^  zusammen  eine  Curve  C^  .  /fg  =^  0  von  der 
(2  n  —  r)'^°  Ordnung,  auf  welcher  die  Basispunkte  des  Büschels 
f  1  -{-  xCo  =  0  vertheilt  liegen.  Nach  dem  zuletzt  bewiesenen  Theoreme 
muss  es  daher  einen  zum  Büschel  C^  -]-  xC^  =  0  projectivischen 
Büschel  (n  —  r)"""  Ordnung  geben,  dessen  (n  —  r)^  Basispunkte  eben- 
falls auf  6^3  .  Ä'g  =  0  vertheilt  liegen,  und  welcher  mit  dem  Büschel 
^/,  +  xCj  =  0  durch  die  Schnittpunkte  entsprechender  Curven  die 
Curve  (73  .  Ä'g  ==  0  erzeugt.  Sind  nun  A'j  =  0,  /i'j  =  0  diejenigen 
Curven  des  zweiten  Büschels,  welche  den  Curven*)  C.2=0,  C^  =  0 
bez.  des  ersten  entsprechen,  so  entsteht  die  Frage,  Avie  viele  von  den 
(n  —  t-y  Basispunkten  des  zweiten  Büschels  auf  die  C3,  wie  viele 
auf  die  A'g  fallen.  Nun  schneidet  der  Büschel  C^  -\-  XC2  =  0  die  Co, 
in  n^  —  P  =  1  beweglichen  Punkten;  Gleiches  gilt  daher  auch  von 
dem  Büschel  Ä'2  +  J«  -Ä^i  =  0.  Die  Curven  des  letzteren  treffen  also 
die  C^  noch  in  X  =  7i  (n  —  r)  —  g  festen  Punkten-,  und  folglich  liegen 
auf  A'3  noch  (i  =  (n  —  ;•)-  —  A  Basispunkte  des  Büschels,  wo  nun 
wegen  (10)  und  (11): 

ri2^  A=;?  — r«  =  ^n  (n  — 3)  —  4r(r +  3) 

Da  ferner  die  Gleichung  der  Curve  C^  .  Ä'3  =  0  durch  Elimination  von 
X  aus  den  Gleichungen 

C\  4-  xC^  =  0,     A',  -\-  x/^^  =  0 

hervorgehen  muss,  so  besteht  •  zwischen  C^,  C^,  C^,  K^.,  K.,,  Ä'3  eine 
Identität  der  Form: 

(13)  «,  6?j  Zi  +  «2  ^'2 1^1  +  «3  ^3  Ä'3  =  0  , 

wo  die  tti  Constante  bedeuten.  Zwischen  den  drei  Curven  d  und  den 
drei  Curven  Ki  herrscht  sonach  vollkommene  Symmetrie,  und  wir 
können  folgenden  Satz  aussprechen: 

Schneiden   sich   drei    Curven   Cj,    C^,    C^    der  «''"   Ordnung  in  den- 
selben 

;>  =  ^  n  («  +  2  r  —  3)  —  ^  r  (r  —  3) 

I'unklen,  so  schneiden  sie  sich  paanveise  noch  in  weiteren 


*)  Die  Indices  1,  2  sind  so  gewählt,  dass  die  Gleichung  der  Curve  A'3C3  =  0 
in  der  Form  CjÄ^,  —  C2Ä'2  =  0  erscheint,  dass  also  zwischen  Ci,  C^,,  C^,  A'j,  A'2,  K^ 
eine  Identität  der  Form  (13)  besteht. 


764  Sechste  Abtheilung. 

q  =  \:  {n  —  r)  («  —  /•  +  3) 

Punkten  und  bestimmen  dadurch  drei  Curven  K^,  K.^,  K^  der  (n  -^  r)'''" 
Ordnung.  Diese  letzteren  gehen  alsdann,  tvenn  X,  (i  ivic  in  (12)  be- 
stimmt iverden,  durch  dieselben  (i  Punkte  der  Ebene,  während  ihre 
übrigen  A  Schnittpunkte  paarweise  geno?nmen  bez.  auf  den  Curven  C,, 
C.,,  Cg  liegen.*) 

Für  n  =  2,  /•  =  1  ergibt  sich  hieraus  der  bekannte  Satz: 

Schneiden  sich  drei  Kegelschnitte  in  deiiselben  zivei  Punkten  der 
Ebene,  so  schneiden  sie  sich  paarweise  in  noch  weiteren  zwei  Punkten; 
die  durch  diese  Punktepaare  bestimmten  drei  Geraden  gehen  durch  den- 
selben Punkt  der  Ebene. '^'''^) 

Ebenso  folgt  z.  B.  für  ?i  =  3,  r  =  2: 

Schneiden  sich  drei  Curven  3'"''  Ordnung  in  deiiselbeii  7  Punkten,  so 
schneiden  sie  sich  paariveise  in  noch  2  Punkten;  die  dadurch  bestimmten 
3  Geraden  bilden  ein  Dreiseit,  dessen  3  Eckpunkte  bez.  auf  die  drei 
Curven  5'""  Ordnung  zu  liegen  komt)ien.  — 

Diese  Anwendungen  und  Beispiele  werden  hinreichen,  um  das 
mächtige  Hülfsmittel  zu  kennzeichnen,  welches  wir  in  den  Schnitt- 
punktsätzen besitzen,  indem  letztere  auch  die  ganze  Ebene  beherr- 
schen, während  wir  früher  immer  eine  feste  Curve  zu  Grunde  legten. 
Wir  wenden  uns  nunmehr  zu  Untersuchungen  anderer  Art,  für  die 
dann  gerade  wieder  der  Begriff  der  adjungirten  Curven  von  besonderer 
Wichtigkeit  werden  wird. 

VI.    Die  zu  einer  Curve  gehörigen  algebraischen  Integrale. 

Wir  haben  schon  wiederholt  auf  den  innigen  Zusammenhang 
zwischen  der  Geometrie  auf  einer  Curve  und  der  Theorie  gewisser  zu 
ihr  gehöriger  Integrale  hingewiesen,  wir  haben  insbesondere  bei  den 
Curven  dritter  Ordnung  diesen  Zusammenhang  bereits  ins  Einzelne 
verfolgt :  das  elliptische  Integral  erster  Gattung ,  dessen  Modul  mit 
dem  Doppelverhältnisse  der  Curve  in  bestimmter  Weise  zusammenhing, 
erschien  hier  aufs  Engste  mit  der  Theorie  der  Schnittpunktsysteme 
verknüpft  (vgl.  p.  602  ff.).  Die  allgemeine  Erörterung  der  hier  vor- 
kommenden Verhältnisse  soll  uns  nun  beschäftigen;  und  ztvar  wollen 
wir  zunächst  folgende  Gegenstände  erledigen 

1)  Einführung  einer  bestimmten  Form  für  die  allgemeinsten  alge- 
braischen Integrale, 


*)  Für  r=\  und  r  =  2  ist  dieser  Satz  von  Olivier  gegeben:  Crelle's  Jour- 
nal, Bd.  70,  p.  156. 

**)  Dieser  Satz  ist  ja  nichts  anderes  als  die  projectivische  Verallgemeinerung 
des  bekannten,  dass  die  Chordalen  dreier  Kreise  durch  denselben  Punkt  gehen 
(p.  155). 
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2)  Zurückführung  der  letzteren  auf  gewisse  Normalformen, 

3)  Untersuchung  der  Unendlichkeitspunkte  dieser  Normalformen. 
Die   so    gewonnenen  Normalformen    werden    weiterhin    auf   noch 

einfachere  Typen  reducirt  werden;  und  es  bleibt  dann  übrig  für 
letztere  das  AbeTsche  Theorem  aufzustellen,  sowie  das  sogenannte 
Umkehrproblem  der  Abel'schen  Integrale  zu  erledigen*),  um  alle 
Mittel  für  die  geometrisch^  Anwendungen  bereit  zu  haben.  Hervor- 
gehoben sei  sogleich,  dass  die  Eigenschaften  der  hier  auftretenden 
Integrale  invarianten  Charakter  gegenüber  allen  eindeutigen  Trans- 
formationen der  Grundcurve  bewahren,  wie  später  genauer  gezeigt 
werden  soll;  es  wird  dadurch  von  Neuem  gerechtfertigt  erscheinen, 
wenn  wir  die  Theorie  dieser  eindeutigen  Transformationen  an  die 
Spitze  gegenwärtiger  Untersuchungen  stellten. 

Unter  einem  algebraischen  oder  KheV sehen  Integrale  versteht  man 
ein  solches,  bei  welchem  die  Function  unter  dem  Integralzeichen  der- 
artig irrational  von  der  Veränderlichen  x  abhängt,  dass  sie  als 
rationale  Function  zweier  Veränderlichen  x\  y  darstellbar  ist,  wenn 
zwischen  letzteren  eine  bestimmte  (und  für  alle  Werthe  von  x  die- 
selbe) algebraische  Gleichung: 

F{x,y)  =  0 

besteht.  Dieselbe  ist  eben  äie  Gleichung  der  Grundcurve ,  zu  welcher 
das  betreffende  Integral  gehört.  Das  Integral  selbst  kann  man  dann 
nach  dem  Vorgange  von  Riemaifh  immer  in  der  Form  annehmen**): 


*)  Die  Theorie  der  Abel'schen  Integrale  und  Functionen  muss  hier  im  All- 
gemeinen als  bekannt  vorausgesetzt  werden.  Nur  die  rein  algebraischen  Be- 
trachtungen über  die  Differentiale  der  Abel'schen  Integrale  und  das  Abel'sche 
Theorem  sollen  im  Texte  etwas  ausführlicher  gegeben  werden.  Im  Uebrigen 
stellen  wir  die  benutzten  Sätze  nur  immer  kurz  zusammen  und  verweisen  wegen 
näherer  Ausführungen  auf  die  betreffenden  Originalarbeiten,  insbesondere  auf 
folgende  Schriften: 

B.  Riemann:  Theorie  der  Abel'schen  Functionen,  Crelle's  Journal ,  Bd.  54; 
im  Folgenden  kurz  bezeichnet  mit:  R.  A.  F. 

A.  Clebsch  und  P.  Gordan:  Theorie  der  Abel'schen  Functionen,  Leipzig 
1866;  im  Folgenden  kurz  bezeichnet  mit:  Cl.  u.  G.  A.  F. 
Für  die  hyperellipüschen  Integrale  vgl.  besonders  Weierstrass:  Crelle's  Journal, 
Bd.  47  und  52;  C.  Neumann:  Theorie  der  Abel'schen  Integrale,  Leipzig  1865; 
Prym:  Neue  Theorie  der  ultraelliptischen  Functionen ,  Denkschriften  derMath.- 
phys.  Classe  der  Wiener  Academie,  Bd.  24,  1864  und:  Theorie  der  Functionen 
in  einer  zweiblättrigen  Fläche,  Denkschriften  der  schweizerischen  Gesellschaft, 
Bd.  22,  Zürich  1866.  Die  späteren  Arbeiten  von  Weierstrass  über  diese  Theo- 
rien sind  bisher  nicht  allgemeiner  bekannt  geworden. 

**)  Vgl.  R.  A.  F.  §.  9.  —  Ist  das  Integral  sonst  nicht  in  der  Form  (1)  ge- 
geben,   so  kann  man  letztere  ja  immer  einfach  herstellen,   indem  man  Zähler 

und  Nenner  der  Function  unter  dem  Integralzeichen  mit  -^  multipUcirt. 
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0) 


dy 


wo  H^  eine  rationale,  gebrochene  algebraische  Function  in  x,  y  be- 
deutet, während  zwischen  x,  y  die  Gleichung  ?i''''"  Ordnung  F  =  ^ 
besteht,  d.  h.  während  x,  y  die  Coordinateil  eines  Punktes  der  Grund- 
curve  n'''  Ordnung  bedeuten.  Wir  wollen» das  Integral  jedoch  immer 
in  einer  etwas  anderen,  von  A ronhold  gegebenen  Form  annehmen, 
indem  wir  statt  x,  y  homogene  Coordinaten  x^^  x.^,  x.^  einführen, 
wodurch  auch  äusserlich  den  Forderungen  der  Symmetrie  sowie 
der  projecti vischen  Denkweise  (dem  invarianten  Charakter  des  Diflfe- 
reutials)  mehr  Rechnung  getragen  wird.  Dadurch  ist  dann  zugleich 
ein  Zusammenhang  mit  der  ternären  Algebra  angezeigt,  welcher  für 
die  Behandlung  der  Integrale  von  Bedeutung  sein  kann.  Wir  schrei- 
ben nämlich  das  Integral  immer  in  der  Form: 

wo  nun  C|,  c.,,  Cg  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der  Ebene 
bedeuten,  und  x, ,  x^,  x^  durch  die  Gleichung  einer  Curve  w'*^'"  Ord- 
nung /"^  ttx^  =  0  an  einander  gebunden« sind,  während  Y  jetzt  eine 
homogene  gebrochene  Function  (w  —  3)""'  Ordnung  in  den  Xi  ist, 
—  Ehe  wir  jedoch  allgemein  auf  das  Wesen  dieser  Darstellung 
eingehen*  möge  dieselbe  an  einem  einfachsten  Beispiele  (für  n  =  2) 
erörtert  werden*);  die  weiteren  Verallgemeinerungen  ergeben  sich 
dann  von  selbst. 

Wir  behandeln  das  Integral 


(^>  '  =/k5^ 


Bx-^C^ 

welches  gewöhnlich  mittelst  wiederholter  Substitutionen  auf  einen 
Logarithmus  zurückgeführt  wird,  während  wir  dasselbe,  von  der  homo- 
genen Schreibweise  ausgehend,  zugleich  in  allgemeinerer  Form  direct 
auswerthen  werden.  Wir  bringen  es  zunächst  auf  die  Form  der  Inte- 
grale (1)  und  (2).  Das  Wurzelzeichen  nämlich  können  wir  dadurch 
fortschaffen,  dass  wir  x  mit  einer  neuen  Variabeln  y  durch  eine  qua- 
dratische Gleichung  verbinden.     Letztere  sei : 


*)  Vgl.  A ronhold:  Ueber  eine  neue  algebraische  Behandlungs weise  der 
Integrale  irrationaler  Differentiale  von  der  Form  W  {x,y)  dx,  in  welcher  TT  (a?,  y) 
eine  beliebige  rationale  Function  ist,  und  zwischen  x  und  y  eine  allgemeine 
Gleichung  zweiter  Ordnung  besteht.  Crelle's  Journal,  Bd.  61.  Es  sei  auf  diese 
Arbeit  zur  Einführung  in  die  im  Texte  verfolgten  Vorstellungen  nachdrücklich 
verwiesen. 
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/•=  «,,0;-  +  2  a^,xy  +  a,.,y'^  +  2a^^x  +  2  rt,.,?/  +  «33  =  0 ; 
dann  findet  man  durch  Auflösung  nach  y. 


Führen  wir  also  die  Bezeichnung  ein; 

A  =  —  {a^^a.,.,  —  «,.>-),     Z?  =  2(r/,2rt.2.'5  — «ir!«22);     ^'  =  — (^''22^'^3:!  —  ^'2:?')? 
so  wird  in  der  That:  • 


fix 


Wir  verwandeln  nun   alle   vorkommenden  Functionen  durch   die  Sub- 
stitution : 

X,  x, 

X  =  ^  ,     y  =  — 

in  homogene.     Unsere  Bedingungsgleichung  wird  dann: 

f  =  EEttikXiXk  ^  aj  =  0 

und  in   V  müssen  wir  setzen: 

,7.. x^dxj  —  XitLvr^        f,  ,  X 1^   df^ '^"■x^^i 

'^^—  -^^  '      '^y^—x,dx,—       X,       ' 

so  dass: 


(5)  r=.2fJ^=f 


üi^odtVA        Ol)i  cix^ 


X3  .  a^  «2         ' 

In  dem  Nenner  tritt  also  noch  eine  lineare  Function  auf;  dies  war 
vorauszusehen,  denn  das  Integral  (3)  wird  für  a;=  00,  y  =  00,  d.  h. 
für  einen  Schnittpunkt  des  Kegelschnittes  f  =  0  mit  der  unendlich 
fernen  Geraden,  selbst  unendlich;  dasselbe  muss  daher  bei  der  homo- 
genen Form  für  den  Schnittpunkt  der  Linie  x^  =  0  mit  dem 
Kegelschnitte  aj^  =  0  eintreten.  Um  nun  von  der  Lage  des  Coordi- 
natendreiecks  unabhängig  zu  sein,  werden  wir  statt   F  das  Integral: 

(Q)  w  =  2  C  ^^ =   /^^3^^i  —xidx^ 

^   ^  J  {uix  4-  u^y  -f  1(3)  t''[y)       J        u^  .  a^a^         ' 

wo:  Ua:  =  u^x^  -{-  u.^x^  -\-  u^Xr^ , 

der  Betrachtung  zu  Grunde  legen:  Die  Integrale  V  und  W  sind  also  in 
projecüvischem  Sinne  nicht  von  einander  verschieden.  Zur  Auswerthung 
beider  werden  wir  hier  auch  auf  demselben  Wege  gelangen,  während 
bei  dem  gewöhnlich  in  der  Integralrechnung  angewandten  Verfahren 
beide  Fälle  eine  gesonderte  Betrachtung  erfordern. 

Das  Integral    JV  lässt  sich   nun  auf  merkwürdige  Weise  in  eine 
mehr  symmetrische   Form   bringen.      Wir  haben    nämlich    zufolge    der 

ßedingungsgleichung  /=  0,   wenn  fi  =  ^■^: 
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^  (Lv,/\-{-chr,f,^dx,/-,  =  0, 

und  hieraus  folgt: 

(8)    /i  •  /o  •  /■!  •  =  x.,dx.^  —  x.^fL\\  :  .r.jr/a'i  —  x^fLv.^  :  XiCfx.^  —  X2dx^  . 

Ferner  haben  wir  aus  (6): 

dW  .  f.^ .  Ux  =  x^dxi  —  Xidx.^  , 

also   auch,   wenn   (xdx)^  =  x.^dx.^  —  x.^dx.^,   etc.,   wegen   der  Gleich- 
berechtigung der  drei  Coordinatenseiten  nach  (8) :  ' 

dW  ,fi.  u.r  =  {x dx)i ,     (/  =  1 ,  2,  3) 

Multiplicirt  man  diese    drei   Gleichungen  bez.   mit    den    willkürlichen 
Grössen  Ci  und  addirt,  so  kommt: 

d  W  {c^f^  +^2/2  +  ^3/3)  •  ".V  ==  ^  i  CiX^dXr^  =  (cxdx)  . 

Wir  erhcdten  also  für  das  Integral  (6)  die  folgende  homogene  Darstelhmg : 

/QN        jr^ 2     r dx r    {cxdx)     r  {cxdx)_  ^ 

^     ■  ~~  j     ("l'-»-'   +   «2  2/  +   «3)  /"  (2/)    ~  J      «a-    •    ^'^ifi  ~  j     "x   •    «C«^    ' 

Zur  Auswerthung  von  W ,  dessen  Werth  von  den  d  vollkommen 
unabhängig  ist,  weren  wir  jetzt  diese  willkürlichen  Grössen  passend 
bestimmen.  Zu  dem  Zwecke  benutzen  wir  den  folgenden  allgemeinen 
Satz: 

Die  Determinante  (cxdx),  dividirt  durch  das  Product  zweier  ternären 
algebraischen  Formen  cp,  ijj,  ist  j^f^oportional  zu  einem  vollständigen  Diffe- 
rentiale, ivenn  man  die  Ci  proportional  zu  den  Z7veigliedrigen  Deter- 
minanten aus  den  ersten  Differentialquotienten  von  tp  und  -ip  nach  x^ ,  a-.,, 
x^  setzt,  d   h.  wetin: 

Sqp  dilj        dtp  dip  dcp  dtp  dtp  dqp^ 

"    '        dx2dx3       dx^dx^^      "   -        dx^doci       d^idx^' 

^qp_  dtp_ dtp_  dcp^  ^ 

^       dxi  dx2       dxi  dx2 

Der  Beweis  ist  ausserordentlich  einfach.     Sei  nämlich: 

so  wird: 

Q a  =  mn  .  {a a)i  a^,"' ~  ^ «/ ~ ^ , 

und  also  nach  einer  bekannten  Identität  (vgl.  V.  p.  283) : 

Q  {cxdx)  =  ?nn  (a,rCC,u-  —  «r«./.«,)  ^.r'" "  ^  V-x"  ~  ^ 

=  mcp  .  d^-'  —  w i/'  .  d(p , 
und  somit: 

f-icw  {cx'dx)  dtp  dw  1 

(.1^)  p  ^ =  m  ^^  —  n  ^^  ,     q.  e.  d. 

cp  .  tp  tp  q)   '       ^ 
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Für  imsern  Fall  setzen  wir  nun: 

dann  wird  nach  (10): 

(12)  Pf'  =   /  i^^^^^  =  -    /    -1^-^ 1^    =  1  W  ^-'  , 

WO  p  ein  noch  zu  bestimmender  Factor  ist.  Zu  dieser  Bestimmung 
führt  folgende  Betrachtung.     Aus  (11)  ergibt  sich: 

(13)  Uc  =  0     und     f/.2=0; 

e^/r  haben  also  durch  die  Substitution  (11)  für  den  Punkt  c  einen  der 
Schnittpunkte  der  Geraden  v^  =  0  mit  dem  Kegelschnitte  /"  =  0  gewählt. 
Wir  brauchen  nun  allerdings  nur  die  Verhältnisse  der  c,-  zu  kennen; 
denn  eine  gleichzeitige  Aenderung  derselben  um  denselben  Factor 
würde  nur  die  willkürliche  Constante  des  Integrals  beeinflussen. 
Gleichwohl  müssen  wir  der  Grösse  q  in  (11)  hier  einen  bestimmten 
Werth  beilegen,  da  auf  beiden  Seiten  der  Gleichungen  (11)  dieselben 
Verhältnisszahlen  ^, ,  c.^,  c.^  vorkommen.  In  der  That  durch  Multi- 
plication  der  Ci  bez.  mit  willkürlichen  Grössen  Vi  und  durch  Addition 
der  Producte  ergibt  sich  die  Identität: 

(14)  QVc  =  {(ivu)ac ; 

es  muss  also  q  ein  Ausdruclj  erster  Ordnung  in  den  w,  und  üik  sein. 
Wir  wollen  nun  mit  Ci  die  Coordinaten  des  zweiten  Schnittpunktes 
der  Linie  ti  mit  f  =  0  bezeichnen,  so  dass 

öu^  =  c.^c-^'  —  c.^c.y  ,     6Uo  =  f'aC,'  ■ —  c^c^' ,     6u^  =  CyC.{  —  <?2^i'5 
dann  folgt  aus  (14)  für  Vi=  bjb^'  {f  =  aj  =  bj): 

gbcb,.-  =  {abu)  ücbc'  =  ^  (abu)  {ücb^-  —  bcOc-^ 

(15)  ß  ^    ,    N-> 
=  -  {abiiy  . 

Andererseits  haben  wir  wegen  «^'^  =  0: 


=:  —  iK.  ttcOc-  =  —  Vr  .beb. 


und  also 


c^c    , 


a  =  -  bebe' . 

9 


Setzen  wir  dies  in  (15)  ein,  so  kommt  schliesslich: 

Q-^^^iabuy-^^F, 

wenn  wir  mit  F.,  wie  schon  früher  (p.  285),  die  zugehörige  Form  von 
f  bezeichnen:. 
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F=  {abiiy 


'Ui     ('vi     ('n     «I 

«21       (t-ii       f'-i-i       ^h 


V.,         W, 


0 


Damit  ist  folgendes  Theorem  bewiesen: 

jremi   man  unter  der   Voraussetzung,   ilass  f  {x  ,y)^  f  {x^,  oc.^,  x.^ 
^  üx^  ^  hop-  =  0  ist,  das  Integral 

fix 


/   iu.x 


f*{cxdx) 

+  «2.y  +  "3)/"  (.v)     J  >',,. .  f'^f'c 
auswert hen  soll,  so  nehme  ?nan  für  die  c,  ein  den  Gleichungen: 

f  {X^  ,    X., ,    X^)  =  0  ,       Ua:  =  0 

genügendes  Werthsgstem,  was  durch  Auflösung  der  linearen  Gleichungen: 
f/^  F  Ci  =  {ua)^  ac ,     V\  F  c^=  (u a\ a^ ,     ]/^  F  c^  =  (m a\  a, 

geschehen  kann"^),  in  denen  F  die  zugehörige  Form  {ahu}-  von  f  bedeutet; 
alsdann  ist 

(16) 


W 


T7=  loff 


^-c 


Das  Vorzeichen  von  j/^  F  muss  mit  dem  in  den  linearen  Gleichungen 
benutzten  übef^einsti?nme}i ,  und  die  in  den  Differentialausdruck  einzu- 
führende Wurzel  der  Gleichung  fix,  y)  =  0  mit  der  im  Integral- 
ausdrucke  zu  wählenden. 

Um  ein  Beispiel  für  die  Anwendbarkeit  der  Formel  (16)   auch  in 
den  gewöhnlich  vorkommenden  Fällen  zu  geben,  sei 

f  =  x^'  +  x:-  -  x^-  =  [x^  -{-y'-^l) 
also : 


hF=u^  +  u.;-  -  u,',     y  =  ]/\  -  a:^  =  ^  /'  iy)  ; 
dann  wird: 

W  —   C  '^"^  =  ^       —  log  ^i^+^2.v-^. 

""  J    ("i^  +  "2  Vi   —  X^  +  U3)  Vi  —  X'  Vuy^  +  «2«  —  «3«         ^    "1^:  + «2.^  +  2/3  ' 

WO    die    d   aus    zwei    der  folgenden   Gleichungen   zu   bestimmen   sind 
(17)    QC^  =  —  U-^C.^  —  U.^C,  ,      QC,  =  1/3«-,  +  «,r.j ,      QC.^  =  w,  c.^  —  U-^Ci  . 


Setzt    man    noch    j/j  =  u.^  =  0,    u.^  =  \ ,    so    wird    Q  =  V  —  1  =  / 
.und  nach  (^17):  ^3  =  0,  c,  =  ?  c,  =■  i,  wenn  r.>  =  1,  also: 

dx  1 


In 


log  {x  i  -{-  y)  =^  arc  sin  x . 


*)  Vgl.  über  die  Bestimmung  der  c^    p.  107  und  116. 
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Setzt    man    ferner    u^  =  ^t.^  =  0,    11.2=^,    so    wird    ^  =  1  ,    r.,  ==«  0, 
r,  =  —  r.,,  also  r,  =  1,  wenn  c^  =  —  1 ,  und  folglich: 

Nehmen  wir  endlich  noch  ?/,  ==  1,  u,  =  u.^  =  0,    also  ^  =  1,  <:■,  =  0, 
^2  =  ^.i  ==  —  1 1  so  ergibt  sich : 


J' 


Vi 


dx  1        \—y\-\-x^ 

z    =    log ' 


Dies  Beispiel  wird  genügen,  um  den  Gebrauch  der  homogenen 
Form  eines  algebraischen  Integrals  zu  erklären,  und  die  Vorzüge 
derselben  bei  gewissen  allgemeineren  Fragestellungen  zu  erläutern.  — 

Schon  au  diesem  Beispiele  trat  der  invariante  Charakter  des 
Differentials  dJV  hervor.  In  der  That  kann  man  jedes  Differential 
d  V  der  Form  (2)  -als  simultane  Functionalinvariante  der  Grundcurve 
/'=  0  und  der  auf  /"  =  0  gelegenen  Null-  und  Unendlichkeitspunkte 
der  Function  Y  betrachten.  Zunächst  nämlich  ist  klar,  dass  der 
Differentialausdruck,  als  homogene  Function  nullter  Ordnung  der  Xi, 
sich  nicht  ändert,  wenn  man  die  Xi  gleichzeitig  um  denselben  Factor 
ändert,  und  dass  derselbe,  ebenso  wie  für  ?«  =  2  in  obigem  Beispiele, 
wegen  der  Gleichungen  (7)  völlig  unabhängig  von  dem  Punkte  c  ist  und 
nur  durch  die  Function  Y  bestimmt  wird.  Für  eine  beliebig  lineare 
Transformation  aber  gilt  der  Satz,  dass  das  Differential  dV  sich  he 
einer  solchen  nur  um  den  Factor  der  Substitutionsdeterminante  ändert.  *) 
Setzen  wir  nämlich: 

■^r;  =  anyi  +  «,2«/2  +  ^'isj/s , 

so   wird,   wenn   A,   die  Coordiuaten  des  dem  Punkte  c  entsprechenden 
Punktes  sind  (vgl.  p.  265): 

r  .  (cxdx)  =  {ktjdy) , 


und  wenn  wir 

* 

setzen,  so  kommt: 


^{cxdx)         <X>{kydy) 


rd  V  =  r 


2c -r.         zk,F. 


*)  Analoges  gilt  für  jedes  binäre  Differential  der  Form: 

Ein  solches  ist  simultane  Co  Variante  der  Formen  aj"'\  aj'~'~.  Für  7«  =  2  sind 
dies  die  hjperelliptischen  Differentiale ;  für  m  =  l ,  h  =  2  hat  mau  das  elliptische 
Differential,  das  als  reine  Co  Variante  der  Grundform  aufzufassen  ist. 

49* 


(cxdx)  = 
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Dies  kann  man  z.  B.  benutzen,  um  das  Integral  T  in  die  Form  (1) 
überzuführen.     Zu  dem  Zwecke  setzen  wir: 

Xi  =  (lit  -\-  hiX  -\-  Ciy  , 
wo  X,  y,  t  die  neuen  Coordinaten  bedeuten;  es  wird  dann 

f  G^-i ,  '-*••> ;  -^'3)  =  P{Ux,y),     Y  (.r, ,  x^,  x^  =  '^{t,  X,  y) 

-^•l'  —  l\   ^y    -r  li  -^  -r  /3  0y   —  ndv~   ndy' 

endlich : 

I  r,     «j t  -\-  l\ X  -\-  c^y     rtj dt  -\-  Z/,  dx  -\-  c, dy 
c^     a.J  -\-  h^x  -{-  c.,y     a^dt  -\-  h^dx  -\-  c^dy 
c-i     a-ii  +  h^' +  c.^y     ft.^d( -\- b^dx -\- c.^dy 
=  [abc)  .  {tdx  —  xdt) ; 

und  also,  wenn  man  (cibc)  in  0  eingehen  lässt  und  t=\  setzt: 

,  „  <t>  dx 

dV  =  n  -^  , 

dy 
wo  mittelst  F  =  0  y  als  Function  von  x  definirt  ist.  — 

Vermöge  f  =  0  ist  das  Differential  dV  natürlich  immer  nur  von 
einer  Variabein  abhängig.  Um  letztere  explicite  einzuführen,  hat  man 
indess  im  Allgemeinen  höhere  Gleichungen  aufzulösen.  Nur  bei  den 
hyperelliptischen  Curven  sind  diese  vom  ziveiten  Grade,  wie  im  Fol- 
genden gezeigt  werden  soll. 

Zunächst  wollen  wir  für  den  Fall  ;,-  =  3,  wo  dann  Y  =  1  sein 
mag,  das  Differential  dV  m  die  früher  benutzte  Form  des  elliptischen 
Differentials  bringen  (p.  649),  wie  es  A ronhold*)  zuerst  gethan  hat. 
Wir  legen  den  Punkt  c  auf  die  Curve  /=  0  und  verstehen  unter  v^  =  0, 
y^  =  0  zwei  durch  c  gehende  Gerade.  Jeder  Strahl  des  Büschels 
(18)  3<?/.^  —  A  ?'.,.  =  0 

schneidet  dann  die  C^  noch  in  zwei  beweglichen  Punkten;  die  Coor- 
dinaten derselben  lassen  sich  also  mittelst  einer  Quadratwurzel  durch 
3t,  X  ausdrücken.  Es  ist  aber  nicht  nöthig  dieselben  wirklich  zu  be- 
rechnen ;  vielmehr  kann  man  hier  auch  auf  folgendem  Wege  zum  Ziele 
gelangen.  In  dem  Büschel  (18)  sind  bekanntlich  vier  Tangenten  der 
C3  enthalten,  deren  Berührungspunkte  nic[it  iu  c  liegen.  Die  Para- 
meterwerthe  k,  k  derselben  mögen  durch  die  biquadratische  Gleichung 
g)  (x,  A)  ==  0  gegeben  sein,  so  dass  (p  (vx-,  Wr)  =  0  das  Product  dieser 
vier  Tangenten  darstellt.  Die  Curve  (p  =  Q  triffst  die  C^  vierpunktig 
im  Punkte  c  und  je  zweipunktig  in  den  vier  Berührungspunkten;  in 
gleicher  Weise  aber  wird  die  Co  von  der  Curve  [«a^'^^^f]'  =  '^  getroffen. 
Man  hat  daher  bei  passender  Wahl  der  in  (p  eingehenden  Constanten : 


•)  Berliner  Monatsberichte,  25.  April  1861. 
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(19)  [aJa,\-'  =  (p(v.,.,u.)-\-  Ar. 

Ferner  wird,  da  QCi={uv')i  gesetzt  werden  kann,  und  da  6 1  =  u,^^ 
ax  =  ?'.,: 

(20)  Q  (cxdx)=  U:cVdx  —  v.^Ud.v  =  o'^  {^dx  —  xdX) 

(P  {V.v,   U.v)  =  <^^  (f  i^ ,   ^)  , 

und  daher*): 

,  _^ (cccdx) 1  IcIk  —  y.dX 

Den  hier  rechts  stehenden  Ausdruck  erhält  man  jedoch  unmittel- 
bar in  der  verlaugten,  von  den  Invarianten  S,  T  abhängenden  Form, 
wenn  man  den  Punkt  c  insbesondere  in  einen  Wendepunkt  der  63  legt, 
so  dass  gleichzeitig: 

fic)  ^  «,3  _  0  ^     A  (f)  =  u,-'  =  (). 

Das  Product  der  vier  von  c  aus  an  die  C3  zu  legenden  Tangenten  ist 
nun  gegeben  durch  die  Gleichung  (p.  501): 

(21)  3(Z)/-)2  — 4/'i)V==0, 

wenn:       •  Df=a.x'^(tc,     Z?Y=«r«6^. 

Unter  diesen  Tangenten  muss  auch  die  Wendetangente  von  c  ent- 
halten sein,  und  von  der  linken  Seite  der  Gleichung  (21)  muss  sich 
ein  E'actor  ^V  absondern  lassen.  Um  diese  Absonderung  auszuführen, 
hat  man  die  Sätze  zu  benutzen,  dass  die  Curve  f  =0  als  Hesse 'sehe 
Curve  von  drei  anderen  Curven  des  Büschels  xf —  AA  =  0  aufgefasst 
werden  kann,  die  durch  die  Gleichung  (p.  527  und  560): 

(22)  6'i  (X,  —X)^x^  -  ^  SxX'  +  I  TP  =  0 

bestimmt  werden,  und  dass  immer  die  Hesse'^che  Curve  von  den 
Wendetangenten  der  Grundcurve  berührt  wird.**)  Aus  der  letzteren 
Bemerkung  geht  hervor,  dass  die  drei  von  c  ausser  D"^ f  =  0  noch  an 
/"=  0  gehenden  Tangenten  eben  die  Wendetangenteu  der  drei  ver- 
möge (22)  zu  /"  =  0  gehörigen  Grundcurven  im  Punkte  c  sind.  Diese 
Tangenten  sind  also  durch  (22)  bestimmt,  wenn  gleichzeitig: 

xD'^f  -  XD'l^  =  0, 

wo  />'A  =  c:.r«c';  das  Product  ihrer  Gleichungen  ist  daher: 

(23)  6^1  (/)■-' A,--/>V')  =  (^' A)^*  —  i 5-.  i>^A.  {^W- ff  ^ \  T {D"- ff  =^^ . 


*)  Die  Berührungspunkte  der  vier  Tangenten  sin<J  also  die  Verzweigungs- 
punkte der  zu  dem  Integrale  gehörenden  ßie  mann 'sehen  Fläche. 

**)  Dies  folgt  unmittelbar  daraus,  dass  die  lineare  Polare  eines  Punktes  der 
Hesse 'sehen  Curve  in  Bezug  auf  die  Grundcurve  erstere  in  einem  Punkte  be- 
rührt (p.  501),  denn  die  Wendetangente  der  Grundcurve  ist  eben  die  lineare 
Polare  des  Wendepunktes;  vgl.  auch  die  Anmerkung  auf  p.  648. 
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Das  Product  des  links  steheuden  Ausdrucks  in  Z?-/"  niuss  nun  mit  dem 
in  (21)  links  stehenden  Ausdrucke  bis  auf  einen  noch  zu  bestimmen- 
den   constariten  Factor  M  übereinstimmen;   d.  h.   wir  haben   vermöge 

/-  =  ()*): 

(24)  jM  .  3  {Dff  =  Ißf .  G,  {D'A,  -  />V) , 

was  wieder  mit  Gleichung  (19)  übereinstimmt,  denn  der  Büschel  (18) 
ist  hier  durch  den  Büschel  xD-/' —  XD'^A  ersetzt.  Aus  dieser  Glei- 
chung ersieht  man,  dass  M  vom  8"''^  Grade  in  den  Coefficienten  von 
/■  und  von  der  6"^"  Ordnung  in  den  c,  sein  muss.  Da  aber  jede 
Covariante  sechster  Ordnung  von  /"  sich  durch  eine  solche  und  durch 
/',  A  ausdrücken  lässt  (p.  570),  so  können  wir  Avegen  r/c''  =  0,  ac^==0 
setzen  : 

wenn  (p  jene  eine  Covariante  ist  (p.  574): 

q)  (^x)  =  (aba)  {(ibß)  fi.vb.rOi.v^  ß.r^ 

und  wenn  C  einen  Zahlenfactor  bedeutet.  Die  Bestimmung  des 
letzteren  geschieht  am  einfachsten  mit  Hülfe  der  kanonischen  Form. 
Nehmen  wir  der  Einfachheit  wegen  für  /*  eine  Curve  mit  verschwinden- 
der Invariante  S  (was  für  die  vorliegende  Frage  sonst  irrelevant  ist), 
so  wird  (p.  568  und  570): 

/  =  o:,^  -f  a-,''  -f  x/ ,     A  =  6  .r, x^x^  , 

Bf  ^  a-,^c,  +  xrc^  -\-  x.^c-^ ,     D'^f  =  .r,  c,'  +  .^2^3-  +  x^c.^- , 

g)(c)  =  8(c.,^c,-^H-C3''c,''  +  ^^V);     ^'  =  <^.     r=-6, 

oder,  wenn  wir  für  c  den  Wendepunkt  mit  den  Coordinaten  0,   1,  —  1 

wählen : 

Df  =  x^'  —  x^' ,  i>V  =  .ro  +  0:3 ,  9)  (c)  =^  —  8  ,  i?^  A  =  —  2  x-, . 
Hieraus  ergibt  sich  durch  eine  einfache  Rechnung : 

3(/>/)2  =  4/.  D-^r—^Dy  {2(Dyj  -  (/>'^a)h  . 

Andererseits  wird  nach  (23)  für  unsern  Fall: 

G,  {D^A,  -  Z>Y)  =  (/>2A)3  -  2  (Z>VT- 

Wegen  M  ^=  cp  {c)  .  C  =  —  S  C  folgt  also  vermöge  /'  ^=  0  aus  (24) : 
C  =  —  ^,  und  es  wird: 

(25)  M=~-iq,{c). 


*)  Diese  Gleichung  besteht  übrigens  auch  noch,  wenn  c  ein  beliebiger  Punkt 
von  f  ist.  Dann  liegt  nämlich  der  Mittelpunkt  des  Büschels  yi  D^f  —  XD^A  =  0 
in  dem  Tangentialpunkte  von  c  und  die  von  dem  Mittelpunkte  ausgehenden 
Tangenten  sind  ß'^f=  0  und  ff,  (/>«/',  —  ^^A)  =  0;  vgl.  p.  647.  Es  ist  dann  nur 
M  in  anderer  Weise  zu  bestimmen. 
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Ist  also  c  ein  fFcndepuri/cl  von  f  =  0,  so  besieht  vermöge  f  (c)  =  0, 
A  (f )  =  0 ,  /■  ix)  =  0  die  Identität: 

(26)  -  f  9^  (^)  •  Wr-  =  ^V  .  6^1  (//^  A,  -  Dy) . 

Hiermit  wäre  der  Nenner  unseres  Diffei'entials  in  Function  von 
X  =  D'^A  und  A  =  /?V  berechnet.  Für  Berechnung  des  Zählers  be- 
achten wir,  dass 

(27)  Q  Ci  =  {aa)i  a^aä^ , 

weil  c  der  Schnittpunkt  von  ac-a^^O  und  ac'^«^=()  ist,  also  auch: 

Q  {Cxdx)  =  Kc^  ilc'  («r^/rf.c  ''.r«rf.r) 

(28)  =  D'A.d{D''r)~  Dy\d{D''-A) 

=  xdl  — Idx . 

Die  Bestimmung  des  Factors  (j  geschieht  nun  in  ganz  derselben  Weise, 
wie  die  des  entsprechenden  Factors  in  den  Gleichungen  (II).  Es  sei 
c   ein  beliebiger  Punkt  der  Linie  D'^A^  i/^  =  0;  dann  haben  wir: 

011,  ^^  Ociiac'  =  {cc)i . 
Ferner  folgt  aus  (27): 

Q  Vc  =  (a a  v)  aj^  üc"^  =  {avu)  üc' , 
also  für  Vi  =  aiCicttc-  =  bibcbc'. 

Qba'^b,'  =  (abii)  ctc'^bj»,.  =  ^  {ab  u)  {a^bc^  —  bcac)  Ucbc 
=  -  {abuy  ttcbc  =  -  {aba)  (abß)  acbcCCc'^ßc^. 
Andererseits  haben  wir  wegen  a/  =  0: 

O  Q  .  Vc  =  (3   (aVll)  ttc^  =  {ttcVc'  Vcüc^)  ttc^ 

-=  ~  Vc  .  ac-Oc-  =  —  Vc  ■  br^bc' . 
Und  durch  Combination  dieser  Relationen  folgt: 

(>'  =  —  i  {aba)  {abß)  Ucbc^c'^ßc-  =  ~  ^  (p  {c)  . 
Schliesslich  geht  also  die  Gleichung  (28)  über  in: 

—  -^  qp  (c)  .  {cxdx)  =  xdX  —  Arfx  ; 
und  so  gewinnen  wir  in  Folge  von  (26)  das  Resultat: 


oder  endlich  für  x  =  ^,  l  =  1 : 


dV=-.  ~  /|. 


rfjU, 


und  damit  haben  wir  wieder  die  frühere  Form  (p.  649). 
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Die  Herstellung  dieser  Norinalform  für  d  V  kann  noch  in  anderer, 
sehr  eleganter  Weise  nach  dem  Vorgange  von  Herrn ite  und 
Brioschi*)  bewerkstelligt  werden,  wenn  man  eine  höhere  Substitution 
benutzt.  Diese  Transformation  beruht  auf  der  zwischen  den  Formen 
Q,  i/;,  /',  A  bestehenden  Identität,  die  früher  von  uns  abgeleitet  wurde 
(vgl.  Gleichung  (42),  p.  640),  nämlich: 

242Q^  =  384t^  —  12T^5^,_^-f  2  r^,_/-. 

Für  /' ^  0  haben  wir  nun  insbesondere  (p.  561): 

und  somit  wird: 

(29)  242Q-'  =  384^^3  -  \2SipA'  -\-2  JA« . 

B'erner  ist  identisch : 

Q  itc  ^  {(( ci  il))  aj  a^r"^  tl^J"  .  Uc 

und  hieraus   folgt  für  Ui=  {xdx)i,    wenn    wir    aj'=={),   (iJ^ttd:c  =^  ^ 
voraussetzen : 

=  i  ffJcfc  (i  Adtjj  ~  i'dA) . 

Multipliciren    wir  also   d  V  in   Zähler  und   Nenner    mit   Q,    so    wird 
•wegen  (29): 

.  jr {ex  dx)  ,  Hskdjp  —  2  ip  rfA 


=  // 


y\Q'^i}^  —  \  SA*  tl)  +  tV.  7'A« 

Hierin   endlich   braucht    man    nur  noch  4  j/'  =  x ,   A-  =  A   zu   setzen, 
um  das  Resultat  zu  erhalten: 


dV=j/^ 


Jrfn  —  Kdl 


yk{K^  —  :^S%X^-{-^TP) 

Diese  Darstellung  ist  jedoch  von  der  A  ronhold 'sehen  dadurch  unter- 
schieden, dass  jetzt  allen  achtzehn  Schnittpunkten  der  Curve  sechster 
Ordnung  xA'  —  4  0 A  =  0  mit  /'  =  0  derselbe  Parameterwerth  x  :  X 
entspricht,  während  früher  nur  je  zwei  beweglichen  Schnittpunkten 
des  Strahlbüschels  xD'^f  —  XD''A  =  0  der  gleiche  Parameterwerth 
zukam. 

Ganz  in  derselben  Weise  lassen  sich  die  zu  den  hyperelliptischen 
Curven  gehörigen  Integrale  mittelst  einer  Quadratwurzel  als  Function 
eines  Parameters  darstellen,  wenn  man  die  Curve  zuvor  auf  die 
Normalform  transformirt  hat;  d.  h.  auf  die  Form  (p.  719  f.): 


')  Vgl.  Crelle's  Journal,  Bd.  63,  p.  30. 
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F  {X,  {/)  1^  fftp  {x)   -  tp  ix)  =  0  . 
In  der  That  wird  dann: 


und  also 

(30) 


l^='^U<P  ('^)  =  ^^7>(^)  •  t  (^'), 


V  (a-,  !/)  .  dx 


"vKccJ     (p)  .  di 


Im  Nenner  iritl  hier  also  die  Quadrativurzel  aus  einem  Ausdrucke 
(2/)  -j-  2)*®"  Grades  in  x  auf.  Durch  das  Verschwinden  des  letzteren 
sind  die  vom  /;- fachen  Punkte  an  die  6^  +  2  zu  ziehenden  Tangenten 
dargestellt.  Letztere  Bemerkung  gilt  auch,  wenn  man  die  6'^ +  2  in 
der  Form 

F  {x,  y)  =  t/rp,,  {x)  -\-2yrp^,^l  {x)  +  9?;,+  2  (^0  =  0 

gegeben  annimmt.  Die  Polare  des  unendlich  fernen  Punktes  der 
J'-Axe: 

nümlich  schneidet  die  6'^, +  2  in  den  2  p -\- 2  Berührungspunkten  der 
vom  ^j- fachen  Punkte  ausgehenden  Tangeuten,  deren  Gleichung  durch 
-^2p+2  (x)  =  0  gegeben  sei ,  und  hat  im  p  -  fachen  Punkte  von  F 
ebenfalls  einen  />- fachen  Punkt,  dessen  Zweige  die  der  Grundcurve 
berühren,  so  dass  in  ihm  p  (j)  -(-  1)  Schnittpunkte  liegen.  Die  Schnitt- 
punkte der  Curve  (^)  =0  mit  /' =  0  sind  daher  dieselben,  wie 
die  der  Curve  JC2P+2  G*^)  =  ^  ^i^  /'=  0;  d.  i.  man  kann  setzen: 

(31)  (||-y  =  6'.Jr2,+2G^0  +  •4./•, 

wo  C  eine  Constante  ist,  eine  Relation,  welche  der  Gleichung  (19) 
analog  und  in  gleicher  Weise  zu  verwerthen  ist.  — 

Wir  kehren  zurück  zur  näheren  Betrachtung  unseres  allgemeinen 
DiflFerentials 

dV  = z — , 

/i — 1     ' 

in  dem  Y  eine  beliebige  algebraische  Function  der  Ordnung  n  —  o 
in  den  Xi  bedeutet.  Durch  nähere  Festsetzung  über  die  Natur  dieser 
Function  wollen  wir  zunächst  gewisse  Normalformen  für  die  später 
allein  zu  betrachtenden  Differentialausdrücke  herstellen.  Dabei  werden 
wir  je  nach  dem  Verhalten   der   Function   Y  in   einfachen  oder  viel- 
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fachen  Punkteu  von  /"==0  verschiedene  Fälle  nach  einander  zu  be- 
handeln haben;  in  allen  diesen  Fällen  werden  wir  zeigen,  dass  es  vor 
Allem  nothwendig  ist,  solche  Differentiale  (und  deren  Integrale)  in's 
Auge  zu  fassen,  in  denen  Y  eine  ganze  Function  ist,  oder  bei  denen  im 
Nenner  von  W  nur  die  Potenz  einer  linearen  Function  der  a\  auftritt.» 
Weiterhin  soll  uns  dann  noch  das  Verhalten  der  gewonnenen  Haupt- 
formen in  den  Doppelpunkten  von  /=  0  beschäftigen. 
Es  sei  nun :  ' 

wo  der  Nenner  N  eine  ganze  Function  der  w'^"  Ordnung  bedeuten 
möge,  und  also  der  Zähler,  welcher  auch  eine  ganze  Function  sei, 
bis  zur  (m  -|-  ^*  —  3)""'  Ordnung  ansteigt.  Die  Curven  /  =  0,  N  =  0 
schneiden  sich  in  mn.  Punkten,  deren  Gesammtheit  durch  eine  Glei- 
chung 

u^'""  =  0 

dargestellt  werden  kann.*J  Die  Coordinaten  dieser  Schnittpunkte  be- 
zeichnen wir  bez.  mit 

.f(",  a;(2),  x-(-^),  .  .  .  x<-""'^ , 

wo  man  sich  für  x^''>  immer  o:/'',  x^^'\  a-.j*'*  geschrieben  denken  mag. 
Diese  Punkte  verbinden  wir  mit  einem  beliebigen  festen  Punkte  ^. 
Die  Gesammtheit  der  ?nn  Verbindungslinien  ist  dann  durch  (xa:^)'""==0 
dargestellt;  und  wir  können  setzen: 

(32)  {xxiy-"=^  YJ  (x^'Kxl). 

Wenn  wir  ferner,  wie  es  zunächst  geschehen  soll,  voraussetzen,  dass 
die  Punkte  o;*''  sämmtlich  von  einander  verschieden  sind  (also  auch  nicht 
in  vielfachen  Punkten  von  f  liegen),  so  muss  sich  der  Ausdruck  (32) 
jedenfalls  in  der  Form 

(33)  {xxl)'""  =kr-\-^N 

darstellen  lassen ,  wo  B  =  0  eine  Curve  der  Ordnung  ?n  {n  —  1)  ist, 
welche  durch  alle  nicht  auf  jV  =  0  liegenden  Schnittpunkte  der  mn 
Strahlen  mit  f==0  geht.     In  Folge  dessen  wird  für  /=0: 


*)  In  Betreff  einer  allgemeinen  Methode  zur  Herstellung  dieser  Gleichung  in 
symbolischer  Form  vgl.  p.  281.  Nimmt  man  insbesondere  |i  =  1 ,  ^2  =  0,  ^3  =  0, 
so  wird  die  Gleichung  des  Strahlbüschels  durch  Elimination  von  .rj  aus  f==0  und 
y  =  ü  erhalten.  Vgl.  Cl.  u.  G.  A.  F.  p  .5  if.  —  Alsdann  hängt  ixx'g)'""  unmittel- 
bar nur  von  der  ein«n  binären  Veränderlichen  0-2 :  x^  ab;  vgl.  die  Fortsetzung 
des  Textes. 
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(Z.rii)""" 

WO  nun  wegen  (32)  im  Nenner  ein  Product  von  lauter  linearen  Func- 
tionen steht.  Die  durch  Nullsetzen  der  letzteren  da)-geötellten  Linien 
gehen  aber  alle  durch  denselben  Punkt  ^,  so  dass  der  Nenner  in 
Wahrheit  nur  von  einer  binären  Veränderlichen  abhängt,  d.  h.  von 
dem  Parameter  des  durch  ^  gehenden  Strahlbüschels.  Man  kann 
daher  die  Function  V  nach  den  Gesetzen  der  binären  Partialbruch- 
zerk-rruncr  als  Summe  von  einzelnen  Gliedern  darstellen,  deren  jedes 
nur  eine  lineare  Function  im  Nenner  hat;  womit  die  oben  behauptete 
Zurückführung  des  Differentials  d  T  auf  solche  Normaldifferentiale 
geleistet  wäre. 

Dasselbe  Resultat  kann  man  aber  auch  leicht  erreichen,  ohne  die 
binäre  Veränderliche  des  Strahlbüschels  explicite  einzuführen;  und 
wir  gehen  darauf  hier  um  so  mehr  ein,  als  wir  später  auf  analogem 
Wege  auch  complicirtere  Reihenentwicklungen  erledigen  werden,  die 
sich  sonst  durch  wiederholte  Partialbruchzerlegungen  ergeben  würden. 
Gleichzeitig  werden  wir  in  der  Normirung  der  Differentiale  noch  einen 
Schritt  weiter  gehen,  indem  wir  den  Zähler  so  einrichten,  dass  nur 
zwei  von  den  Verschwindungspunkten  der  linearen  Function  des  Nenners 
zu  Unendlichkeitspunkten  des  Integrals  Veranlassung  geben. 

Zu  dem  Zwecke  ist  es  nützlich,  den  Punkt  ^  inil  einem  der  Punkte 
a-'''  —  sagen  ivir  a:<'"">  —  zusammenfallen  zu  lassen,  wie  es  im  Folgen- 
den geschehen  soll.  Ist  dann  die  Gleichung  der  übrigen  mn —  1 
Punkte  .f''*  durch  i(,fj""'~^  =0  gegeben,  so -können  wir  setzen: 

(Xx^)""'  =  {xl^x^)'""  -  ^  .  af-^a^e , 
und  au  Stelle  von  (32)  und  (33)  treten  die  Gleichungen: 

i  =:  m  n  —  1 

(34)      (tl^x^r"-'=  YJ  O^"""^^*^^)'     (^^-kI)"--!  =  Af+  BN  , 

i—  1 

WO  nun  ß  ^=  0  eine  Curve  der  Ordnung  mn  —  m  —  1  ist,  welche 
durch  alle  nicht  auf  N  =  0  gelegenen  Schnittpunkte  von  /"  =  0  mit 
den  mn  —  1  von  |  ausgehenden  Strahlen  geht,  und  von  deren  Schnitt- 
punkten mit  f  mn  —  2  in  \  selbst  liegen.     Es  wird  dann  auch: 

u/  =      ^B     ^        MB 

Zur  Vereinfachung  der  Bezeichnungsweise  setzen  wir  nun: 

mn  —  \  =  y.  ^     B  ==  Bj"-'"  ,     M  =  y>//''+«-^ . 

Wir  legen  sodann  eine  Curve  C  der  Ordnung  /et  +  w  —  3  :  6'.r''  +  "~^=ö 
durch  alle  n  (fi  -j-  n  —  3)  Schnittpunkte  von  M  =  0  und  B  =  0  mit 
f==0,  welche  ausserdem  noch  zu  den  Schnittpunkten  x^'^  von  N=0 
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mit  /■  =  0  in  besonderer  Beziehung  steht.  Jedenfalls  haben  wir 
zunächst : 

(35)  CJ"  +  " -  3  =  y^/.^'" + " -  3  BJ'  -'"  -\-  D  .f. 

Die  Curve  C  bestimmen  wir  nun  näher  in  folgender  Weise.  Die  Ver- 
bindungslinie eines  Schnittpunktes  x*''^  mit  dem  Punkte  ^  schneidet  die 
Grundcurve  in  w  —  2  weiteren  Punkten,  die  mit  x^''' '',  x^'^>'^\  .  .  .  x^'''  "~2* 
bezeichnet  seien;  durch  alle  diese  n  — 2  Punkte  soll  die  (ft  —  1)*®  Polare 
des  Punktes  x^''^  in  Bezug  auf  6' =  0  hindurchgehen*),  so  dass  wir 
die  Gleichungen  haben: 

(36)  ^\,.a)    ^.^(Z.-,  I)  =  "  7  ^_^.(/.)     ^Jk,  2)  =  ^-*  1    •   •   •   (^Jk)    ^J/:,  «  -  2)  =  0 

für  alle  Werthe  von  A-  =  1  bis  k  =  ^.  Dies  gibt  /it  («  —  2)  lineare 
Gleichungen  für  die  Coefficienten  von  C.  Von  letzteren  sind  wegen 
(35)  nur  noch  ^  ^  (^  —  3)  4"  1  willkürlich,  nämlich  die  Coefficienten 
des  Ausdrucks  D-^  und  da  die  Bedingung 

ift(f.-3)+l>^(«-2) 

für  m  >  1  immer  erfüllt  ist,  so  ist  es  in  der  That  möglich,  die  Curve 
C  den  Gleichungen  (35)  und  (36)  gemäss  zu  legen.  Auf  den  Fall 
m  =  1  kommen  wir  zum  Schlüsse  noch  zurück. 

Mit  Hülfe  der  Curve  C  bilden  wir  jetzt  den  folgenden  Ausdruck 

{fi  -\-  n  —3)'"  Ordnung: 

k  =  f, 

k= 1 

k— 1  1=1 

Hier  sind  t]i  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der  Ebene,  und 
der  Index  k  an  dem  zweiten  Productzeichen  soll  andeuten,  dass  das 
betreffende  in  6^^,^^  (a;<^'^7^|)  multiplicirte  (d.  i.  im  A""""  Gliede  der 
Summe  auftretende)  Product  aus  nur  ft  —  1  Factoren  zu  bilden  ist, 
indem  der  Factor  für  i=k  ausfallen  soll;  in  dem  ersten  Gliede  der 
Differenz  S  steht  dagegen  ein  Product  aus  ft  Factoren.  Biese  Function 
S  verschwindet  zunächst  für  etile  Schnittpunkte  von  B  und  /'.  In  der 
That  fällt  für  x  ==  .r^'"'-'*  das  erste  Glied  von  S  wegen  B  =  0  fort, 
und  in  der  Summe  verschwinden  alle  Glieder,  welche  den  Factor 
(x(')x^'>''^l)  enthalten,  da  ja  x^''^'^  eben  einen  Punkt  der  Verbindungs- 


*)  Da  diese  Polare  von  der  {n  —  2)ten  Ordnung  ist,  kann  man  diese  Bedin- 
gung noch  gerade  erfüllen;  mehr  als  ?«  —  2  Punkte  der  Geraden  würde  die  Po- 
lare nicht  enthalten  können,  ohne  in  die  Gerade  selbst  und  in  eine  Curve  6',^  _  3 
zu  zerfallen. 
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linie  von  x'-'"'  mit  |  bezeichnet.  Es  bleibt  so  nur  das  dem  Index 
k  =  r  entsprechende  Glied  der  Summe;  dieses  füllt  aber  wegen  (36) 
ebenfalls  fort.  Ferner  verschwindet  S  für  alle  }i  Schnittpunkte  von  N 
mit  f.  Für  x  =  vr<''  nämlich  fallen  wieder  alle  Glieder  der  in  S  auf- 
tretenden Summe,  welche  einen  Factor  (x*'"' a:^' ) |)  enthalten  würden, 
fort;  und  es  bleibt  nur  das  dem  Iudex  ä.  =  r  entsprechende  Glied: 

1  =  1 

Nun  folgt  aber  aus  (35): 

jU  4-  «  —  3  VI  4-  «  —  3         jM—  m 

und  aus  der  ersten  Gleichung  (34)  durch  Polareubildung,  da  die 
übrigen  Terme  der  links  zunächst  auftretenden  Summe  für  x  ==  a;''"^ 
Null  werden: 

(a'('->»?l)  YYr ^^"^^x^'^l^  =  v'  •  ij^x^'ny-^  (.-^n^)  ■ 

i  =  l 

Jenes  aus  der  in  S  stehenden  Summe  übrig  bleibende  Glied  wird 
daher  gleich 

d.  h.  bis  auf  das  Vorzeichen  gleich  dem  ersten  Gliede  von  -S'  für 
a:  =  a;(''';  5  selbst  ist  also  Null,  q.  e.  d.  Die  Gleichung  S  ==  0  stellt 
sonach  eine  Curve  dar,  welche  durch  alle  einfachen  Schnittpunkte 
von  f=0  und  (i/^a;^)-"  =  0  hindurchgeht.  In  |  selbst  jedoch  ver- 
schwindet jedes  Glied  von  S  (nach  unserer  Bestimmung  von  B  =  0), 
und  folglich  S  selbst,  (^  —  l)-fach.  Da  aber  die  Curve  C  (für  ;«>  1) 
durch  die  Bedingungen  (36)  noch  nicht  vollständig  bestimmt  ist,  so 
können  wir  über  C  noch  so  verfügen,  dass  ein  ^l^""  Schnittpunkt  von 
S  =  0  mit  /'=  0  nach  i  fällt.     Deshalb  kann  man  setzen: 

(37)  s-~  P.f^  H  .(tl^x^y, 

wo  i?  =  Bj:"  ~  ^  eine  homogene  ganze  Function  (n  —  3)'^''  Ordnung  in 
den  Xi  bedeutet.  Dividiren  wir  endlich  auf  beiden  Seiten  von  (37) 
mit  dem  Producte 

so  erhalten  wir  wegen  (32)  und  (34)  unter  der  Bedingung  /  =  0  für 
Y  folgende  Partialbruchzerlegung: 


782  Sechste  Abtheilung. 

(38)  ^V^^^^'A 

/^-^/^  algebraisclie  Funcfion  (n  —  3)''''  Ordnung,  die  nur  für  einzelne 
getrennte  Punkte  von  f  unendlich  toird ,  können  wir  also  mit  Hülfe  von 
/  =  0  zerlegen  in  eine  ganze  Function  («  —  3)''''  Ordnung  und  in  eine 
Summe  von  Functionen,  deren  Nenner  linear  sind,  und  die  nur  in  je  zwei 
von  den  n  Verschtvindungspunkten  des  letzteren  unendlich  iverden,  indem 
für  die  übrigen  n  —  2  wegen  (36)  auch  der  Zähler  Nidl  ivird.*) 

Es    bleibt   uns  jetzt  noch    der   Fall    w  =  1   zu  erledigen,  wo  also 
im   Nenner    von    Y    eine    lineare    Function    u  '=  u-^-,    im  Zähler    eine 

M 
Function  M  von  der  (n  —  2)"""  Ordnung  steht,  so  dass  Y  =  —  •     Die 

Schnittpunkte  von  u-^  mit  /'  mögen  durch  rc*^*,  rt'<->,  .  .  .  a:*")  bezeichnet 
werden ,  und  es  seien  Q.,  =  0,  Q.^  =:^  0,  ...()„  =  ()  specielle  Curven 
{n  —  2)''''^  Ordnung,  welche  alle  Schnittpunkte  der  Geraden  mit  f=0 
enthalten,  ausgenommen  bez.  für  (/,  die  Punkte  a;^')  und  x^'^,  für  ()., 
die  Punkte  a-'^^  und  a;*^*,  .  .  .  für  Q„  die  Punkte  a-'^^)  und  x'^"\  Dann 
kann  man  in  der  Gleichung:**) 

71/  -  k,0,  -  k,Q,-  .  .  .  —  k„Q„  =  0 

die  n  —  1  Constanten  ki  so  bestimmen,  dass  die  hierdurch  dargestellte 
Curve  durch  n  —  1  Schnittpunkte  der  Geraden  mit/==  0  geht  und  also 
diese  Gerade  ganz  enthält.  Man  hat  nämlich,  wenn  man  durch  obere 
Indices  andeutet,  dass  die  Coordinaten  des  betreffenden  Schnittpunktes 
in  die  Functionen  M  und  Oj  eingesetzt  werden  sollen,  nur  die  Glei- 
chungen: 

7l^/(2)  —  A-,  a/-^)  =  0 ,     ;j/(3)  _  f.^  p.^(3)  =  0 ,  .  .  .  -#(")  —  k„  0,^"^  =  0 

zu  erfüllen,  damit  die  Punkte  a;^^^ ,  x^^^ ,  .  .  .  x^"'  auf  obiger  Curve 
liegen.  Bestimmt  man  hieraus  die  ki,  so  zerfällt  jene  Curve  in  eine 
Curve  (n  —  3)'"  Ordnung  B  =  0  und  in  die  Gerade  u^  =  0,  so  dass 
identisch : 


*)  Die  Möglichkeit  einer  solclien  Entwicklung  ergibt  sich  übrigens  unmittel- 
bar aus  den  Riemanu'schen  Anschauungen;  denn  eine  algebraische  Function 
ist  in  der  zu  /  ==  0  gehörenden  Riemanu'schen  Fläche  (bis  auf  hinzutretende 
Constante)  durch  ihre  Null-  und  Unendlichkeits  -  Punkte  völlig  definirt;  beide 
Punktsysteme  stimmen  aber  für  die  beiden  Seiten  von  (38)  überein.  Für  den 
Fall,  dass  mehrere  der  Schnittpunkte  von  f  und  N  auf  einer  durch  ^  gehenden 
Geraden  liegen,  treten  im  Texte  einige  Modificationen  ein,  die  aber  das  Resultat 
nicht  beeinflussen. 

**)  Vgl.  Cl.  u.  G.  A.  F.  p.   18. 
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M  =  A-.,  0,  +  /.-.,  ()3  +  .  .  .  +  k„  Q„  +  K,  .  R ; 
und  somit  wird: 

WO  wiedei-  jedes  Glied  der  Summe  nur  in  zwei  Punkten  unendlich 
wird.     Auch  für  m  =  \  bleibt  also  obiges  Resultat  güllig.  • 

Wir  erwähnen  noch  die  Modificationen,  welche  vorstehende  Ueber- 
leguugen  erleiden,  wenn  von  den  mii  Schnittpunkten  mehrere  zu- 
sammenfallen (nur  nicht  in  singulare  Punkte  von  f).  Es  mögen  von 
diesen  Punkten  a:<'^  nur  noch  v  getrennt  liegen,  und  jeder  von  ihnen 
bez.  r;-fach  zählen,  so  dass: 

^'j  +  '"2+  •  •  •  +  '■'■  =  ^'^''  • 
Den  Punkt   |  lassen   wir  wieder  mit  einem   dieser  Punkte,  etwa  a-<'*, 
zusammenfallen  und  setzen  zur  Abkürzung: 

A  =  m  n  —  i\ , 
wo    Vy   so    gewählt    sei,    dass   mn  —  2;v^0.*)     Die    Gleichung    der 
Verbindungslinien    von    |    mit    den    A     übrigen    Punkten    sei     durch 
{il}X^y  =  ()  gegeben,    so   dass  an   Stelle  der  zweiten   Gleichung   (34) 
die  folgende  tritt: 

{i^xl)^  =  Af-\-B/-"'N, 

wo  nun  A  —  /v  Schnittpunkte  von  B  =  0  mit  /*  =  0  in  t,  vereinigt 
liegen.  Ferner  bestimmen  wir  eine  Curve  C  =  0  von  der  Ordnung 
A  -|-  n  —  3  entsprechend  den  Gleichungen  (35)  und  (36),  so  dass  die 
A"^  Polare  von  x^''^  in  Bezug  auf  jeden  Punkt  a:'^' ''  je  r^-fach  ver- 
schwindet.**)    An  Stelle  von  S  tritt  dann  der  Ausdruck: 

(39)  S'=  M':^"  -  '  b\-  "'fj\i^xHf  -  '"'■  [H'vt)'' 

!  =  1 

k  —  %—1  ?=:v—  1 

Z,.        V'V 


A  (A  -  1)  (A    -  2)  .  .  .  (A  -  r^.  +  1) 

^^  =  z,-  W  = T72TB:T77r~ 

Aus  der  an  Stelle  der  ersten  Gleichung  (34)  tretenden  Gleichung: 


*)  Unter  den  v  Punkten  wird  im  Allgemeinen  ein  solcher  enthalten  sein, 
denn  man  kann  über  die  Zahlen  ?•  nicht  willkürlich  verfügen,  da  z.  B.  für  /«  ]>  «  —  :3 
^  (n  —  1)  (n  —  2)  durch  die  übrigen  bestimmt  sind. 

**)  Die  Bedingung  für  die  Möglichkeit  dieser  Bestimmung  ist  hier  (vgl.  p.  780) : 
A  (A  —  3)  +  2  ^  2  A  («  —  2)  . 
Für  r^=  l ,  («  >  1  ist  dieselbe    z.    B.   immer   erfüllt.    Für   Ausnahmefälle    muss 
man  wieder  besondere  Betrachtungen  anstellen ,  wie  im  vorigen  Falle. 
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/=i  —  1 

(40)  {tlJX^Y=  YJ  {x^'^x^)'-, 

i~  1 

folgt  nun  durch  Polarenbildung: 

?==t-  1 

und  in  Rücksicht  hierauf  und  auf  (35)  erkennt  mau,  dass  S'  in  jedem 
der  Punkte  a;^''  einfach  verschwindet,  nur  in  ^  selbst  von  der  Ordnung 
l  —  r».  (wegen  der  Eigenschaften  von  B)-^  durch  passende  Verfügung 
über  die  Constanten  von  C  wird  man  es  indess  erreichen  können, 
dass  noch  ein  (A — ^V  +  1)'^'  Schnittpunkt  von  S'  =  0  mit  f  =^  0 
nach  ^  fällt.  Ferner  versehwindet  .S''  y-^-fach  in  jedem  r/,.  fachen 
Schnittpunkte  :t'*^'  '*  von  B  mit  f.  Versteht  man  also  unter  /?  =  0 
eine  Curve  der  Ordnung  ^.  -{-  n  —  v  —  2,  welche  jeden  r^-fach  zählen- 
den Punkt  o;*''' '>  nur  (;*/.—  l)-fach,  die  Punkte  a-^^'  dagegen  nicht 
enthält,  und  welche  in  |  Null  von  der  Ordnung  A  —  ?\  —  v  -\-  2 
wird,  so  hat  man  analog  zu  Gleichung  (37): 

(41)  S'  =  Pf  -\-  B  YJ  {x^'^ ^' l)  • 

i  =  1 

Trägt  man  dies  in  (39)  ein,  dividirt  auf  beiden  Seiten  mit  (^a|)^  uud 
setzt  noch  zur  Abkürzung: 

i:=V —  1 

N  =  J7  {x(^^xl)' 


1 


(Ä) 


SO  wird  wegen  (34)  und  (40)  vermöge  f  =  0: 

(42)  >H^^+c.-^^v'^i-^:'f^"-!^'^'":.} 

Wegen  der  über  B  gemachten  Festsetzungen  wird  der  Quotient  B  :  N 
nur  in  den  Schnittpunkten  von  N  mit  /"  unendlich,  also  in  denselben 
Punkten  wie  Y,  in  jedem  von  ihnen  (auch  in  |  ^^  x^''^)  aber  von 
niedrigerer  Ordnung,  und  zwar  von  der  Ordnung  ?•/,■  —  1  in  x^'^'K  Die 
Function  T  ist  also  zurückgeführt  auf  eiue  Function,  die  in  denselben 
Punkten  von  je  um  eine  Einheit  geringerer  Ordnung  unendlich  wird 
und  also  in  gleicher  Weise  wie  Y  weiter  behandelt  werden  kann,  um 
auf  Functionen  der  Art  zu  führen ,  wie  sie  in  der  Summe  (42)  auf- 
treten, in  deren  Nenner  also  nur  Potenzen  linearer  Functionen  vor- 
kommen.    Für  letztere  ist  aber: 


.'•,  -1  .  .  =  3^ 


(^»?l)  ^ 


(2/^4) 
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Die  Glieder  der  Summe  (42)  entstehen  also  bis  auf  constante  Factoren 
aus  den  Gliedern  der  in  (38)  auftretenden  Summe  durch  wiederholte  An- 

Wendung  des  Polarisations  -  Processes  U  -k—  f};. 

Schliesslich  wollen  wir  noch  die  Annahme  hinzufügen ,  dass  die 
Curve  N  =  0  einen  ^/-fachen  Punkt  in  einem  Doppelpunkte  P  von  f 
habe.  In  letzterem  liegen  dann  im  Allgemeinen  2  q  Schnittpunkte 
beider  Curven;  die  Gleichung  (;f.r|)""' =  0  enthält  also  einen  2  q- 
fachen  Strahl.  Man  liat  daher,  wie  in  dem  zuletzt  besprochenen  Falle, 
zur  Aufstellung  der  Partialbruchzerlegung  eine  Function  S'  zu  be- 
nutzen, wie  sie  in  Gleichung  (39)  gebildet  wurde.  Die  Curve  S"  =  0 
geht  dann  einfach  durch  den  Doppelpunkt,  ebenso  wie  die  aus 
mn  —  2^+1  Strahlen  bestehende  Curve  TT  (.T<')a:|)  ■=  0.  In  Folge 
dessen  besteht  wieder  die  Gleichung  (41)  und  auch  die  aus  ihr  und 
(39)  hervorgehende  Gleichung  (42).  In  letzterer  erscheint  dann  als 
erstes  Glied  auf  der  rechten  Seite  eine  Function,  die  im  Doppelpunkte 
P  nur  (^  —  1 )  -  fach  verschwindet.  Das  Resultat  bleibt  also  dasselbe. 
In  ähnlicher  Weise  endlich  wird  man  auch  beim  Auftreten  vielfacher 
Punkte  verfahren  müssen,  so  dass  jede  algehraische  Function  V  vermöge 
f=0  in  eine  Summe  der  Form  (42)  entwickelt  werden  kann. 

Verwerthen  wir  diese  Betrachtungen  über  die  Function  Y  nun 
für  unser  Differential  dV,  so  zeigt  sich,  ^q.s%  jedes  Differential  der  von 
vns  betrachteten  Art  auf  Aggregate  von  Differentialen  der  folgenden 
Formen  zurückgeführt  werden  kann : 

~  liJ'-^  (cxdx) 

1 )  Differentiale  der  Form : • 

O  'I  —  2(^cxdx) 

2)  Differentiale  der  Form:    — -, — ,  wo  die  Curve  O''-^=0 

durch  n  —  2  der  n  Schnittpunkte  von  ii-,  =  0  mit  /  =  0  hin- 
durchgeht. 

3)  Differentiale,  welche  aus  den  letztgenannten  durch  den  (eventuell 

wiederholt   anzuwendenden)  Process  ^^—  abgeleitet  iverden.,  wo 

i/i  die  Coordinaten  eines  der  Schnittpunkte  von  ?/.^.  =  0  ftiit  /  =  0 
bedeuten.  —  Dieselben  kann  man  dann  weiter  als  Summen 
von  Differentialen  darstellen,  von  deren  Integralen  jedes  ent- 
weder in  zwei  Punkten  logarithmisch  oder  in  einem  Punket 
(im  Allgemeinen  von  höherer  Ordnung)  algebraisch  unendlich 
wird,  in  analoger  Weise  wie  dies  unten  für  den  Fall  geschieht^ 
wo  im  Nenner  das  (Juadrat  einer  linearen  Function  steht. 

Unsere  bisherigen  Betrachtungen  bezogen  sich  auf  solche  Unend- 
lichkeitspunkte der  in  F  unter  dem  Integralzeichen  stehenden  Function 

Clebs  ch,  Vorlesungen.  50 
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1. 


der  DiÖerentialquotienteu  ~-  U    welche    durch    die  Natur    der  • 

,/xJ 


dV 


Function  Y  bedingt  waren.    Die  Diöerentialquotienten  -7—  können  aber 

auch  unendlich  gross  werden,  wenn  der  im  Nenner  stehende  Ausdruck 
Df:nia,r"^^cic  verschwindet.  Letzterestritt  zunächst  ein,  wenn  x  ein 
Berührungspunkt  der  von  c  aus  an  die  Curve  zu  legenden  Tangente 
ist  (vgl.  p.  309).  Dann  liegt  der  Punkt  x  -j-  äx  mit  c  und  x  auf 
einer  Geraden,  und  also  wird  der  Ausdruck  {ex (Ix),  welcher  im  All- 
gemeinen von  der  ersten  Ordnung  unendlich  klein  ist,  unendlich  klein 
von  der  zweiten  Ordnung;  der  Quotient  {cxdx')  :  «a""  ^('c  bleibt  folglich 
unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung:  Für  einen  Berührungspunkt 
der  von  c  an  die  Curve  zu  legenden  Tangenten'*)  wird  daher  das  Inte- 
gral V  nicht  unendlich;  in  der  That  ist  ja  auch  der  Werth  desselben 
Von  dem  Punkte  c  völlig  unabhängig  (p.  771). 

Der  Ausdruck  Df  verschwindet  ferner  —  und  zwar  unabhängig 
von  den  Grössen  Ci  —  sobald  x  ein  vielfacher  Punkt  von  /  ist;  doch 
wollen  wir  hier  nur  das  Auftreten  von  Doppel-  und  Rückkehr- 
Punkten  der  Grundcurve  voraussetzen.  In  diesem  Falle  bleibt  die 
Determinante  {cxdx),  in  welcher  sich  die  dxi  aus  der  quadratischen 
Gleichung  « c" ~ - ^W' =  0  bestimmen,  unendlich  klein  von  der  ersten 
Ordnung,  und  die  Differentialquotienten  von  V  nach  den  xi  werden 
unendlich.  Um  die  Art  des  Unendlichwerdens  genauer  zu  bestimmen, 
gehen  wir,  indem  wir  d  V  in  der  unter  2)  genannten  Form  annehmen, 
von  der  Gleichung  aus: 
(43)  rt ,"  -Uic  .  tu-  '.dV=  Qj'  "^  .  {cxdx), 

Unter  h,  verstehen  wir  einen  Punkt  der  einen,  unter  7}  einen  Punkt 
der  andern  Tangente  des  Doppelpunktes  y.  Aus  (43)  erhalten  wir 
dann  für  einen  auf  dem  einen  Zweige  zu  y  benachbarten  Punkt  den 
Werth  von  dV,  wenn  wir  setzen  Xi  =  yi-{-e^i,  dxi=sd^i,  wo  £ 
eine  unendlich  kleine  Grösse  erster  Ordnung  bedeutet.  Nun  wird  in 
erster  Annäherung: 

{n  —  1)  u,,  .  a,/-''a^a,  .  d  V  =  ()/'  --^{cydl). 


*)  Legt  man  (bei  rechtwinkligen  Coordiuaten )  den  Punkt  c  in  den  unendlich 
fernen  Punkt  der  l'-Axe,  was  projectivisch  irrelevant,  so  sind  diese  Berührungs- 
punkte die  Verzweigungspunkte  der  Riemann'schen  Fläche.  In  einem  solchen 
wird  doc  auch  unendlich  klein  von  der  zweiten  Ordnung;   ist  also  für  ihn  x=  a, 

dx 

so  rauss  dl'  in  dem  Punkte   .r  =  r/   sich   verhalten  wie  ---^ ,  was  man  leicht 

yx  —  a 

direct  bestätigt;  vgl.  Cl.  u.  G.  A.  F.  p.  11,  R.  A.  F.  §.  7  u.  9.     In  der  That  ist  ja 

Yx  —  a  in  dem  Verzweiguugspunkte  eine  unendlich  kleine  Grösse  erster  Ordnung; 

und  also  bleibt  der  Quotient  dx  dividirt  durch  Yx  —  a  in  x  =  a  unendlich  klein 

von  der  ersten  Ordnung,  wie  es  sich  im  Texte  ergab. 
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Für  c  wählen  wir  nun  den  Punkt  >/;  dann  wird,  da  die  Tangente  der 
ersten  Polare  von  »;  im  Doppelpunkte  y  mit  der  Linie  (fjt/x)  =  0 
zusammenfallt,  wenn  C  eine  Constante  bedeutet: 

und  also: 

(44)  fl  r  =  -^^-^^-  .  ^~}'''[^}  =  6"  .  (I  [log  f  Hyl)]  , 

wo  C  eine  neue  Constante  ist.  J)as  Integral  V  wird  sonach  in  einem 
Doppelpunkte  tj  von  f  lognriihtnisch  unendlich,  und  zwar  wie  -f-  log  (»;?/^) 
in  der  dem  Punkte  |  entsjireclienden,  wie  —  log  (»///^)  in  der  dem  Punkte 
1]  entsprechenden  Fortschreitungsriehtung.  Eine  Ausnahme  tritt  ein, 
wenn  auch  die  Curve  Q  =  0  durch  y  geht,  indem  dann  das  Integral 
endlich  bleibt. 

Die  vorstehende  Betrachtung  gibt  kein  Resultat,  wenn  der  Doppel- 
punkt in  einen  Rückkehrpunkt  übergeht,  indem  dann  die  Punkte  // 
und  l  zusammenfallen.  Um  den  Werth  des  Integrals  in  der  Nähe  des 
Rückkehrpunktes  zu  ünden,  müssen  wir  daher  noch  Glieder  von 
zweiter  Ordnung  der  Kleinheit  berücksichtigen,  was  mittelst  Einfüh- 
rung neuer  Veränderlichen  r,  s,  t  für  die  Umgebung  des  Punktes  y 
in  folgender  Weise  passend  geschieht.     Wir  setzen : 

(45)  Xi  =  ryi-\-  Sil-]-  lt,i. 

Um  die  Gleichung  der  Curve  /  =  0  in  den  Veränderlichen  r,  s,  t  in 
möglichst  einfacher  Gestalt  zu  erhalten,  legen  wir  §  in  den  Wende- 
punkt der  {n  —  3)"""  Polare  von  y ,  d.  h.  der  Curve  dritter  Ordnung 
rt,/' -  3  «.,.3  =  0 ,  und  I  in  den  Schnittpunkt  der  Wendetangente  von  t, 
mit  der  Rückkehrtangente  von  y,  so  dass  die  Gleichungen  bestehen: 

a,/'  -  3 a;^'  =  0 ,     ay"-'- at'  =  0  ,     «/'  -^a^,  a,  =  0 , 
ßy"  -  ^ at^^ r/|  =  0 ,     ay"  -  3  flr i2 ^/^  =  0  . 

Für  einen  Punkt  in  der  Nähe  von  y  (d.  i.  für  unendlich  kleine 
Werthe  von  s  und  t)  wird  daher: 

f  {x)  =  a,."  =  .<  n  {n-\)  r" -  ^  { r l^ Uy"  -  2 ^/^-'  -j-  ±  (^  -  2)  s' Uy"  -^a^^\^J^.,,, 

und  somit  geht  die  Gleichung  f=0  über  in: 

(4G)  3  r  t'^ Oy"  -  =-'  at^^  +  («  _  2)  s'^  a,f  -  ^  a,^  =  0 .  *) 

Lassen  wir  ferner  c  mit  t,  zusammenfallen,  so  ergibt  sich: 

(47)  Df=a.,"-Ui^,  =  {n  -  1)  r"--^  .  V  "''V  •  ^ 

oder  wegen  (46): 

*)  Es  wird  in  der  Nähe  von  y  also  t~  mit  «^  vergleichbar,  was  mit  Früberem 
übereinstimmt,  vgl.  p.  329  und  5-21. 

50* 
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/)/•  =  (n  _  1)  r"  -  3  }/^  l/^^^  {ti  —  2)  V"^"^'  •  ^'/~^«?  • 
Für  den  Zähler  von  d  V  endlich  findet  man : 

(48)  itxdx)  =  (e?/|)  (rds  -  s<?r)  . 

Zur  Berechnung  von  d  J'  müssen  wir  noch  die  Function  —   nach 

«^ 

Potenzen  von  s  und  /  entwickeln.     Es  wird  in  Folge  der  Substitution 

(45)  in  erster  Annäherung: 

Q^»-2  _  j,„-2Q^n-2  _|_    (^^    _   2)  r"  "  3  (>/  "  3(s  ()^  _|_   /  (>^)   _j_   _   . 


1 1       •  1  «"I  +  tui; 


und  also: 


.  n  —  2  /^"  —  2 


und  somit  in  Rücksicht  auf  (47)  durch  Einsetzen  der  gefundenen 
Werthe,  wenn  man  ~  =:^  ^  setzt  und  die  Grösse  t  vermöge  (46)  durch 
ft  ausdrückt: 

(n-\\dV= [^l^n y-:^  (Oy     äi.        (n-2)Q^u^-0,u^    ^\ 

'     i/         Q       y         i 

y         l       y 
Durch  Integration   ergibt    sich   hieraus   endlich,   wenn    A^  B,  C  Con- 
stante  bedeuten,  deren  Werthe  aus  dem  für  d  V  gefundenen  Ausdrucke 
leicht  zu  entnehmen  sind*): 

oder  da  nach  (45):  ^  =  -  =  r^^. 


(49)  V  =  A  lA^^l^    I    B  i/^yj^^l    !    c  7/^^^i)  4- 

Dies  ist  der  Werth  von    T  in  der  Nähe  des  Rückkehrpunktes  y: 

Das  Integral  V  wird  nach  (49)  in  einem  Rückkehrpunkte  algebraisch 
unendlich  von  der  ersten  Ordnung.**) 


*)  Vgl.  Cl.  u.  G.  A.  F.  p.  13. 

**)  Nicht  von  der  Ordnung  \,  denn  der  Rückkehrpunkt  ist  ein  Verzweigungs- 
punkt  der  zugehörigen  Rie  mann 'sehen  Fläche,  und  in  einem  solchen  ist,  wenn 

in  ihm  x  ==  a ,  eine  unendhch  kleine  Grösse    erster  Ordnung;    vgl.    die 

Vx  —  a 
Anmerkung  auf  p.  786. 


Punktsysteme  auf  einer  Curve.     Abersclie  Integrale.  7§9 

In  ähnlicher  Weise  muss  man  nun  auch  ein  Integral  behandeln, 
welches  in  einem  vielfachen  Punkte  von  /  unendlich  wird.  Am  ein- 
fachsten geschieht  dies  indess,  wenn  man  sich  den  vielfachen  Punkt 
zuvor  in  bekannter  Weise  (p.  491  ff.)  durch  eindeutige  Transformation 
aufgelöst  denkt,  denn  bei  einer  solchen  Transformation  ändert  das 
Differential  seinen  Charakter  nicht,  was  man  in  analoger  Weise  be- 
weist, wie  dies  weiterhin  für  Differentiale  dritter  Gattung  geschieht. 
Das  Differential  erscheint  dann  als  Combination  der  oben  unter  2)  und 
3)  genannten  Differentiale  (p.  785). 


VII.    Die  Normalintegrale  erster,  zweiter  und  dritter  Gattung. 

Die  Integrale  der  auf  p.  785  unter  1)  und  2)  genannten  Diffe- 
rentiale sollen  jetzt  hinsichtlich  ihrer  Eigenschaften  genauer  unter- 
sucht werden. 

Zunächst  ist  klar,  dass  es  Integrale  geben  kann,  welche  für  keinen 
Punkt  der  Curve  unendlich  gross  werden,  deren  Differentiale  also  in 
allen  Punkten  der  Curve  unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung 
bleiben:    es  sind  dies  offenbar  die  Differentiale  der  Form: 

B  "  —  ^{cxdx) 


wenn  man  die  Curve  R  so  bestimmt,  dass  sie  in  allen  Punkten  von  / 
in  ebenso  hoher  Ordnung  Null  wird,  wie  der  Nenner,  ausgenommen 
die  Berührungspunkte  der  von  c  an  die  Curve  zu  legenden  eigent- 
lichen Tangenten,  für  welche  auch  die  Determinante  (cxdx)  Null 
wird  (p.  786).  Dazu  aber  ist  nur  nöthig,  dass  wir  für  B,,"-^=^.0 
eine  zu  /'  adjungirte  Curve  {n  —  B)*^"^  Ordnung  wählen,  wie  aus  der 
für  eine  solche  gegebenen  Definition  unmittelbar  hervorgeht  (p.  678): 
In  der  That  hat  sie  ja  in  jedem  singulären  Punkte  von  f  ebenso  viele 
Punkte  mit  /"  gemein ,  wie  die  Polare  a,^." "  ^a^,  wenn  man  von  der 
Zahl  der  letzteren  die  der  etwa  in  dem  vielfachen  Punkte  liegenden 
Verzweigungspunkte  fp.  494)  abzieht.  Für  die  letzteren  aber  wird 
wieder  die  Determinante  (cxdx)  unendlich  klein  von  der  zweiten 
Ordnung,  wenn  man  von  dem  vielfachen  Punkte  x  aus  auf  dem- 
jenigen Zweige  von  /  zu  einem  Punkte  x  -\-  dx  fortschreitet,  auf 
welchem  der  Verzweigungspunkt  an  x  herangerückt  ist;  und  so  bleibt 
unser  Differential  in  der  That  eine  unendlich  kleine  Grösse  erster 
Ordnung,  wie  man  auch  den  Punkt  x  -\-  dx  in  der  Nachbarschaft 
von  .r  wählen  mag.  Eine  adjungirte  Curve  (;?  —  3)te'-  Ordnung  soll 
nun,  nach  dem  Vorgange  von  Riemann,  immer  durch  (p  bezeichnet 
werden  und  das  überall  endliche  Integral  durch  /.  Das  Differential 
des  letzteren  nennen  wir  ein  Differential  erster  Gattung: 
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qp  .  (cccdx)  qp  .  {cxdx) 


(1)  dJ  = 


Aus  unseren  früheren  Bemerkungen  über  adjungirte  (Jurven  {n  —  S)**" 
Ordnung  (p.  677)  folgt  dann  unmittelbar  der  Satz: 

£'s  gibt  p  linear  von  einander  unabhängige  Differentiale  erster  Gat- 
tung;  oder  mit  anderen  Worten:  Jedes  zu  f  gehörige  Di/fereniial  erster 
Gattung  kann  als  lineare  Conbination  von  p  beliebigen  anderen  solchen 
Differentialen  dargestellt  iverden.  — 

Von  den  auf  p.  785  unter  1)  aufgeführten  Differentialen  werden 
uns  im  Folgenden  zunächst  nur  noch  die  soeben  definirten  Differentiale 
erster  Gattung  beschäftigen,  indem  alle  anderen  als  besondere  Fälle 
der  daselbst  unter  2)  und  3)  genannten  aufgefasst  werden  können, 
wie  sich  sogleich  noch  ergeben  wird.  Ebenso  wollen  wir  bei  den 
unter  2)  aufgeführten  Differentialen  zunächst  nur  solche  betrachten, 
welche  in  den  Doppelpunkten  von  /  nicht  endlich  werden,  d.  h.  wir 
ersetzen  die  Curve  Q  =  0  durch  eine  adjungirte  Curve  (n  —  2)'"  Ord- 
nung Q.r"""^  =  0.  Dies  ist  immer  möglich,  denn  die  Curve  Q  =  0 
ist  ausserdem  nur  der  Bedingung  unterworfen,  durch  n  —  2  Schnitt- 
punkte der  Geraden  u^  =  0  zu  gehen,  wenn  u^  die  im  Nenner  des 
Differentials  auftretende  lineare  Function  bedeutet.  Von  den  Schnitt- 
punkten der  Curve  Q  =  0  mit  /  =  0  bleiben  daher  immer  noch 

n  (n  —  2)  —  Zuii  {i  —  1)  —  {n  —  2)  —  p  ==  p 
loiltkürlich  wählbar.  Die  beiden  übrigen  Schnittpunkte  von  u_^  =  0 
mit  /"  =  0  mögen  durch  % ,  )j  bezeichnet  werden ;  dann  werden  die 
Differentialquotienten  des  Integrals  nach  den  xi  nur  in  \  und  ri 
unendlich.  Ein  solches  Differential,  welches  nur  in  zwei  getrennten 
Punkten  von  f  einen  endlichen  Werth  annimmt,  heisst  ein  Differential 
dritter  Gattung,  und  das  zugehörige  Integral,  ivelches  dann  nur  in 
diesen  beiden  Punkten  unendlich  ivird,  heisst  ein  Integral  dritter 
Gattung."*) 

Letzteres  soll  im  Folgenden  mit  S^^  bezeichnet  werden,  wenn  ^ 
und  t]  die  beiden  Unendlichkeitspunkte  desselben  sind.  Sein  Differen- 
tial ist  also  definirt  durch:    , 


(2)  dS^,,  =  -^ 


2  it -2 

{vxda-)  Q.  (cxdx) 


dt'  i-       \      "  —  1 


*)  Das  Differential  zweiter  Gattung  wird  sogleich  noch  definirt  werden.  — 
Vgl.  R.  A.  F.  §.  2;  Cl.  u.  G.  A.  F.  p.  20.  —  Es  ist  zu  beachten,  dass  die  Be- 
zeichnungsweise des  Textes  mit  der  von  Jacobi  und  Legend re  für  elliptische 
Integrale  eingeführten  nicht  übereinstimmt;  in  der  That  hat  Legendre's  ellip- 
tisches Normalintegräl  dritter  Gattung  «jer  Unendlichkeitspunkte.  Vgl.  Königs- 
berger's  Theorie  der  elliptischen  Functionen,  Th.  1,  p.  276. 
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wenn  man  das  Bestehen  der  folgenden  Gleichungen  voraussetzt: 

/•(§)- r/^"  =  o,  r{n)  =  a,"^i}, 

(3)  Q./ - ^ (riix) (e^x-)  =  {In^y  .  f  +  {%noo)  .  N . 

Die  letzte  Gleichung  folgt  unmittelbar  aus  den  Bedingungen ,  welche 
wir  der  Function  Q  auferlegten;  in  ihr  sind  |j  die  Ooordinaten  eines 
beliebigen  Punktes  (die  nur  dazu  eingeführt  sind,  um  die  Gleichung 
homogen  zu  schreiben,  ebenso  wie  der  Factor  {^rjt,'f  bei  /");  und  N 
ist  eine  ganze  Function  («  —  1)*"  Ordnung.  Diese  Gleichung  ist  für 
eine  spätere  Anwendung  besonders  wichtig. 

Die  Art,  wie  das  Differential  dS^^  in  den  Funkten  §  und  r] 
unendlich  wird,  ist  leicht  zu  bestimmen.  Wir  setzen  (wie  auf  p.  786) 
X  =  ^  -\-  £^,  wo  £  eine  unendlich  kleine  Grösse  und  ^  ein  Punkt 
der  Tangente  von  |  ist,  dann  wird  in  erster  Annäherung  für  Ci=  >j,: 

Aus  Gleichung  (3)  folgt  aber,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  derselben 
die  erste  Polare  von  tj  für  x  =  ^  bildet : 

(4)  Qf  -^  =  ~  n  a^" ~  ' a,^  ; 
und  somit  ergibt  sich  für  die  Nähe  des  Punktes  t,: 

Das  Integral  Si,,  verhält  sich  also  in  der  Nähe  des  Unendlichkeits- 
punktes 5  wie  -\-  log  {'^rix),  juithin  in  der  Nähe  des  Unendlichkeitspunktes 
t]  ivie  —  log  {i,rix).^) 

Es  ist  oben  bemerkt  worden,  dass  für  die  Curve  Q  noch  /;  Schnitt- 
punkte auf  /'  beliebig  angenommen  werden  können.  Das  Differential 
dS^^  ist  also  durch  die  Punkte  |  und  t]  noch  keineswegs  bestimmt; 
vielmehr  erhalten  wir  eine  andere  Curve  ß'  und  ein  anderes  Differen- 
tial dS'^rij  wenn  wir  diese  p  Punkte  sämmtlich  oder  theilweise  durch 
andere  ersetzen.  Für  die  Function  Q'  besteht  dann  (bei  passender 
Festsetzung  über  die  absoluten  Werthe  ihrer  Coefficienten)  ebenfalls 
die  Gleichung  (3)  und  folglich  auch  die  aus  ihr  abgeleitete  Gleichung 
(4),  d.  h.  es  ist: 

Q^''-2  =  —  naf-^a,, ,     Q,,"-^  =  —  na^"-^a^ 


*)  Dies  ändert  sich  nicht,  wenn  auch  ein  Unendlichkeitspunkt  in  eincu  Be- 
rührungspunkt der  von  c  an  f  zu  ziehenden  Tangenten  lallt.  Die  Lage  von  c 
ist  vollkommen  gleichgültig.  —  Es  können  lerner  die  Punkte  |,  i^  auch. in  einen 
Doppelpunkt  zusammenfallen ,  wie  weiterhin  noch  erörtert  werden  soll. 
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Hieraus  folgt,  dass  die  Differenz  Q.,"""^  —  QV  ^  verschwindet  für 
X  =  I  und  X  =  f}.  Die  Curve  Q  —  Q'  =  0  enthält  also  die  Gerade 
^rj  ganz,  und  man  kann  setzen: 

Q  —  Q'  =  (^^rix)  .(p, 

wo  <jp  =  0  eine  adjungirte  6'„_3  ist.  fFcnn  man  also  das  Differential 
drilter  Galtung  dS^n  auf  zivci  verschiedene  Weisen  für  dieselben  Unend- 
cndlichkeitspunkte  ^,  ri  bildet,  so  unterscheiden  sich  beide  Bildungen  bei 
passender  Verfügung  über  die  in  ihnen  auftretenden  Constanten  nur  um 
ein  Differential  erster  Gattung.   — - 

Lassen  wir  die  beiden  Unendlichkeitspunkte  des  Differentials 
dritter  Gattung  einander  auf  demselben  Curvenzweige  von  f  unendlich 
nahe  rücken,  so  entsteht  aus  dS^ri  ein  Differential  zweiter  Gat- 
tung. Die  Linie  \y\  wird  dann  zur  Tangente  von  /  in  dem  einen 
Punkte,  welcher  mit  t,  bezeichnet  sei;  und  man  kann  also  ein  (mit 
dE^  bezeichnetes)  Differential  zweiter  Gattung  definiren  durch  die  Glei- 
chung : 

ß         [cxdx) 

dE^  =   2     ;_! TT-r-  5 

n    .  elf.        a    .  a  a 

5  .r         .r  c 

nun  wieder  Q  zu  /'  adjungirt  ist  und  durch  die  «  —  2  übrigen 
Schnittpunkte  der  Tangente  von  f  in  ^  mit  /  hindurchgeht.  Für  Q 
besteht  daher,  wenn  r]  ein  beliebiger  Punkt  ist,  eine  Gleichung  der 
Form 

(5)  Q.^'^-'^ilrjxy  =  [afarjY  •  /"+  f'f  '«r  •  ^^.r""'  5 

wo  f  von  der  Curve  M  in  allen  Schnittpunkten  der  Linie  (Irjx)  =  0 
berührt  wird,  ausgenommen  den  Punkt  |  selbst. 

In  Betreff  der  Differentiale  zweiter  Gattung  sei  hier  ohne  Angabe 
des  Beweises  noch  bemerkt,  dass  ein  solches  auch  immer  bis  auf  ein 
additiv  hinzutretendes  Differeiitial  erster  Gattung  aus  einem  Differen- 
tiale dritter  Gattung  durch  einen  Differentiationsprocess  abgeleitet 
werden  kann;  es  ist  nämlich,  wenn  a^"  ~ ut^  ==  0'*): 
8dSt„  ddS^  ddSt„ 

Mit  Hülfe  dieser  Relation  kann  man  Sätze  über  Differentiale  dE^  aus 
solchen  über  Differentiale  dS^ri  ableiten.     Insbesondere  ergibt  sich  so, 

I  dE^  für  Xi  =  ii  unendlich  wird  wie    /  — —j\i  fü^'  x  =  %.     Das 

Integral  ztveiter  Gattwig  E^  ivird  also  im  Punkte  $  algebraisch  unendlich 
von  der  ersten  Ordnung;  was  man  unter  Anwendung  von  Gleichung 
(5)  auch  leicht  direct  bestätigt. 

*)  Vgl.  darüber  Cl.  u.  G.  A.  F.  p.  28. 


dass 
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Auf  die  unter  3)  auf  p,  785  genannten  Differentiale  wollen  wir 
hier  nicht  Aveiter  eingehen,  man  wird  ihre  Eigenschaften  aus  denen 
der  Integrale  erster,  zweiter  und  dritter  Gattung  durch  Benutzung  des 
früher  angegebenen  Differentiationsprocesses  ableiten  können.  Es  sei 
indess  hervorgehoben,  dass  ein  Differential,  in  dessen  Nenner  das 
Quadrat  einer  linearen  Function  vorkommt,  d.  i.  ein  Differential  der 
Form 


dV  = 


Q''-^(cxdx) 


sich  immer  direct  auf  Differentiale  zweiter  und  dritter  Gattung  zuriick- 
filhren  lässt.  Dieser  Fall  gewinnt  noch  dadurch  an  Interesse,  dass  das 
zu  einer  in  rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y  gegebenen  Curve 
F  {Xj  y)  =  0  gehörige  Flächenintegral  y^^/x  als  Specialfall  des  Inte- 
grals  V  erscheint.     In  der  That  für  x  =  x^^:  x^,  y  =  x^'  x^  wird  ja: 

ydx  =      /  '     ^^2*        '—  • 

Dasselbe  entsteht  also  aus    V,  wenn  man  setzt: 

.r,  =  X,     x^  =  y,     x.^  =  u^  =  l,  a,^"  ==  F(x,y),     Qj^--^  =  y  ^. 

Zum  Beweise  der  ausgesprochenen  Behauptung  bestimmen  wir  n 
Curven  (>,  =  0,  Q^  =  Q,  .  .  .  Q,,  =  0  so,  dass  Q^  ==  0.  die  Grundcurve 
/  in  allen  Schnittpunkten  a*''  von  «/.^  ==  0  berührt,  ausgenommen  den 
Punkt  a:<^'.  Alsdann  können  wir  n  Constante  X\  so  bestimmen,  dass 
die  Curve 

0  —  f^iOi  -A-2^2  — ...  -k„0„  =  0 

durch  alle  n  Punkte  a;^''  hindurchgeht,  denn  dafür  brauchen  nur  die 
Gleichungen  erfüllt  zu  sein: 

wo  die  oberen  Indices  analoge  Bedeutung  haben,  wie  in  den  entspre- 
chenden Gleichungen  auf  p.  782.     Es  wird  daher: 

(6)  0=2JkiOi+u^Q, 

wo   Q  =  0  eine   Curve   (n  —  2)*^'    Ordnung  ist,    und    zwar   eine   zu  /' 
adjungirte,   wenn   wir  annehmen  —    wie  es  Kürze   wegen    geschehen 
möge  —  die  Curven  Q  =  0  und  ()/<  =  0  seien   sämmtlich  zu  f  adjun- 
girt.     Wegen  (6)  wird  nun: 
/n\  //  17  =     Q  (P^  dx)      _    y^jT-^fc^Q.jcxdx)  ^(cxdx) 

{()  av —     2     „_i  ^2n-i        I        .«-1 

u      .  a  a  -^"^   u    a  a  u    .  n  a 

X  X  C  X      X  C  X  X  c 

Hier  ist  aber  jedes  Glied  der  rechts  auftretenden  Summe  ein  Differential 
zweiter  Gattung,  denn  wegen  der  Bestimmungen  über  Qi  =  0  kann 
man  setzen : 
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wo  Qi  =  0  eine  durch  alle  n  —  2  weiteren  Schnittpunkte  der  Tan- 
gente von  .»;*''  mit  /'  =  0  gehende  6'„  _  2  bedeutet.  Das  letzte  Glied  des 
in  (7)  rechts  stehenden  Ausdrucks  kann  in  eine  Summe  von  «  —  1 
Integralen  dritter  Gattung  zerlegt  werden.     Man  hat  also  schliesslich: 

r  =    E,r(l)   +    ^V2)  +   .   .   .   +   E.ri")  +  S^WJi)  -f  ^.,.(1)^^(3)  -{-...   -|-  6;^(1).,.(«). 

Pas  Integral  V  wird  sonach  in  jedem  der  Punkte  o;*')  unendlich,  wie  die 
Function  log  (x  —  ^)  -\ z  für  x  =  ^  unendlich  ivird.*)  — 

Von  besonderer  Wichtigkeit  für  die  späteren  Anwendungen  sind 
noch  die  folgenden  Bemerkungen  über  die  Differentiale  zweiter  und 
dritter  Gattung.  Die  in  dem  Differentiale  dS^,^  auftretenden  Punkte 
^,  rj  können  wir  insbesondere  in  einen  Doppelpunkt  von  /  zusammen- 
rücken lassen.  Durch  diesen  Doppelpunkt  aber  geht  Q  als  zu  /  ad- 
jungirte  CurvQ  hindurch  und  hat  folglich  dann  mit  der  Linie  ^rj 
n  —  1  Schnittpunkte  gemein;  d.  h.  Q  enthält  diese  Gerade  ganz. 
Daher  wird 

wenn  Ui  die  Coordinaten  der  im  Nenner  von  dS^ri  auftretenden  Ge- 
raden sind.     Das  Differential  selbst  also  nimmt  die  Form  an: 

(^)  ^hn  = irri , 

wo  nun  H  durch  alle  vielfachen  Punkte  von  /  geht,  ausgenommen 
den  auf  u^  liegenden  Doppelpunkt;  dasselbe  ist  übrigens  von  u^c  ganz 
unabhängig  geworden.  Dieses  Differential  liefert  dann  zugleich  das 
Schema  für  die  auf  p.  785  unter  1)  angeführten  nicht  überall  end- 
lichen Differentiale,  soweit  dieselben  in  Doppelpunkten  von  f  unend- 
lich werden;  denn  es  ist  leicht  zu  übersehen,  dass  jedes  Differential 
der  Form  1),  welches  in  mehreren  Doppelpunkten  unendlich  wird,  in 
eine  Summe  von  Differentialen  entwickelt  werden  kann,  deren  jedes 
nur  in  einem  Doppelpunkte  unendlich  ist.  Auch  solche  Differentiale 
rechnen  wir  zu  denen  dritter  Gattung;  auch  sie  nämlich  werden  in  zwei 
Punkten    logarithmisch    unendlich    (vgl.    p.   787),    insofern    man    den 


*)  Aus  der  für  dVin  (7)  gegebenen  Darstelhing  wird  man  alle  diejenigen 
Eigenschaften  des  Integrals  fydx  (insbesondere  die  Bestimmung  seiner  Perioden) 
entwickeln,  welche  von  M.  Marie  (ohne  vollständige  Benutzung  der  früheren 
Arbeiten  von  Riemaun,  Clebsch  und  Gordan)  angegeben  worden  sind; 
Comptes  rendus,  1874,  p.  692,  757,  865,  943.  —  Vgl.  auch  für  Curven  vom  Ge- 
schlechte ;;=  0,  1:  Herraite,  Cours  d'analysc  de  l'ecole  polytechnique,  li^re 
paitie,  Paris  1873. 
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Doppelpunkt  einmal  als  auf  dem  einen,  einmal  als  auf  dem  anderen 
durch  ihn  gehenden  Zweige  von  /'  gelegen  ansehen  kann.  Letzteres 
wird  recht  deutlich,  wenn  man  den  Doppelpunkt  durch  eindeutige 
Transformation  der  Grundcurve  in  zwei  getrennte  Punkte  auflö.st,  wie 
sogleich  noch  erörtert  wenden  soll. 

Man  erkennt,  dass  in  analoger  Weise  ein  nur  in  einem  fl>/e/,Ae/n- 
punkte  unendliches  Differential  als  ein  Di/ferenlial  zivciler  Gatlumj  zu 
betrachten  ist*);  denn  jede  durch  den  Rückkehrpunkt  gelegte  Gerade 
verbindet  in  diesem  zwei  unendlich  benachbarte  Punkte,  ungleich  einer 
durch  einen  Doppelpunkt  gehenden  Geraden,  welche  als  Verbindungs- 
linie zweier  verschiedenen  Punkte  der  Curve  zu  betrachten  ist. 

Die  letzten  Erörterungen  werden,  wie  schon  erwähnt,  von  be- 
sonderem Interesse,  wenn  man  die  Curve  f  einer  eindeutigen  Trans- 
formation unterwirft.  Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Untersuchung  des 
Einflusses,  welchen  eine  solche  eindeutige  Transformation  der  Grundcw^ve 
auf  ein  Differential  .erster,  zweiter  oder  dritter  Gattung  ausübt.  Die 
Transformation  von  f  (x)  =  0  in  eine  Curve  der  i-''"  Ordnung  F{t/)  =  0 
sei,  wie  auf  p.  661,  durch  Gleichungen  der  Form: 

|[iy,  =  <\>i  (x) ,    ng.i  =  <\>o  {x) ,    fty,  =  Oa  (^) 

gegeben ;  und  vermittelst  derselben  möge  wieder  fi"  F  (ij)  =  F  (ct>)  in 
M  .  f  übergehen.     Dann  ist  für  alle  Punkte  von  /'=  0: 

, ,   dl  _  dFi(i>)  ao,  ,  dF(<t>)  aoa  ,  dF((t>)  a03 
dx^~~  a<p,   dx^^  d^2  dx^~^  d<^3  dx^' 

und  also ,  da  nach  p.  bil  u'  ~  '  — ^-^  ==    „  '      : 
wenn  wir  setzen: 

^'  ^  ^"'  d~Xi  +  ^^  'd~v^  +  ^^  d^,  ' 

Ferner  wird  nach  dem  Multiplicationssatze  der  Determinanten: 

JU-'  i^kydy)  =  {k<^d<\>)  =  ^  {cxdx)  .  (ct^iO.^ct);,) , 

wo  (0|^2^3)  wieder  die  Functionaldeterminante,  und  s  die  Ordnung 
der  O,  bedeutet.  Die  hier  abgeleiteten  Relationen  reichen  nun  zur 
Umformung  unserer  Differentiale  aus.  Ein  solches  sei  für  die  Curve 
F  gegeben,  und  zwar  von  der  dritten  Gattung;  die  beiden  Unendlich- 
keitspunkte desselben  mögen  auf  der  Linie  v  liegen.  Man  findet  dann 
unmittelbar: 

*)  In  der  That  wird  dassellio  im  Rückkehrpunktc  ja  auch  algebraisch  unend- 
lich von  der  ersten  Ordnung,  vgl.  p.  788. 
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Hier  ist  der  Ausdruck  rechts  ganz  ähnlicher  Natur,  wie  der  Ausdruck 
links,  nur  dass  an  Stelle  der  Functionen  Q  und  Vy  bez.  die  Functionen 
Q  (0)  .  (0,0.^03)  und  ^Vi<X>i  .  M  getreten  sind,  und  dass  an  Stelle  der 
ganz  willkürlichen  Grössen  k  die  ebenso  willkürlichen  Grössen  c 
erscheinen. 

Es  ist  aber  Q   eine   zu   F  adjungirte  Curve   {n  —  2)*®'  Ordnung, 
und  also  nach  einem  früheren  Satze  (p.  676): 

(0,0,^3)  .  Q  (0)  =_  M   'a  [x)  +  C  .f, 

wo  CO  ix)  =  0  eine  Curve  der  Ordnung  s  -\-  n  —  ^  darstellt,  welche  f 
ausser  in  den  vielfachen  Punkten  und  den  gemeinsamen  Punkten  der 
0  nur  in  den  Punkten  trifft,  die  den  Schnittpunkten  von  Q.  mit  F 
entsprechen.  Insbesondere  also  geht  a  {x)  auch  durch  die  n  — -2 
Schnittpunkte  der  Curve  ^'^,0,  =  0  mit  /,  welche  den  n  —  2  auf  Q. 
liegenden  Punkten  von  Vy  =  0  entsprechen.  Die  rechte  Seite  der 
Gleichung 

ß  (.y)  .  {kydy)  oj  {x)  .  (cxdx) 


•V  «  Sy.  '      '  '  dx- 

stellt  daher  ein  Differential  dar,  welches  nur  in  den  zwei  Punkten 
endlich  wird,  in  welchen  dies  für  das  Differential  auf  der  linken 
Seite  eintritt,  also  wieder  ein  Differential  dritter  Gattung;  in  der  That 
verschwindet  nach  dem  Früheren  für  einen  gemeinsamen  r- fachen 
Punkt  der  0,  welcher  /-facher  Punkt  von  /"  ist  (/ >  1),  (o  {x)  immer 
(;•  -{-  i  —  l)-fach,  also  immer  ebenso  oft  wie  der  Nenner  der  rechten 
Seite.  Weiter  wird  man  das  rechts  stehende  Differential  auch  so  dar- 
stellen können,  dass  im  Nenner  nur  eine  lineare  Function  steht. 
Denn  sind  |,  ri  die  Unendlichkeitspunkte  unseres  Differentials,  und  ist 
Q.'  =  0  eine  zu  /  adjungirte  Curve,  welche  durch  die  übrigen  n  —  2 
Schnittpunkte  der  Geraden  (a:|»j)  =  0  mit  f  hindurchgeht,  so  besteht 
offenbar  vermöge  /'=0  eine  Gleichung  der  Form: 

CO  .  {irix)  =  Q'  .  ZVi<^i. 

Insbesondere  können  die  Punkte  |,  r]  eins  der  Punktepaare  von 
/bilden,  welche  sich  zu  einem  Doppelpunkte  von  F  vereinigen;  dann 
ist  Q  (y)  durch  v,,  theilbar,  und  auf  der  linken  Seite  obiger  Gleichung 
steht  ein  Differential  dritter  Gattung  der  zuletzt  erwähnten  Art.  Wir 
haben  also  folgenden  Satz: 

Bei  eindeutiger  Transformation  der  Curve  f  geht  ein  Differential 
dritter  Gattung  immer  ivieder  in  ein  Differential  dritter  Gattung  über; 
und  zicar  gilt  dies  unabhängig  davon,  ob  die  beiden  Unendlichkeitspunkte 
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desselben  auf  f  gelrennt  liegen  oder  in  einem  Doppelpunkte  von  f  ver- 
einigt; vielmehr  kann  ein  Differential  der  einen  Art  dabei  in  ein  Diffe- 
rential der  andern  Art  übergeführt  werden. 

Dasselbe  gilt  natürlich,  wenn  die  beiden  Unendlichkeitspunkte 
einander  benachbart  liegen,  oder  wenn  man  Q  =^  ?;,^  .  0  setzt,  wo 
0  ==  0  eine  zu  /'  adjungirte  C„— 3  ist.     Also*): 

Ein  Differential  erster  oder  zweiter  Gattung  geht  bei  eindeutiger 
Transformation  der  Grundcurve  immer  tvieder  in  ein  Differential  bez.  der 
ersten  oder  zweiten  Gattung  über. 

Unsere  bisherigen  Untersuchungen  waren  rein  algebraischer 
Natur,  sie  bezogen  sich  auf  Quotienten  algebraischer  Functionen. 
Indem  wir  zu  den  Integralen  unserer  Differentiale  übergehen,  müssen 
wir  aber  noch  andere  Untersuchungen  in  Betracht  ziehen,  insbesondere 
solche  über  die  Periodicitäts- Eigenschaften  der  algebraischen  Integrale; 
denn  gerade  auf  letzteren  beruhen  die  späteren  geometrischen  An- 
wendungen dieser  Theorien  (vgl.  das  Beispiel  der  elliptischen  Integrale 
auf  p.  607  ff.).  Es  ist  hier  indess  nicht  der  Ort,  eine  ausführliche 
Darstellung  der  betreffenden  Verhältnisse  zu  geben;  wir  beschränken 
uns  auf  .eine  kurze  Uebersicht  der  Resultate,  die  um  so  nützlicher 
sein  wird,  als  wir  so  Gelegenheit  finden,  unsere  späteren  Bezeichnungs- 
weisen  im  Zusammenhange  einzuführen  und  zu  definiren. 

Bei  Betrachtung  eines  algebraischen  Integrals  ist  vor  Allem  zu 
bemerken,  dass  der  Werth  eines  solchen  immer  von  dem  benutzten 
Integrationswege  abhängen  kann,  und  also  kein  völlig  bestimmter 
ist.  Die  hieraus  fliessenden  Fragen  erledigen  sich  am  einfachsten, 
wenn  man  sich  der  Riemann'schen  Vorstellungen  bedient,  d.  h.  die 
Gleichung  der  (jrundcurve  in  rechtwinkligen  Coordinaten  zu  Grunde 
legt  und  dann  die  eine  der  letzteren  als  Function  der  andern  über  die 
zugehörige  Rie  mann 'sehe  Fläche  ausbreitet;  eine  Vorstellungs  weise, 
die  übrigens  auch  für  die  rein  algebraische  Untersuchung  des  durch  f=0 
dargestellten  Werthgebietes  von  grossem  Nutzen  ist  (vgl.  p.  610  und 
p.  682).  Die  dadurch  gewonnenen  Resultate  sollen  im  Folgenden 
kurz  zusammengestellt  werden,  soweit  wir  dieselben  für  spätere 
Untersuchungen  benutzen  werden,  ohne  dass  jedoch  die  betreffenden 
Beweise  vollständig  erbracht  würden. 

Wir  betrachten  zunächst  die  Integrale  erster  Gattung.  Der  Werth 
eines  solchen  ist  bestimmt,  wenn  die  untere  und  obere  Grenze  nebst 
dem  Wege  gegeben  sind,  auf  welchem  das  Integral  von  der  ersten 
zur  zweiten  geführt  wird.  Zwei  Integrationswege,  welche  durch  das 
Endliche   oder   Unendliche   ohne  Ueberschreitung  eines  Verzweigungs- 


')  Für  Differentiale  erster  Gattung  vgl.  Cl.  u.  G.  A.  F.  p.  50. 


798  Sechste  Abthoilnng. 

punktes  der  Fläche  in  einander  übertülirbar  sind,  liefern  dann  immer 
dasselbe  Resultat  für  den  Werth  des  Integrals;  denn  letzteres  (als  von 
der  ersten  Gattung)  wird  in  keinem  Punkte  der  Fläche  unendlich. 
Wenn  die  beiden  Wege  aber  Verzweigungspunkte  eiuschliessen  und 
zwar  weder  alle  noch  keinen,  so  dass  eine  directe  Ueberführung  eines 
Integrationsweges  in  den  andern  nicht  möglich  ist,  so  hat  man  im 
Allgemeinen  zwei  verschiedene  Werthe  des  Integrals  vor  sich,  obgleich 
die  oberen  und  unteren  Grenzen  dieselben  sind.  Man  kann  dann 
statt  des  zweiten  Weges  den  ersten  setzen ,  vermehrt  um  eine  ge- 
schlossene Curve,  welche  den  zweiten  Integrationsweg  in  directer,  den 
ersten  in  entgegengesetzter  Richtung  enthält;  man  kann  daher  den 
zweiten  aus  dem  ersten  durch  Hinzufügen  eines  Weges  entstanden 
denken,  welcher  die  überschrittenen  Verzweiguugspunkte  umschliesst 
und  um  diese  beliebig  nahe  zusammengezogen  werden  kann,  welcher 
also  äquivalent  ist  mit  einem  geschlossenen  um  die  betreffenden  Ver- 
zweigungspunkte gelegten  Wege,  indem  der  Verbindungsweg  des 
letzteren  mit  jenem  ersten  Wege  zweimal  in  entgegengesetzter  Rich- 
tung durchlaufen  wird  und  also  keinen  Beitrag  für  das  Integral  liefert. 
Alle  Aenderuugen,  welche  das  Integral  durch  Aenderung  des  Inte- 
grationsweges erleidet,  sind  somit  darstellbar  durch  die  Werthe  des 
Integrals,  welche  dasselbe  beim  Herumführen  um  Verzweigungspunkte 
annimmt.  Es  wird  also  zunächst  darauf  ankommen,  die  Zahl  der  von 
einander  unabhängigen  (durch  Verzerrung  und  Combinatiou  nicht  aus 
einander  ableitbaren)  Wege  dieser  Art  zu  bestimmen,  welche  auf  der 
Fläche  möglich  sind. 

Zu  dem  Zwecke  ist  es  nützlich,  sich  über  die  Gestalt  der  Rie- 
m an n 'sehen  Fläche  bestimmtere  Vorstellungen  zu  bilden  und  Fest- 
setzungen zu  machen.  Zunächst  kann  man  nach  dem  Vorgange  von 
Lüroth  immer  eine  gewisse  Normalform  für  dieselbe  zu  Grunde 
legen,  d.  h.  gewisse  einfache  Annahmen  über  die  Gruppirung  der 
Verzweigungspunkte  und  der  durch  sie  verbundenen  Blätter  machen*); 
dabei  erkennt  man  insbesondere,  dass  sich  die  Untersuchung  der 
Periodicitätsmoduln  auf  das  einfachere  Schema  der  hyperelliptischen 
Integrale  zurückführen  lässt.  Der  dazu  leitende  Gedankengang  ist 
kurz  folgender.  —  Die  Zahl  der  Blätter  unserer  Fläche  möge  durch 
m,  die  ihrer  Verzweigungspunkte  durch  r  bezeichnet  sein**);  ferner 
verstehen  wir  unter  einer  Gruppe  von  Ver  zweig  ungspiinklen  die 
Gesammtheit    aller    solchen  Punkte,    welche    dieselben   beiden    Blätter 


*)  Vgl.  Lüroth,  Math.  Annalen,  Bd.  4,  p.  181  und  Clebsch,  ib.  Bd.  6,  p.  216. 

**)  Es  ist  dann  immer  2  p  ==  r  —  2  (?«  —  1).  Im  Allgenieiueu  wird  vi  gleich 
der  Ordnung  der  Grundcurve  sein;  dann  ist  r  gleich  der  Klasse  derselben,  ver- 
mehrt um  die  Zahl  der  Rückkehrpunkte  (vgl.  die  Anmk.  auf  p.  494J. 
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verbinden,  der  Art,  dass  diese  Blätter  durch  weitere  Verzweigungs- 
punkte nicht  mehr  verbunden  erscheinen.  In  einer  jeden  Gruppe  ist 
dann  nothwendig  eine  gerade  Anzahl  von  Verzweigungspunkten  ent- 
halten, wie  die  Anschauung  direct  ergibt.  Eine  nähere  Ueberlegung 
zeigt  nun,  dass  weder  in  der  Anordnung  der  Verzweigungspuukte, 
noch  in  der  Folge,  in  der  die  Blätter  verbunden  werden,  etwas 
Specifisches  liegt,  noch  endlich  in  der  Zahl  der  Punkte,  welche  bei 
gegebener  Anordnung  für  jede  Gruppe  benutzt  werden;  die  letztere 
darf  nur  nicht  Null  werden.  Insbesondere  kann  man  daher  eine  An- 
ordnung bevorzugen ,  bei  welcher  eine  Gruppe  aus  r  —  2  (w  —  2) 
Verzweigungspunkten  besteht,  alle  übrigen  nur  aus  je  zweien  derselben. 
Es  sind  dann  zwei  Blätter,  etwa  das  erste  und  zweite,  mit  einander 
durch  r  —  2  (?«  —  2)  Verzweigungspunkte  verbunden;  die  übrigen 
m  —  2  Blätter  hängen  aber  nicht  mehr  unter  einander  zusammen, 
sondern  jedes  derselben  ist  nur  durch  zwei  Verzweigungspunkte  mit 
dem  ersten  oder  mit  dem  zweiten  Blatte  verknüpft.  Damit  wäre  die 
vorhin  erwähnte  Normalform  der  Riemann'schen  Fläche  hergestellt. 
Eine  so  verzweigte  Fläche  lässt  sich  nun  in  derselben  Weise  durch 
ein  kanonisches  Querschnülsyslem  in  eine  einfach  zusammenhängende 
zerlegen,  wie  die  bei  den  hyperelliptischen  Integralen  benutzte  zwei- 
blättrige Fläche,  d.  i.  durch  ein  Querschnittsystem,  wie  es  Riemann 
seinen  Betrachtungen  zu  Grunde  legt.  *)  In  der  That  braucht  man  bei 
unserer  Anordnung  der  Verzweigungspunkte  nur  die  Verbindung  des 
ersten  und  zweiten  Blattes  zu  berücksichtigen ;  denn  ein  Blatt,  welches 
z.  B.  nur  mit  dem  ersten  durch  zwei  Verzweigungspunkte,  d.  i.  durch 
eine  Uebergangslinie  (Verzweigungsschnitt)  zusammenhängt,  kann  man 
immer  so  verzerren,  dass  es  zusammen  mit  dem  ersten  Blatte  nur  ein 
Blatt  bildet,  wie  dies  bei  einer  zweiblättrigen  Fläche,  deren  Blätter 
durch  nur  2  Verzweigungspunkte  verbunden  sind,  bekannt  ist.  Zwi- 
schen dem  ersten  und  zweiten  Blatte  haben  wir  r  —  2  (jn  —  2) 
=  2  p  -\-  2  Verzweigungspunkte ,  also  p  -}-  l  Verzweigungsschnitte ; 
um  sie  legt  man  dann  bekanntlich  jenes  kanonische  Schnittsystem  in 
folgender  Weise.  Zuerst  legt  mau ,  etwa  im  ersten  Blatte,  p  Schnitte 
b^,  h,^,...bp:  je  einen  um  eine  der  p  üebergangslinien ,  so  dass 
eine  Uebergangslinie  nicht  durch  einen  Schnitt  ö,  umkreist  ist.  Die 
Schnitte  b  verbindet  man  dann  unter  einander  in  irgend  welcher  Reihen- 
folge durch  die  Verbindungsschnitte  Cj,  c.^,  .  .  .  Cp-\',  endlich  legt 
man  p  weitere  Schnitte  </,,  a.^,  .  .  .  a,,  so,  dass  jeder  von  ihnen,  von 
jener  {p  -\-  1)*^"  Uebergangslinie  U  ausgehend,  theils  im  ersten,  theils 


*)  Vgl.  R.  A.  F.  §.  10  und  p.  405  ff.  in  dem  erwähnten  Werke  von  C.  Neu- 
maan.  Das  im  Texte  gegebene  Querschnittsj'stem  ist  von  dem  Riemann'achen 
übi'igeuä  noch  etwas  verschieden. 
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im  zweiten  Blatte  verläuft  und  zu  je  einer  der  p  anderen  Uebergangs- 

linien  hinführt ,  wie  es  in  Fig.  7 1  für  o  =  3 

Fig.  71.  ...  . 

^,_-_^^  dargestellt  ist  (die  im  zweiten  Blatte  verlau- 

fenden Schnitte  sind  durch  punktirte  Linien 
bezeichnet).  Das  so  gezogene  Curvensystem 
kann  man  sich  nun  aus  2p  Querschnitten 
zusammengesetzt  denken*);  und  dieselben 
bilden  in  ihrer  Gesammtheit  eine  in  sich 
zurücklaufende  Curve,  wenn  man  alle  Schnitte 
einmal  in  positiver,  einmal  in  negativer  Rich- 
tung durchläuft,  d.  h.  die  so  zerschnittene  Flä- 
che hat  eine  einzige  Randcurve.  Sie  ist  dann 
gleichzeitig  durch  die  2p  Schnitte  in  eine  einfach  zusammenhängende 
Fläche  zerlegt;  ihr  Zusammenhang  ist  also  gleich  2 p  -\-  1.**) 

Unter  Benutzung  dieses  kanonischen  Querschnittsystems  erledigt 
sich  nun  die  Frage  nach  den  Werthänderungen,  welche  ein  Integral 
erster  Gattung  durch  Abänderung  des  Integrationsweges  erleiden  kann, 
von  selbst.  Jeder  geschlossene  Weg  nämlich,  welcher  in  der  zer- 
schnittenen einfach  zusammenhängenden  Fläche  verläuft,  d.  h.  die 
Schnitte  «»,,  ^, ,  Cy  nicht  überschreitet,  kann  auf  einen  Punkt  zusammen- 
gezogen werden;  ein  überall  endliches  Integral  7,  geführt  über  einen 
solchen  Weg,  gibt  daher  jederzeit  Null,  und  zwei  verschiedene  Wege 
der  Art,  welche  dieselben  Punkte  verbinden,  führen  zu  demselben 
Integralwerthe.  Wir  haben  also  nur  noch  die  Aenderungen  zu  be- 
trachten, ivelcite  beim  ü eberschreiten  jener  Schnitte  eintreten  können. 
Alle  diese  Werthänderungen  aber  lassen  sich  aus  2  p  Grössen  linear 
und  ganzzahlig  zusammensetzen,  wie  man  in  folgender  Weise  erkennt. 
Wir  denken  uns  die  in  Betracht  kommenden  2  p  -\-  2  Verzweigungs- 
punkte (zwischen  dem  ersten  und  zweiten  Blatte)  numerirt,  und  zwar 
so,  dass  der  erste  mit  dem  zweiten,  der  dritte  mit  dem  vierten,  .  .  . 
der  (2p  -f-  1)*''  mit  dem  {2p  -(-  2)*^"  durch  einen  Verzweigungsschnitt 
verbunden  ist.  Wir  wählen  ferner  zwei  beliebige  Punkte  s^  und  s., 
Fig  .  72.  der  Fläche,   welche   bez.   im   ersten   und  zweiten  Blatte 

^^"Nä\  über  einander  liegen  und  bezeichnen  mit  a/,  den  Werth 

des  Integrals  /  geführt  auf  einem  Wege,  welcher  von 
s^  aus  im  obern  Blatte  verläuft,  sich  in  kleinem  Kreise 
um  den  7/""°  Verzweigungspunkt  windet  und  dann  im 
untern  Blatte  nach  s.,  zurückkehrt  (Fig.  72).     Das  lute- 

*)  Als  erster  Querschnitt  ist  die  Curve  i,  aufzufassen,  nachdem  man  zuvor 
die  (geschlossene)  Rie  mann 'sehe  Kugelfläche  durch  Herausheben  eiuea  Punktes 
in  eine  nicht  geschlossene  verwandelt  hat.  Die  übrigen  2  p  —  1  Querschnitte  sind : 
C|  und  ^2,  ('2  und  b^,  ...  ^„_i  und  0   ,  «, ,  «2)  ^s  ■  •  ■  ^p-  * 

**)  Vgl.  R.  A.  F.  §.  7  und  Neumann  a.  a.  0. 
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giiil  /  gibt  nun  offenbar  Null,  wenn  man  dasselbe  auf  einem  alle 
2  p  -\-  2  Verzweigungspunkte  umsehliessenden  Wege  herumführt,  denn 
ein  solcher  Weg  kann  (durch's  Unendliche  hindurch)  auf  einen  Punkt 
zusammengezogen  werden.  Andererseits  aber  kann  man  diesen  Weg 
zusammenziehen  auf  eine  Reihe  einzelner  Schleifen, 
die  von  den  Punkten  i", ,  s.,  aus  um  die  einzelnen  Ver- 
zweigungspunkte in  geschilderter  Weise  zu  legen  sind. 
Der  Beitrag,  welchen  zwei  um  die  Punkte  2  h  —  1 
und  2  h  gelegte  Schleifen  zu  dem  Werthe  von  /  geben, 
ist  dann  «2/(1  —  «2/i-  Denn  hier  wii'd  der  erste  Weg 
von  .?,  nach  5.^ ,  der  zweite  aber  von  s.^  nach  s^  zurück- 
gelegt; der  letztere  gibt  somit  den  negativen  Werth 
von  a.>h  (Fig.  73).  Führt  man  also  /  von  5,  aus  um 
sämmtliche  Schleifen  zu  *-,  zurück,  so  ergibt  dies  die  Gleichung: 

•(7)  ß,  —  a.,  -\-  a.^  —  a^  -{-...-{-  u<ip  j^i  —  o;a/>  +  2  "-=  0  . 

Die  Differenz  irgend  zweier  Integrale  «/,  und  «a  ist  aber  von  den 
Punkten  s, ,  s.,  völlig  unabhängig;  denn  den  Tntegrationsweg  des 
Integrals  «/,  —  a/,  können  wir  zusammenziehen  auf  eine  Schleife, 
welche  die  Verzweigungspunkte  h  und  k  beliebig  eng  umspannt,  und 
auf  einen  von  5,  zu  einem  Punkte  dieser  Schleife  und  dann  zu  s^ 
ebenso  zurücklaufenden  Weg;  der  Beitrag  des  letzteren  aber  hebt  sich 
auf,  und  somit  folgt,  dass  a^  —  c-u  eine  von  s^  und  s.,  unabhängige 
Comtante  ist.  Aus  allen  möglichen  solchen  Constanten  lassen  sich 
aber  alle  Werthänderungen  von  /  zusammensetzen  (vgl.  p.  798).  Diese 
Differenzen  «/,  —  au  ferner  kann  man  aus  2  p  -\-  \  solcher  Differenzen 
linear  zusammensetzen,  welche  man  erhält,  wenn  man  eines  der  Integrale 
«/„  etwa  «2;* +  2,  von  allen  anderen  abzieht,  d.  h.  aus  den  2 p-{-l  Grössen: 

^1   =  ^1   «2p +  2  ,         ß>  =  CC.2  —   «2p +  2,   .   •   •  ^2p  +  I   =  «2  p  +  1   —   «2p-f.2  • 

Zwischen  diesen  Grössen  erhält  man  noch  aus  Gleichung  (7)  die  Relation : 

(8)  ß,  -  ß,  +  /}^,  _  ^,  +  .  .  .  +  ß,^^,  =  0; 

es  drückt  sich  also  eine  linear  durch  die  übrigen  aus,  und  es  bleiben 
2  p  linear  unabhängige  Werthänderungen  von  7,  oder  —  wie  man 
sich  ausdrückt  —2p  „Penodicifäfsmodidn"  des  Integrals  J.  Wir  können 
sonach  folgenden  Satz  aussprechen: 

Ein  Integral  erster  Gattung  hat  im  Allgemeinen  2  p  Periodiciläts- 
moduln.  Nennen  ivir  I  den  Werth  des  Integrals,  genommen  auf  be- 
liebigem Integrationswege,  7'*>,  l^^^i ,  .  .  .  1^'^p^  seine  Periodicitätsmodidn, 
so  ist 

I  +  ;«•!»  /»"  +  w(^)/(''^)  4-  .  .  .  -f  7n^^p)I('ip) 

der   allgemeinste    Werth  ^    welchen    das    Integral  durch   Abänderung   des 
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Iiilegrationsweges   erhalten    kann,    tvo   m'^^K  m^^^ ,  .  .  .  m^^P^  positive  oder 
negative  ganze  Zahlen  sind. 

Dies  gilt  für  jedes  einzelne  der  {p  —  l)-faeh  unendlich  vielen 
Integrale  erster  Gattung.  Wir  Averden  von  diesen  aber  immer  nur  p 
beliebige  zu  betrachten  haben,  denn  aus  ihnen  lassen  sich  alle  anderen 
linear  zusammensetzen ,  vorausgesetzt  dass  man  für  die  gewählten  p 
Integrale  immer  denselben  Integrationsweg  zu  Grunde  legt;  und 
Letzteres  soll  ifn  Folgenden  immer  geschehen.  Sind  1^,1^,...  Ip  irgend 
p  solche  Integrale,  genommen  auf  beliebigem  (aber  alle  auf  demselben) 
Wege,  so  ist  das  allgemeinste  Werthsystem  dieser  Integrale  auf  irgend 
einem  anderen  Wege  dargestellt  durch  das  Schema: 

/,  +  ;/*(!)/, (1)  +  w(^)/i(^)  +  .  .  .  +  m<2/')/,(=i?) 


Tp  +  w^i)/^'«  +  ;w(2)  7^(2)  _|-  .  .  .  4-  m^^P^Ip^^p) . 

Die  Periodicitätsmoduln  bilden  ein  System  von  2  p"^  Constanten, 
bei  welchen  die  2  p  Grössen  derselben  Horizontalreihe  sich  auf  das- 
selbe Integral  und  von  einander  unabhängige  Umgänge  um  Ver- 
zweigungspunkte, die  p  Grössen  derselben  Verticalreihe  sich  auf 
denselben  Umgang  und  verschiedene  Integrale  beziehen.  Diese 
Periodicitätsmoduln  7^'^'  sind  aber  nicht  von  einander  unabhängig; 
zwischen  ihnen  bestehen  vielmehr  noch  algebraische  Relationen,  und 
zwar  insbesondere  zwischen  den  7^<^^  zweier  Horizontalreihen  be- 
stehen Gleichungen,  welche  linear  für  die  7^'^^  jeder  der  beiden 
Reihen  sind. 

Um  diese  Gleichungen  zu  entwickeln,  wählt  man  für  7/(<*)  am 
besten  die  2p  Werthe  des  Integrals  7^,  welche  dasselbe,  geführt  über 
einen  der  Schnitte  a,.  und  b^,  annimmt;  in  der  That  sind  dies  ja  auch 
Umgänge  um  je  zwei  Verzweigungspunkte,  und  zwar  der  Art,  dass 
sich  keiner  von  ihnen  aus  den  anderen  zusammensetzen  lässt.  Wir 
wollen  nun  den  Werth  des  Integrals  7^  geleitet  über  b^  mit  ß/t^''\  ge- 
leitet über  </,,  mit  ^z,*'*  bezeichnen.     Wir  setzen  also: 

7^(')  =  ^,(1)  ,       7;i(2)  _  ^^^(2,  ^    .    _  J^(p)    _  B^(p)  ^ 

J^ip  + 1)  ^  .4^(1) ,     7,'^+  2)  =  A/S'^ ,  ...  Ih'-'P^  =  A^ip) . 

Da  sich  die  Schnitte  b,.  und  a,.  durchkreuzen,  und  da  beide  Schnitte 
noch  in  beliebiger  Eutfernuno-  oder  Nähe  um  die  betreffenden  Ver- 
Zweigungspunkte  gelegt  werden  dürfen,  so  kann  man  oflFenbar  dies 
auch  so  aussprechen ,  dass  sich  das  Integral  7/,  beim  (Jeberschrciten  des 
Schnittes  a,.  um  die  Grösse  ^/,")  ändere,  beim  V eher  schreiten  des  Schnittes 
by  um  die  Grösse  A;,^''\  an  den  Schnitten  c,.  dagegen  constant  bleibt.  Das 
Integral   ist    also    bei   der    von    uns    über    die   Lage   der   Querschnitte 
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gemachten  Annahme  an  den  Schnitten  cty  und  hy  unstetig,  während  es 
jm  Uebrigen  auf  der  Fläche  allenthalben  endlich  und  stetig  verläuft. 

Um  nun  die  beregten  Relationen  zwischen  den  Periodicitätsmoduln 
aufzustellen,  führt  man  das  Integral  Jludlu  über  die  ganze  Begrenzung 
der  zerschnittenen,  einfach  zusammenhängenden  Fläche,  d.  i.  einmal 
in  positiver  und  einmal  in  negativer  Richtung  über  alle  Schnitte  </,, 
hy  und  r,,  was  den  Werth  Null  ergeben  muss;  und  so  findet  man  die 
Relationen*): 

(9)  ^  (A,y^  B,s^^  —  B,y)  ^A-C')  =  0 . 

r  =  l 

Diese  Relationen  bestehen  also  zwischen  den  Periodicitätsfnothdn  je 
zweier  Integrale  //,  und  h.  — 

Diese  Betrachtungen  führen  endlich  auf  eine  bestimmte  Normal- 
form der  Integrale  erster  Gattung.  Die  Integrale  /j ,  I.^,  .  .  .  Ip  hatten 
wir  ganz  beliebig  aus  den  (/;  —  l)-fach  unendlich  vielen  Integralen  1 
ausgewählt.  Statt  derselben  kann  man  nun  insbesondere  solche  lineare 
Combinationeu  der  7j,  T.^,  .  .  .  Jp  zu  Grunde  legen,  deren  Periodicitäts- 
moduln besonders  einfache  Werthe  haben;  und  zwar  zeigt  sich,  dass 
man  die  entsprechenden  Grössen  Bh^'^^  für  h  ^  k  alle  zu  Null  machen 
kann,  während  die  Grössen  ^//^'>  alle  gleich  demselben  beliebigen 
Werthe  genommen  werden  dürfen,  wofür  man  den  Werth  2  in 
wählt.**)  Dann  folgt  aber  aus  (9),  dass  A/,^''^  =  A/,^^^  wird.  Um  dies 
anzudeuten,  schreiben  wir  dafür  a/,k'^  also  ist: 

Die  so  gewählten  Integrale,  welche  gewissermassen  ein  (von  der 
Wahl  des  kanonischen  Querschnittsystems  abhängiges)  kanonisches 
Coordinatensystem  in  der  (p  —  l)-fach  unendlichen  Mannigfaltigkeit 
von  Integralen  7  bilden,  sollen  Normalintegrale  genannt  und  mit 
Ml,  Wj,  .  .  .  Up  bezeichnet  werden.  Ihre  Eigenschaften  sind  in  folgendem 
Satze  ausgesprochen: 


*)  Vgl.  R.  A.  F.  §.  20,  Cl.  u.  G.  A.  F.  p.  106.  Für  hyperelliptische  Integrale 
wurden  diese  Gleichungen  von  Weierstrass  (a.  a.  0.)  gefunden,  für  ;j  =  2  schon 
vorher  von  Rosenhain:  Memoire  sur  les  fonctious  de  deux  variables  a  quatre 
periodes,  qui  sont  les  inverses  des  integrales  ultra -elliptiques  de  la  premiere 
classe,  Memoires  presentees  par  divers  savants,  Paris  1851.  —  Ausserdem  bestehen 
noch  andere  Relationen,  die  jedoch  im  Allgemeinen  nicht  bekannt  sind ;  vgl. 
darüber  die  Einleitung  zu  R.  A.  F.  und  Fuchs:  Crelle's  Journal,  Bd.  71  und  73, 
Thoraae,  ib.  Bd.  66  und  71. 

**)  R.  A.  F.  §.  20,  Cl.  u.  G.  A.  F.  p.  108;  vgl.  dazu  Prym,  Crelle's  Journal, 
Bd.  71,  p.  231,  und  Schläfli,  ib.  Bd.  76,  wo  gezeigt  wird,  dass  die  Determi- 
nante der  für  die  Integrale  ./  entstehenden  lineai'en  Gleichungen  im  Allgemeinen 
nicht  verschwindet.  —  Es  sei  hervorgehoben,  dass  Riemaun  den  Werth  in 
statt  2  /  n  wählt. 

61* 
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Ein  Normaliniegral  erster  Galtung  Uk  ändert  sich  nicht  beim  Ueher- 
schreiten  eines  QuerscJinittes  a^,  nur  an  ah  um  2  in.  Die  erste  Hälfte 
der  Periodicilätsmoduln  der  u/,  ist  daher  gegeben  durch  das  Schema: 

u.)     2  in       0       0  ...     0 
u.,)       0       2  in     0.  .  .      0 


iiy)       0         0       0  .  .  .  2in. 

Die    zweite    Hälfte    der    Periodicilätsmoduln    bildet   ein    System    von 
symmetrischer  Determinante ,  indem  aik  ==  «/.,: 

"l)        ^^11         "\2        ^'l3    •••«!? 
Wo)       ^21         ^^Tl        ^'Vi    ■   •   *    '^äp 


Up)    api     ap2     üpz  .  ■  •  cipp't 

d.  h.  das  Integral  Uh  ändert  sich  um  ahv  beim  Ueberschreiten  von  bt. 
Und  die  allgemeinsten  Werlhe,  welche  die  Normalintegrale  u^,  u^,  ■  .  ■  u,, 
durch  Abänderung  des  Integrationsweges  annehmen  können,  sind: 

U\  =  w,  +  2  in  w,  -f-  fl^],^,  +  a^^q.,  -}-...  +  a^^q^ 

u^  =  «2  +  2  in  m,^  -f-  a.^^^q.,  -f-  ^z.,.,^,  +  •  •  •  +  ^-'ap^z» 

V  =  Up  +  2  in  m,,  +  ^/>i^i  +  ^'/'-"/j  +  •  •  •  +  ctppQp  , 

wo  die  ?n,  q  positive  oder  negative  ganze  Zahleti  bedeuten.  — 

In  ähnlicher  Weise  lassen  sich  nun  auch  die  Integrale  ziveiter 
und  dritter  Gattung  normireu.  Ein  Integral  dritter  Gattung  ,S|^  war 
nach  unserer  früheren  Definition  nur  bis  auf  additiv  hinzutretende 
Integrale  erster  Gattung  bestimmt  (p.  792).  Durch  Hinzufügen  eines 
geeigneten  Integrals  kann  man  zunächst  S^^  in  ein  anderes  Integral 
überführen,  dessen  Periodicitätsmoduln  an  den  Schnitten  ay  sämmtUch 
Null  sind.  Dies  Integral  nennen  wir  dajin  ein  Normalintegral  dritter 
Gattung;  es  soll  im  Folgenden  immer  durch  TT^,  bezeichnet  werden. 
Die  Werthänderungen  desselben  an  den  Schnitten  bv  erhält  man  durch 
Bestimmung  der  Werthe  der  Integrale  fjJitjduy,  iu  positiver  Rich- 
tung um  die  ganze  Begrenzung  der  zerschnitteneu  Fläche  geführt. 
Diese  Werthe  müssen  gleich  den  entsprechenden  Integralen  sein,  ge- 
führt über  beliebige  Curven  in  der  einfach  zusammenhängenden 
Fläche,  welche  die  Unendlichkeitspunkte  ^,  rj  einschliessen.  Das 
Integral  ergibt,   auf  diese  Weise  behandelt*),   den  Periodicitätsmodul 

von  TT-,;  am  Schnitte  b,,  gleich    fduy.     Die   zweite  Hälfte  der  Periodi- 

citätsmoduln   des  Integrals   dritter  Gattung   drückt  sich  also  durch  die 


*)  Vgl.  Gl.  u.  G.  A.  F.     Fünfter  Abschnitt. 
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zwischen  den  Unendlichkeitspunkten  genommenen  Integrale  erster 
Gattung  aus.  Endlich  ändert  sich  noch  TT^,,  beim  Umgange  um  ^ 
oder  t]  um  -f-  2  in  bez.  —  2  in,  denn  das  Integral  wird  in  ihnen 
logarithmisch  unendlich  (p.  791),  und  wir  können  die  absoluten 
AVerthe  der  in  17;,^  vorkommenden  Constanten  immer  so  bestimmt 
annehmen,  dass  die  logarithmische  Periode  gerade  gleich  2  in  wird. 
Der  allffemeinsfc  fVerth,  ivelchen  das  Integral  T\^^  durch  Abänderung  des 
Inetgrationswegcs  annehmen  kann,  ist  daher: 

^'ii  =  T\^r,-^2  inm  -f  r/,  /  du^  -\-  q^    1  du^  +  .  .  .  -|-  ^^  /  dup  , 

n  1  n 

ivo  m,  <7, ,  <72  •  •  •  ^li>  positive  oder  negative  ganze  Zahlen  sind.  —  Durch 
diese  Festsetzungen  über  die  Perioden  ist  das  Differential  dW^j^  durch  die 
Punkte  ^  und  rj  völlig  und  eindeutig  bestimmt  (im  Gegensatze  zu  dS^n). 

Wir  erwähnen  hier  noch  einen  wichtigen  Satz,  zu  welchem  das 
Integral  jYS^rid'Uu^'i  Veranlassung  gibt,  wenn  man  dasselbe  in  analoger 
Weise  behandelt,  wie  dies  eben  für  das  Integral  jTJi^du,.  erwähnt 
wurde.     Derselbe  lautet: 

Das  Normalintegral  dritter  Gattung  TT  ändert  sich  Jiicht,  wenn  man 
die  Grenzen  mit  den   Unendlichkeitspunkten  vertauscht^  d.  h.  es  ist: 

i  dT]aii=-  j  dW^n- 

Aus  dem  Integrale  TT^^  lässt  sich  endlich  auch  das  ^, Normal- 
integral ziveiter  Gattung''  ableiten  nach  dem  Satze,  dass  (vgl.  p.  792): 


wo  a-"-^aa  =  ^.     Hier  haben  wir  SV,  durch  TTi,;  zu  ersetzen,  um  das 
Normaliutegral  zweiter  Gattung  zu  erhalten: 

Es  ergeben  sich  dann  unmittelbar  die  Sätze*): 

Die  Periodicitätsmoduln  von  Zs  an  den  Schnitten  a^  sind  sämmt- 
lich  Nidl. 

Die  Periodicitätsmoduln  von  Zi  an  den  Schnitten  by  sind  algebraische 
Functionen  des  Parameters  '^;  und  zwar  ist  der  Periodicitätsmodul  am 
Schnitte  by 

9'/,  («)  •  (c^rf^)        ,.^        «p^(|).(c|«) 
für     duh  = -;;^zir- gleich:      — ;^— ^^ • 

a  a  du         a 

.VC  sc 


*)  Vgl.  Roch:  lieber  die  Zahl  der  Constanten  etc.,  Crelle's  Journal,  Bd.  64 
und  Cl.  u.  G.  A.  F.  p.  120. 
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—  Es  sei  schliesslich  noch  hervorgehoben,  wie  sich  die  Eigen- 
schaften des  Integrals  dritter  Gattung  TT^,y  aus  denen  der  Integrale 
erster  Gattung  ///,  durch  einen  Grenzprocess  ableiten  lassen,  wenn  die 
Unendlichkeits])unkte  von  T\^,j  in  einen  Doppelpunkt  der  Grundcurve 
/  ==  0  zusammenfallen*);  und  auf  diesen  Fall  lassen  sich  ja  alle  an- 
deren durch  eindeutige  Transformation  von  /'  reduciren  (p.  796).  Die 
dazu  nöthige  Betrachtung  wird  für  uns  von  Wichtigkeit  werden,  indem 
man.  vermöge  derselben  das  sogenannte  erweiterte  Umkehrproblem  als 
einen  Grenzfall  des  Jacobi 'sehen  Umkehrproblems  der  AbeTschen 
Integrale  auffassen  darf;  wir  können  uns  dann  später  auf  das  Fol- 
gende zurückbeziehen. 

Lassen  wir  durch  continuirliche  Aenderung  der  Coefficienten  von 
f  {x)  oder  F(x,y)  einen  Doppelpunkt  entstehen,  so  fallen  in  diesen 
für  jeden  Punkt  der  Ebene  zwei  Berührungspunkte  der  von  ihm  aus- 
gehenden Tangenten  zusammen,  ohne  dann  noch  als  eigentliche  Be- 
rührungspunkte zu  zählen  (vgl.  Fig.  52,  p.  343).  Insbesondere  gilt 
dies  auch  für  den  unendlich  fernen  Punkt  der  i^-Axe;  d.  h.  auf  der 
zu  F  =  0  gehörigen  Rie mann 'sehen  Fläche  rücken  zwei  Verzwei- 
gungspunkte einander  immer  näher,  indem  sich  der  sie  verbindende 
Verzweigungsschuitt  immer  mehr  verkürzt.  Sind  beide  Punkte  zu- 
sammengefallen, so  stossen  in  ihm  zwar  zwei  Blätter  der  Fläche  zu- 
sammen; indess  kann  man  nicht  mehr  durch  einen  Umgang  um  den 
Punkt  von  einem  Blatte  in's  andere  gelangen:  Man  kann  die  Blätter 
in  dem  Punkte  durch  Biegung  von  einander  entfernen,  ohne  den 
Charakter  der  Fläche  dadurch  zu  ändern;  auch  darf  man  nicht  einen 
Weg,  der  in  dem  einen  Blatte  bis  zu  dem  Punkte  läuft,  in  dem  an- 
dern Blatte  fortsetzen.  Es  haben  dort  zwar  beide  Blätter  diesen  einen 
Punkt  geraein;  die  hier  vereinigten  Punkte  sind  aber  sonst  wie  zwei 
ganz  verschiedene  Punkte  zu  behandeln  und  sollen  demgemäss  durch 
zwei  verschiedene  Buchstaben,  ^  und  rj,  bezeichnet  werden.  Wir 
sagen  dann,  dass  dem  Doppelpunkte  der  Curve  die  beiden  Punkte 
^  und  Y]  der  Fläche  entsprechen. 

Die  Normalform  der  Fläche  und  unser  kanonisches  Querschnitt- 
system auf  ihr  mögen  nun  so  gewählt  sein,  dass  die  beiden  nachher 
zusammenfallenden  Verzweigungspunkte  ein  solches  Paar  bilden,  um 
welches  ein  Schnitt  b,  —  sagen  wir  bp  —  herumgelegt  ist.  Nach  der 
Deformation  ist  dann  b,,  eine  in  einem  der  beiden  Blätter  um  den 
Punkt  ^  herumlaufende  geschlossene  Curve.  Der  zugehörige  Schnitt 
üv  aber  besteht  jetzt  aus  einer  Curve,  welche  von  ^  ausgeht,  bei  dem 


*)  Aehnliche  Grenzbetrachtungen  sind  auch  von  M.  Marie  a.  a.  0.  ange- 
stellt, indem  der  Einfluss  eines  Doppelpunktes  auf  die  Periodicitäts  -  Eigenschaften 
des  Integrals  ft/clx  bestimmt  wird;  vgl.  die  Anmerkung  auf  p.  794, 
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durch  das  Ziehen  des  Querschnittsystems  ausgezeichneten  Verzwei- 
gungsschnitte U  in  das  andere  Blatt  übertritt  (p.  799)  und  sodann  in 
letzterem  zum  Punkte  >j  zurückkehrt;  dieser  Weg  verbindet  also  jetzt 
nur  die  Punkte  %  und  r\  mit  einander,  ohne  jedoch  eine  geschlossene 
Curve  zu  bilden . 

Betrachten  wir  jetzt  unsere  7?  Integrale  w,..  Wenn  auf  /'=0  ein 
neuer  Doppelpunkt  entsteht,  so  wird  ein  beliebiges  Integral  erster 
Gattung  /  dadurch  in  ein  Integral  dritter  Gattung  übergehen,  denn 
die  im  Zähler  des  Differentials  dl  auftretende  Function  ^  wird,  gleich 
Null  gesetzt,  nicht  nothwendig  eine  Curve  darstellen,  welche  durch 
den  neuen  Doppelpunkt  hindurchgeht.  Es  ist  aber  sehr  wichtig,  dass 
die  p —  1  Normalintegraleersler  Gnltimg  u^,  ?/.,,  .  .  .  ?/,,_i  von  /'=() 
in  die  p  —  1  Normalintegrale  erster  Gattung  ?/, ,  u^,  .  .  .  iij,  —  \  der 
deformirten  Curve  f  =  0  übergehen,  wenn  wir  voraussetzen,  dass  die 
beiden  durch  den  Schnitt  b^,  umschlossenen  Verzweigungspunkte  sich 
zu  dem  Doppelpunkte  von  /'  vereinigt  haben.  Die  Integrale  u^,  .  .  .Up-\ 
nämlich  ändern  sich  bei  einem  Umgange  um  den  Querschnitt  bj,  nicht, 
da  sie  alle  am  Schnitte  a^  die  Periode  Null  haben.  Folglich  bleiben 
auch  die  Integrale  m'j,  w'j,  .  .  .  Up  —  \  bei  einem  Umgange  um  bp,  d.  i. 
um  den  innerhalb  bp  liegenden  Doppelpunkt,  ungeändert;  sie  werden 
also  in  letzterem  nicht  logarithmisch  unendlich:  Es  sind  keine  Inte- 
grale dritter  Gattung;  es  sind  vielmehr  Normalintegrale  erster  Gat- 
tung, da  auch  ihre  sonstigen  Eigenschaften  den  betreffenden  Forde- 
rungen genügen.  Das  Integral  Up  dagegen  hat  am  Schnitte  r/p  die 
Periode  2in-^  das  aus  ihm  bei  der  Deformation  entstehende  Integral 
erhält  also  bei  einem  Umgänge  um  den  Schnitt  bp,  d.  i.  um  den 
Punkt  I  bez.  y],  einen  Zuwachs  gleich  2  i-it\  dasselbe  wird  somit  in 
der  That  in  5  bez.  y]  logarithmisch  unendlich:  Es  ist  ein  Integral  drit- 
ter Gattung  und  soll  demgemäss  mit  TT^,,  bezeichnet  werden. 


Für  die  Integrale  Uy   nun  sind  die  Grössen   «i^;,  a^p, 


a 


nicht  mehr  als  Perioden  zu  betrachten ;  denn  sie  waren  bez.  gleich 
den  Werthen  der  Integrale  m,,  u^,  ...  ?//,_i,  geführt  über  den  Schnitt 
Up,  und  letzterer  ist  für  die  deformirte  Fläche  keine  geschlossene  Curve 
mehr,  stellt  also  auch  nicht  mehr  einen  selbstständigen  Umgang  dar. 
Da  er  aber  die  Punkte  ri  und  ^  unter  einander  verbindet,  so  haben  wir: 
5.  i  «. 

(hp==   1  du'i ,     02 p  ==    /  du  2 ,  ...  rtp  _  1,  /,  ^    /  dup  _  i . 

Es  ist  ferner  aiu  =  ak,\  und  die  Grössen  «^i,  ap2,  .  .  •  üp^^^p  sind 
Perioden  des  Integrals  Up,  welches  in  TT^^  übergeht.  Die  p  —  1  Perio- 
den des  Integrals  TT| ,,  an  den  Schnitten  bi,  bi,  .  ,  .  bp^i   sind  also  in 

der  That  durch  die  Integrale  J du^  gegeben.     Es  ist  somit  TT^^  für  die 

n 
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Curve  /"  auch  direct  ein  Normalintegral  dritter  Gattung.  In  der  That 
sind  ja  auch  die  Perioden  desselben  an  den  Schnitten  «i,  ^^2;  •  •  •  «/^  -i , 
wie  die  des  Integrals  ii^,  sämmtlich  Null;  die  Periode  2  in  von  Up  am 
Schnitte  a^  dagegen  gibt  jetzt  die  logarithmische  Periode  des  Integrals 
TT:,;;  die  Periode  ap,,  dagegen  wird  unendlich  gross,  denn  es  ist: 


ttpp  =  I  dUi, 


'1 

und  ^,  1]  sind  Unendlichkeitspunkte  von  TTi ,;.  Eine  unendlich  grosse 
Periode  aber  ist  als  solche  nicht  mehr  mitzuzählen.  Damit  hätten  wir 
alle  für  das  Normalintegral  charakteristischen  Eigenschaften  abgeleitet. 

VIII.    Das  Abel'sche  Theorem  und  das  Jacobi'sche  Umkehrproblem. 

Die  Differentiale  und  Integrale,  deren  wichtigste  Eigenschaften 
wir  erörtert  haben,  sind  nun  für  die  Formulirung  gewisser  geometri- 
scher (oder  algebraischer)  Probleme  von  grosser  Wichtigkeit,  und  zwar 
zunächst  für  die  Fragen,  welche  wir  früher  mit  Hülfe  des  Restsatzes 
behandelt  hatten  (vgl,  p.  432  ff.).  An  den  letzteren  knüpfen  wir  hier 
wieder  an. 

Den  Inhalt  desselben  kann  man  in  einer  symbolischen  Form  dar- 
stellen, welche  dann  direct  zu  den  Anwendungen  des  Abel'schen 
Theorems  hinüberleitet.  Wenn  nämlich  zwei  Punktgruppen  Go  und 
G/i  durch  eine  adjungirte  Curve  ausgeschnitten  werden,  so  können  wir 
diesen  Umstand  symbolisch  durch  die  Gleichung: 

(1)  •  Gg-\-Gji  =  0 

darstellen.  Werden  nun  Go  und  Gr  durch  eine  adjungirte  Curve 
A  =  0,  G(^  und  G/i'  durch  eine  andere  ^  =  0,  Gr  und  Go'  durch  eine 
dritte  «  =  0  ausgeschnitten,  so  sagt  der  Restsatz  aus,  dass  auch  Gq- 
und  Gr'  durch  eine  adjungirte  Curve  ausgeschnitten  werden.  In  der 
bezeichneten  symbolischen  Fassung  heisst  dies  aber,  dass  aus  den  drei 
Gleichungen : 

(2)  Go-^Gr  =  0,     Go-\-Gr-  =  0,     Go'-^Gr^O 

die  vierte  Gleichung:  Go- -\- Gr' =  0  folgen  soll;  und  hierin  ist  es 
ausgesprochen,  dass  ivir  verschiedene  symbolische  Gleichungen  der  Form 
(l)  beliebig  nach  den  Gesetzen  der  Addition  und  Siibtraction  combiniren 
dürfen.  Die  dadurch  erhaltenen  Resultate  stimmen  dann  ihrem  In- 
halte nach  mit  dem  Restsatze  überein.  Unsere  Eintheilung  der  Schnitt- 
punkte  von  ^  =  0  mit  der  Grundcurve  /*  =  0  in  zwei  Gruppen  Gq 
und  Gr  war  noch  sehr  willkürlich:  wir  hätten  statt  derselben  ebenso 
gut  andere  (und  auch  gleichzeitig  mehr  als  zwei)  Gruppen  aus  den 
G  -\-  R  Schnittpunkten  bilden  können.     Um   diese   Gleichberechtigung 
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aller  (nicht  in  vielfachen  Funkten  von  /'  liegenden)  Schnittpunkte  von 
j  =  0  auszudrücken,  werden  wir  diese  Punkte  einzehi  einführen. 
Bezeichnen  wir  sie  der  Reihe  nach  mit  .r''>,  a;*^' ,  .  . .  x^'-'^,  wo  q  =  Q  -^  />', 
so  werden  wir  also  an  Stelle  von  (1)  die  folgende  symbolische  Glei- 
chung setzen  können: 

(3)  G^,i,  +  Gj,,  +  6^.^.(3)  +  .  •  .  +  Gj,)  =  0 , 

wo  nun  die  einzelnen  Gruppen  G  aus  je  einem  Punkte  bestehen. 

Es  liegt  die  Frage  nahe,  ob  man  diese  symbolischen  Relationen 
durch  wirkliche  ersetzen  kann,  d.  h.  ob  es  solche  Functionen  F  (x) 
von  x^,  x^,  x^  gibt,  dass  für  die  nicht  in  singulare  Punkte  von  /' 
fallenden  Schnittpunkte  o;''*  einer  adjungirten  Curve  mit  /'  die  ivirklichc 
Gleichung  besteht: 

(4)  F  (a;(i')  +  F  (.r'^))  -j-  .  .  .  -f  /^  (o,-«?))  =  0 , 

wo  auf  der  rechten  Seite  an  Stelle  von  Null  auch  eine  beliebige  Con- 
ötaiite  stehen  könnte. 

Als  solche  Functionen  werden  wir  nun  die  von  uns  behandelten 
algebraischen  Integrale  erkennen,  und  zwar,  wenn  es  sich'um  Sclmitt- 
punktsysteme  adjungirter  Curven  handelt,  die  (überall  endlichen)  Inte- 
grale erster  Gattung.  In  der  That  erkennt  man,  dass  die  Function 
F  (x)  in  keinem  Punkte  von  f  unendlich  werden  darf.  Wäre  dies  nämlich 
etwa  in  x^^^  der  Fall,  so  Avürde  die  Gleichung  (4)  nur  noch  bestehen 
können,  Avenn  F  gleichzeitig  in  einem  anderen  der  q  Schnittpunkte 
negativ  unendlich  wird;  legt  man  aber  durch  .t<''  alle  möglichen  an- 
deren Curven,  so  werden  auch  die  q  —  1  übrigen  Schnittpunkte  an- 
dere und  andere  werden*),  indem  sie  die  ganze  Curve  /'  durchlaufen; 
d.  h.  F  müsste  in  jedem  Punkte  von  f  unendlich  werden,  wodurch 
die  Gleichung  (4)  wiederum  illusorisch  werden  würde.  F  ist  daher 
jedenfalls  eine  überall  endliche  Function  von  x\  und  es  liegt  somit 
nahe,  für  die  Function  Fix)  ein  Integral  erster  Gattung  zu  wählen. 
Wir  gehen  daher  jetzt  von  einem  solchen  aus  und  zeigen  umgekehrt, 
dass  für  dasselbe  ein  Theorem  der  Form  (4)  wirklich  besteht.  Dies 
ist  dann  das  AbePsche  Theorem  für  Integrale  erster  Gattung. 

Letzteres  ist  rein  algebraischer  Natur,  Avenn  man  nicht  von  den 
Integralen,  sondern  von  den  Differentialen  erster  Gattung  ausgeht;  und 
dem  entsprechend  Averden  Avir  sogleich  an  der  Hand  rein  algebraischer 
Rechnung  zwei  BeAveise  für  dasselbe  erbringen.  Sobald  man  dann 
weiter  zu  den  Integralen  übergeht,  muss  man  über  den  Lauf  der 
Integrationswege   in   der  zu  /'=0  gehörigen  Rie  mann 'sehen   Fläche 

*)  Diese  Schlussweisc  wird  ungültig   für  Doppelpunkte    von   f\    in  der  Thal 
treten  bei  nicht  adjungirten  Curven  Integrale  dritter  Gattung  auf;  vgl.  p.  817. 
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bestimmte  Voraussetzungen  machen  und  so  das  rein  algebraische  Ge- 
biet verlassen,  wie  wir  noch  näher  sehen  werden. 

Vor  Durchführung  jener  beiden  Beweise  sei  jedoch  kurz  geschil- 
dert, wie  man  nach  Rieraann  unter  Benutzung  bekannter  Sätze  aus 
der  Functionentheorie  in  sehr  einfacher  Weise  zum  Ziele  gelangen 
kann.*)  Es  sei  B  =^  0  eine  adjungirte  Curve  von  derselben  Ordnung 
wie  J  =  0,  welche  nicht  durch  die  Punkte  .r*'',  .  .  .  x^a^  hindurchgeht, 
und  wir  setzen: 

^  A 

Dann  ist  l  eine  algebraische  Function  von  .r, ,  x^,  x^^  welche  (insofern 
immer  f  {x)  =  0)  wie  f  verzweigt  ist  und  in  den  q  Punkten  x'''  ein- 
fach unendlich  wird;  und  jedem  Werthe  von  i,  entsprechen  (vermöge 
f  =  Q)  Q  Punkte  x.  Man  kann  also  umgekehrt  die  Punkte  x  von  f 
vermöge  /'=  0  und  At,  —  B  =  0  als  ()-werthige  Functionen  des  Para- 
meters t,  darstellen.**)  Dann  wird  auch  der  DifFerentialquotient  eines 
Integrals  erster  Gattung  (p.  790)  nach  ^,  welcher  mit  DJ  bezeichnet  sei: 

eine  p-werthige  Function  von  ^,  deren  q  Werthe  mit  DJ^^i,  .  .  .  j9./<P' 
bezeichnet  seien.  Die  letzteren  sind  daher  die  Wurzeln  einer  Glei- 
chung Q^^^  Grades,  welche  sich  durch  Elimination  der  Xi  und  dXi  aus 
den  Gleichungen: 

AI—  B  =  {},     A.dt-^t,E^^dXi-  U^  dxi  =  0, 


f{x)  =  0,     cu"-'ac.  I)J=<p  .  (cx'^y     2J^dxi  = 


0 


ergibt,  wo  die  zweite  Gleichung  eben  aussagt,  dass  die  Punkte  x  -f-  dx 
die  Schnittpunkte  von  //  (^  -f-  d^)  —  B  =  0  mit  /"  =  0  sein  müssen.  Die 
symmetrischen  Functionen  der  Differentialquotienten  DJ^^\  .  .  .  BJ^-^ 
dagegen  (d.  h.  die  Coefficienten  jener  Gleichung)  sind  völlig  emdeutige 
Functionen  von  ^;  insbesondere  gilt  dies  auch  für  die  Summe: 

Nun  bleibt  das  Integral  y'A  6?^  als  Integral  erster  Gattung  allenthalben 
endlich;  es  ist  also  eine  Function  von  ^,  welche  in  allen  Punkten  der 
zur   Darstellung  von  ^    dienenden  Ebene    eindeutig    und    endlich    ist, 


*)  Vg].  R.  A.  F.  §.  14. 

**)  Eine  Substitution  der  Art  ist  die  auf  p.   776  für  das  elliptische   Integral 
nach  dem  Vorgange  von  Brioschi  benutzte. 
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und    somit    nach    einem   bekannten   Satze*)   eine  Constante;    und  das 
Differential  desselben  ist  gleich  Null,  d.  h.  wir  haben: 

Arfg  =  <?./('»  +  dJ^'^ H-  .  .  .  +  </y'e>  =  0  ,**) 

Nun  gibt  es  aber  p  linear  von  einander  unabhängige  Differentiale 
erster  Gattung,  und  für  jedes  von  ihnen  gilt  vorstehende  Betrachtung. 
Insbesondere  erhalten  wir  also  für  die  Differentiale  der  Normalinte- 
grale Vh  den  Satz: 

Sind  a;<'*  die  Schnittpunkte  von  f  mit  einer  adjungirten  Curve  A  und 
.r''^  -f-  dx^'^  die  Schnitipnnkte  mit  einer  zu  A  benachbarte?}  Curve,  von 
denen  q  nicht  mit  den  x^'^  zusamtnenfallen  mögen ,  so  bestehen  die  p 
Gleichmigen: 

(5)  </?///"  +  rf?///2)  -f  .  .  .  -}-  duh^0  =  0 

(/*=1,  2,  3,  .  ..;?). 

Weiterhin  werden  wir  sehen,  dass  mittelst  dieser  /;  Gleichungen 
auch  umgekehrt  im  Allgemeinen  p  der  Punkte  o:*'*  durch  die  übrigen 
bestimmt  sind,  dass  sie  dagegen  nicht  mehr  so  viele  Punkte  bestimmen, 
wenn  die  Ordnung  von  A  =  0  kleiner  als  n  —  2  ist.  Durch  Integra- 
tion erhält  man  nun  das  Abel'sche  Theorem  für  die  Integrale  erster 
Gattung,  welches  dann  an  Stelle  der  symbolischen  Gleichung  (3)  tritt 
(für  Q  =  Q  -\-  B)  und  somit  in  engster  Beziehung  zum  Restsatze  steht. 
Wegen  der  soeben  angedeuteten  und  später  näher  zu  besprechenden 
Umkehrbarkeit  des  in  den  Gleichungen  (5)  ausgesprochenen  Satzes 
kami  man  in  der  Thal  auch  aus  dem  Ah el'schefi  Theoreme  tvieder  den 
Restsalz  ableiten,  wie  aus  den  Eingangs  gemachten  Erörterungen  deut- 
lich sein  wird;  und  so  wurde  der  Inhalt  desselben  zuerst  gefunden. 
Es  war  aber  von  principieller  Wichtigkeit,  dass  man  diesen  rein  alge- 
braischen Satz  auch  unabhängig  von  den  transcendenten  Functionen 
des  Ab eTschen  Theorems  einsehen  lernte,  während  andererseits  dieses 
Theorem  den  Inhalt  des  Restsatzes  in  einer  für  die  Anwendungen  sehr 
vortheilhaften  Form  darstellt.  Weiterhin  erlaubt  aber  auch  das 
AbeFsche  Theorem  gewisse  Berührungsformeln   in   einfachster  Weise 


*)  Vgl.  z,  B.  p.  274  ff.  in  Neumann's   Theorie    der   Abel'schen    Integrale 
oder  Du  rege's  Theorie  der  Functionen  eines  complexen  Arguments. 

**)  Dass  diese  Summe  Null  sein  muss,  lässt  sich  auch  algebraisch  direct  aus 
der  Natur  des  erwähnten  Eliminationsproblems  ableiten;  vgl.  darüber  Harnack: 
Math.  Annalen,  Bd.  9,  p.  371  ff.  —  Man  findet  hier  auch  die  betreffende  Glei- 
chung iten  Grades  für  die  Schnittpunkte  einer  Geraden  mit  einer  Q  wirklich 
aufgestellt;  die  entsprechende  Gleichung  für  eine  C^  wurde  von  demselben  eben 
falls  angegeben,  ib.  p.  235. 
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aufzustelleu ,  welche  sich  durch  da«  Correspondeiizpriiicip  niclit  sogleich 
in  der  übersichtlichen  Gestalt  angeben  lassen  würden.  — 

Wir  wollen  nun  eine  directe  Ableitung  der  Gleichungen  (5) 
geben.  Dabei  mag  das  Problem  noch  in  der  Weise  verallgemeinert 
werden,  dass  wir  auch  Schnittpunktsysteme  nicht  adjungirter  Curven 
und  Summen  von  Differentialen  dritter  Gattung  betrachten;  und  zwar 
werden  wir  das  Abel'sche  Theorem  für  solche  Integrale  auf  zwei 
verschiedene  Weisen  ableiten. 

Wir  beginnen  mit  Betrachtung  des  Schuittpunktsystems  mit  einer 
beliebigen  Geraden.  *)  Letztere  wählen  wir  zur  Coordinatenaxe  und 
führen  derartig  rechtwinklige  Coordinaten  ein,  dass  jene  Gerade 
mit  der  A'-Axe  zusammenfällt,  dass  also  ihre  Gleichung  durch  y  =  0 
gegeben  ist.  Die  Einführung  der  neuen  Coordinaten  geschieht  durch 
eine  lineare  Transformation.  Wir  haben  nun  früher  gesehen,  dass 
sich  ein  algebraisches  Differential  bei  einer  solchen  um  die  erste 
Potenz  der  Substitutionsdeterminante  a]s  Factor  ändert,  und  zwar  ist 
dies  die  Folge  davon,  dass  im  Zähler  die  Determinante  {cxdx)  auf- 
tritt. In  der  Normalform  eines  Differentials  dritter  Gattung  steht 
aber  im  Nenner  auch  eine  Determinante,  nämlich  {^rix),  so  dass  sich 
jene  Substitutionsdetermiuante  forthebt  (vgl.  p.  772).  Bezeichnen  wir 
also  jetzt  mit  x,  y  die  rechtwinkligen  Coordinaten,  mit  %,  rj  und  ^',  rj' 
bez.  die  Coordinaten  der  Unendlichkeitspunkte,  so  geht  unser  Normal- 
differential dritter  Gattung  über  in  ein  Differential  der  Form: 

r       _L  >.     j      ^  dfja:,  y)  ' 
(ax  -\-by  -\rc)  — ^ — 

wo:  a^ri'-^-r],     ^^  =  |' —  |,     c -=  Iri  —  ri%' . 

Wir  betrachten  eine  Summe  solcher  Differentiale,  gebildet  für  die 
n  Schnittpunkte  von  /=  0  mit  j/  =  0,  wobei  die  dy  so  gewählt  sein 
müssen,  dass  sie  die  Schnittpunkte  einer  zur  A-Axe  benachbarten 
Geraden  mit  /  bestimmen.  Diese  benachbarte  Gerade  wollen  wir  in 
der  unendlich  kleinen  Entfernung  £  zur  A-Axe  parallel  annehmen,  so 
dass  y  —  £  =  0  ihre  Gleichung  ist.  Bezeichnen  wir  also  mit  Xi, 
yi  die  Coordinaten  der  n  Schnittpunkte,  mit  dXj,  dyi  die  zugehörigen 
Differentiale,  so  bestehen  die  Gleichungen 

y-  =  0  ,       dyi  =  B  . 
Unsere  Summe  von  Differentialen  ist  sonach  die  folgende: 


4LJ    (axf  +  c)  .  /•', 


*)  Den  folgenden  Beweis  des  Theorems  verdankt  der  Herausgeber  einer  Mit- 
theiluug  von  Bri 


ende 
rül. 
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wo  der  Ausdruck  /'.,..  bezeichnen  soll,  dass  in  dem  partiellen 
DifFerentialquotienten  von  /  nach  x  auch  ?/  -=  0  und  x  =  xi  gesetzt 
werden  soll.  Der  Factor  s  ist  allen  Gliedern  der  Summe  gemeinsam 
und  kann  also  vor  dieselbe  gesetzt  werden.  Die  dann  übrig  bleibende 
Summe  ist  bekanntlich  weiter  nichts"  als  die  Entwicklung  des  Ausdrucks 

_g_(a?,  0)      ^^^j^   Partialbrüchen,     wenn    man    in    dieser    Entwicklung 

a  .  f{x,  0) 

o:  =  ~  -  setzt.     Wir  haben  daher  zunächst  die  Gleichung: 


(6) 


'^  ß«-2C^,.o)  i^'-K"  «'') 


wenn:  /'  {x,  0)  =  (x  —  rcj)  {x  —  x.^)  .  .  .  (x  —  x„)  . 

Nun  genügt   die  in  einem  Normaldifferentiale  auftretende  Function  Q 
nach  den  früheren  Festsetzungen  (p.  791)   der  Bedingung: 

Q„_o  {rjtx)  iUx)  =  (^ritf  .  /•+  ilrix)  .  .V, 

wo   2;   ein    beliebiger  Punkt    ist;   oder  in  unserm  (Koordinatensysteme, 
wenn  wir  noch  g,  =  0,  ^.^  =  0,  ^.j  =  1  nehmen: 

Q„  _  2  .  (X7]'  -  2/^)  .  (2/r-   xr])  =c^'.r+  {ax  +  bfj  +  c)  .  .V; 

eine  Identität,  welche  man  in  Rücksicht  auf  3ie  Eigenschaften  von  Q 
auch    leicht    wieder    direct    bestätigt.      Aus    ihr     folgt    für    //  =  0, 

c 
X  = : 

Q„„.(-£,0). ,.,-  =  -■«•'. /-(-^.O). 

4 

Multipliciren  wir  also  schliesslich  in  (6)  auf  beiden  Seiten  mit  £  =  dy,-, 
so  haben  wir,  da  «  =  ?/  —  y]  die  Relation: 


(7)        y(^3,^^!l^^\ 


^n  —  n >i  —sri  —  B 


>i '  V  n  n 

wo  der  Index   i  an   dem  eingeklammerten  Ausdrucke  bezeichnen  soll, 
dass  in  ihm  x  =  xi,  y  =  0  gesetzt  werden  soll. 

In  den  beiden  rechts  auftretenden  Termen  steht  im  Nenner  die 
linke  Seite  der  Gleichung  ?/  =  0,  geschrieben  bez.  in  den  Coordinaten 
der  beiden  Unstetigkeitspunkte ,  im  Zähler  die  linke  Seite  der  Glei- 
chung der  benachbarten  Linie  y  —  £  =  0,  geschrieben  bez.  in  den- 
selben (JoorHinaten.  Ersetzen  wir  also  die  A"-Axe  durch  eine  beliebige 
Gerade  n^.  =  0,  bezeichnen  die  beiden  Uneudlichkeitspunkte  des 
Differentials  dritter  (»attung  wieder  mit  |  und  y  und  schreiten  von 
den  Schnittpunkten  a''^  der  Linie  u  zu  den  Schnittpunkten  einer  Linie 
u  -\-  du  fort,  deren  Gleichung  durch  2J  {iii  -\-  dui)  x,-  =  0  gegeben 
ist,  so  wird  auf  der  rechten  Seite  von  (7): 
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i]  =  u^,     rj'  =  u,j,   rj  —  E  =  2J^i  {dui  -}-  u,),   ri  —  e  =  Urj,  {dui  +  w,) . 

Für  die  n  Schnittpunkte  x<''  und  .t*')  -(-  dx^'^^  ziveier  Geraden  w^  =  0 
und  E{iii-\-  di(i)Xi  =  ()  tnit  f=0  besieht  sofuit  die  Differenlialgleichmig : 

y  ( A----— r-")  =  -"■  -  -~ = «^  (log  "■')  • 

Dies  ist  die  gesuchte  Gleichung,  aus  der  sich  durch  Integration 
das  Abel'sche  Theorem  ergibt,  zunächst  allerdings  nur  für  die 
Schnittpunkte  einer  Geraden  mit  /.  Wenden  wir  aber  auf  die  Grund- 
curve  eine  eindeutige  Transformation  Xi  =  cpi  (y)  an ,  wo  die  cpi  von 
der  tn^^^  Ordnung  sind,  so  tritt  an  Stelle  von  m^  =  0  die  Curve 
;«*''"  Oi'dnung  Euiq),  =  0;  ferner  geht  ein  Normaldifferential  dritter 
Gattung  wieder  in  ein  solches  über  (p.  79G).  Schreiben  wir  also  nach 
der  Transformation  wieder  x  statt  y  und  bezeichnen  die  Gleichung 
der  neuen  Grundcurve  mit  a^''  =  0;  so  erhalten  wir  die  Differential- 
gleichung (7)  in  der  Form: 

j = 1 

wo  (p  (x)  =  Zui(pi{x)  gesetzt  ist.  Die  Summe  auf  der  linken  Seite 
enthält  n  Glieder,  während  cp  und  f  sich  in  fnv  Punkten  schneiden, 
wenn  v  die  Ordnung  der  neuen  Curve  F  =^  a^^'  =  0  bedeutet.  Dies 
liegt  daran,  dass  eine  Curve  des  Netzes  ZlUi(pi  =  0  die  neue  Curve 
/■=  0  nur  in  n  beweglichen  Punkten  trifft.  Gehen  wir  also  von  einer 
Curve  q)  des  Netzes  zu  einer  benachbarten  über,  so  ändern  sich  nur 
n  der  mv  Schnittpunkte,  wobei  aber  auch  (bei  passender  Wahl  der 
Transformation  von  F  in  eine  Curve  f)  n  =  mv  sein  kann.  In  der 
That  verschwinden  ja  für  die  gemeinsamen  auf  /  gelegenen  Punkte 
der  beiden  benachbarten  Curven  die  dxk^"^  sämmtlich,  so  dass  die 
entsprechenden  Differentiale  in  der  Summe  von  selbst  ausfallen  müssen. 
Die  Gleichung  (8)  stellt  also  die  Differentialgleichung  des  kheV sehen 
Theorems  für  Integrale  dritter  Gattung  in  seiner  allgemeinsten  Form  dar; 
in  ihr  müssen  die  dxk  so  gewählt  sein,  dass  die  Punkte  x//''  -j-  dxk^'^ 
das  Schnittpunktsystem  einer  zu  qp  =  0  benachbarten  Curve  mit  f 
bilden. 

Die  Integration  der  Gleichung  (8)  können  wir  uns  so  bewerk- 
stelligt denken,  dass  sich  das  System  der  Punkte  a;('>  auf /=0  von 
einer  Lage,  in  welcher  es  der  Bedingung  cp  =  0  genügt,  zu  einer 
andern  Lage  fortbewegt,  in  welcher  es  durch  eine  Curve  j^  =  Oaus- 
geschnitten  wird,  die  mit  ^  =  0  von  derselben  Ordnung  ist.  Man 
kann  dieses  dadurch  prägnanter  hervortreten  lassen,   dass   man   einen 
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Curvenbüschel  cp  -{-  X4<  =  0  betrachtet*)  und  zwischen  den  Schnitt- 
punktsystemen, welche  /  =  0  mit  cp  =  0  {X  =  0)  und  ip  =  0  (k  =  oo) 
gemein  hat,  diejenigen  einschaltet,  welche  /*=0  mit  q)  -\-  Xf  =  0 
(für  zwischen  0  und  cx)  liegende  Werthe  von  A)  bestimmt.  Diese 
Zwischensysteme  verbinden  alsdann  die  Grenzsysteme  der  Art,  dass 
während  A  sich  von  0  bis  oo  bewegt,  die  Punktsysteme  sich  von  den 
unteren  Grenzen  der  Integrale  zu  den  oberen  hinbewegen.  Bei  der 
Integration  selbst  hat  man  also  allein  mit  der  einen  Variabein  A  zu 
thuu.  Durch  Integration  der  Gleichung  (8)  ergibt  sich  so  das  Abel- 
sche  Theorem  in  der  folgenden  Fassung,  wo  St,,  wie  auf  p.  790 
definirt  ist**):  ^ 

Die  Summe  von  mn  gleichartigen  (d.  i.  in  gleicher  Weise  gebildeten) 
Normalintegralen  dritter  Gattung  mit  den  Unendlichkeitspunkten  |,  t(\, 
deren  untere  Grenzen  a:''^  die  mn  Werthsysteme  sind,  welche  den  mn 
Schnittpunkten  von  /  =  0  mit  einer  Citrve  m''"''  Ordnung  qo  ==  0  ent- 
sprechen, und  deren  obere  Grenzen  «/('>  die  mn  Schnittpunkte  mit  einer 
Curve  m"'  Ordnung  ^  =  0  angeben,  ist  gleich  dem  Logarithmujs  einer 
algebraischen  Function;  und  zivar  besteht  die  Gleichung: 

(9)  V     /  ^5^,  =  log^^'')-'^^^^ 


<p{v)  ■V'  (4) 


Hier  kann  man  statt  S^,,  auch  TT^,;  schreiben,  wo  sich  Ht,,  von 
St,i  höchstens  um  ein  hinzutretendes  Integral  erster  Gattung  unter- 
scheidet (p.  804);  denn  wir  werden  sogleich  sehen,  dass  die  ent- 
sprechende Summe  von  Integralen  erster  Gattung  verschwindet.  Hin- 
zuzufügen ist  noch  eine  Bemerkung  über  die  für  die  Integrale 
gewählten  Integrationswege.  Lässt  man  dieeelbeu  beliebig,  so  können 
auf  der  rechten  Seite  noch  beliebige  ganze  Vielfache  der  Periodicitäts- 
moduln  von  17^,^  hinzutreten  (p.  805).  Ordnet  man  aber  die  Punkte 
a:*'*,  y^"^  einander  paarweise  so  zu,  dass  der  Punkt  a;'''  in  //<''  übergeht***), 

*)  Die  Variable  X  spielt  dann  dieselbe  Rolle ,  wie  oben  die  Variable  ^  in  dem 
Büschel  A^ —  5  =  0  bei  Riemann's  Beweise,  vgl.  p.  810. 

**)  Vgl,  Cl.  u.  (i.  A.  F.  p.  47.  —  Ein  einfacher  Beweis  des  Theorems  (ohne 
Benutzung  der  Differentialgleichung)  ergibt  sich  mittelst  Rie  mann 'scher  Prin- 

cipien,  wenn  man  das  Integral  Mog—  «^TTs,  um  die  ganze  Berandung  der  zer- 
schnittenen Riemann'schen  Fläche  und  um  die  Punkte  ^,  rj,  x('),  ?/')  herumführt; 
vgl.  Cl.  u.  G.  A.  F.  p.  125,  und  für  Integrale  erster  Gattung:  Weber,  Math.  Anna- 
len,  Bd.  8,  p.  49.  —  Das  Theorem  wurde  entdeckt  von  Abel  für  hyperellip- 
tische Integrale:  Crelle's  .lournal,  Bd.  3,  p.  313,  allgemein  1826:  Memoire  sur 
une  propriete  generale  d'une  classe  tres  etendue  de  fonctious  transcendantes, 
Memoires  des  savants  «^trangers,  vol.  7,  1841. 

***)  Diese  Zuordnung  ist  übrigens  keineswegs  eine  völlig  bestimmte. 
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wenn  man  in  dem  Büschel  qo  -f-  A  ^  =  (J  von  g?  =  0  zu  ip  =  0  fort- 
schreitet (wie  es  oben  festgesetzt  wurde),  so  erhält  man  auf  der  linken 
und  rechten  Seite  von  (9)  den  Worth  Null,  sobald  man  die  Curven 
(p,  ij)  einander  unendlich  nahe  rücken  lilsst-,  und  also  treten  bei  ent- 
sprechender Wahl  der  Integrationswege  keine  Perioden  von  TT ;,;  hinzu. 
Bei  dem  Uebergange  von  cp  zu  i/>  durch  den  Büschel  <)p  -f-  ^^  darf 
aber  keiner  der  Punkte  .t*''  den  Punkt  ^  oder  rj  passiren,  denn  für 
die  entsprechende  Lage  von  ^  -f"  '^^  würde  TTi,;  unendlich  gross,  und 
somit  die  Gleichung  (9)  illusorisch  werden  oder  jedenfalls  einer 
näheren  Untersuchung  bedürfen.  Endlich  kann  man  t/'K  t/''^  und  rr''*,  .r^''' 
einander  unendlich  nahe  rückan  lassen,  wodurch  dann  zwei  Integrale 
der  Summe  einander  gleich  werden,  vorausgesetzt,  dass  man  ihre 
beiden  Integrationswege  in  einander  überführen  kann,  ohne  einen 
ünendlichkeitspunkt  von  T\t ,,  oder  einen  der  für  die  Perioden  von  TT| ,; 
charakteristischen  Verzweigungspunkte  zu  überschreiten;  und  letzteres 
soll  daher  angenommen  werden.  Wir  fassen  diese  Regeln  in  folgen- 
dem Satze  zusammen:  In  der  Gleichung  (9)  sind  die  obern  und  uniern 
Grenzen  der  links  be?iulz(en  Integrationsivege  einander  so  zugeordnet, 
dass  die  Wege  unendlich  klein  iverden^  wenn  man  die  Curven  (p  =  0, 
ip  ^=  0  unendlich  nahe  zusammenrücken  lässt;  und  die  verschiedenen 
Wege  müssen  so  liegen,  dass  je  zwei  direct  in  einander  überführhar  sind, 
ivenn  ihre  Grenzen  gleich  werden,  und  keiner  von  ihnen  (oder  alle)  darf 

den    Weg   schneiden,    auf    welchem    man    von    log  '^—j    zu    log  ^-r^ 

gelangt.*) 

Für  die  geometrischen  Untersuchungen  sind  nun  die  Integrale 
erster  und  diejenigen  dritter  Gattung  von  besonderer  Wichtigkeit, 
welche  in  einem  Doppelpunkte  von  /  unendlich  werden.  Solche 
Integrale  erhält  man  aus  den  obigen,  wenn  Q„_2  den  Factor  {Ifix) 
enthält;  und  es  kommt  dann  darauf  an,  ob  die  zurückbleibende  Func- 
tion (n  —  3)*^'^  Ordnung  durch  einen  Doppelpunkt  von  /  nicht  mehr 
hindurchgeht  (p.  794),  oder  ob  dieselbe  wieder  zu  /  adjungirt  ist. 
Im  ersten  Falle  haben  wir  |,  =  r]i,  es  wird  also  cp  {l)  =  (p  (r])  und 
^  (I)  =  t/;  (7^) ,  so  dass  die  rechte  Seite  von  (9)  zu  Null  wird.  In 
beiden  Fällen  steht  in  Gleichung  (G)  in  jedam  Gliede  der  Summe 
links  im  Zähler  eine  Function  {n  —  3)*^'  Ordnung  von  a-,  während 
die  lineare  Function  im  Nenner  fortfällt;   eine  solche  Summe  aber  ist 


*)  Bei  diesen  Voraussetzungen  kann  man  nach  dem  Satze  über  Vertauschung 
von  Parameter  und  Argument  (p.  805)  die  Gleichung  (9)  auch  in  der  Form  schrei- 
ben (Ol.  u.  G    A    F.  p.   1-27): 


^/.n.,„,„  =  .og|i|'_.og;-i^ 
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nach  einem  bekannten  Satze  aus  der  Theorie  der  Partialbruchzerlegung 
gleich  Null,  so  dass  auf  der  rechten  Seite  von  (9)  auch  iin  zweiten 
Falle  eine  Null  auftritt.     Man  hat  also  den  Satz: 

Die  Swmne  von  gleicharlioen  Integralen  erster  Gattung*)  oder  von 
solchen  Integralen  dritter  Gattung ,  die  nur  in  einem  Doppelpunkte  von  f 
unendlich  werden,  von  dem  Schnittpunkisysterne  der  Curve  /'=0  mit 
einer  Curve  m'"'  Ordnung  q)  ==  0  ausgedefmt  bis  zu  dem  Schniltpunkt- 
sy steine  von  /"=0  mit  einer  Curve  m"^''  Ordnung  i<  =  0,  ist  immer 
gleich  Null.**) 

Hierbei  ist  zunächst  vorausgesetzt,  dass  die  Curven  cp  =0,  1/^  =  0 
nicht  beide  durch  den  Doppelpunkt  hindurchgehen.  In  der  That  wird 
er  für  die  in  dem  Doppelpunkte  unendlich  werdenden  Integrale  dritter 
Gattung  dann  auch  ungültig,  indem  auf  der  rechten  Seite  nicht  mehr 
Null  auftritt.     Sei  nämlich  für  den  Augenblick 

(p  =  g^.r"' ,     ip  =  i'J"  , 

so  wird  in  diesem  Falle,  wenn  yi  die  Coordinaten  des  Doppel- 
punktes sind: 

wo  a  ein  Punkt  auf  der  einen  Tangente  von  y  (also  z  B.  ein  zu  ^ 
auf  der  Rie  mann 'sehen  Fläche  benachbarter  Punkt,  vgl.  p.  806)  ist 
und  ß  ein  Punkt  der  anderen  Tangente  von  y  (z.  B.  benachbart  zu  rj). 
Diese  beiden  Quotienten  aber  sind  nicht  mehr  einander  gleich;  die 
Differenz  ihrer  Logarithmen  gibt  also  nicht  mehr  Null. 

Für  Integrale  erster  Gattung  bleibt  dagegen  der  Satz  auch  bestehen, 
wenn  die  Curven  q),  '^  durch  die  Doppelpunkte  von  f  hindurchgehen; 
insbesondere  bestehen  daher  für  adjungirte  Curven  p  verschiedene 
Gleichungen  der  Form  (9),  wenn  man  rechts  Null  setzt.  Man  erkennt 
dies  direct  aus  (6),  denn  auf  der  linken  Seite  dieser  Gleichung  erhält 
man  dann  eine  Summe  der  Form: 


*)  Dieser  Satz  folgt  übrigens  auch  direct  aus  (9),  denn  letztere  Gleichung 
gilt  immer,  wie  man  auch  St  für  dieselben  Punkte  'g,  r]  bilden  mag;  die  Diffe- 
renz zweier  solcher  Werthe  von  iS|  ist  aber  nach  p.  792  ein  Integral  erster 
Gattung.   . 

•*)  Ein  anderer  Fall,  wo  auf  der  rechten  Seite  der  Werth  Null  erscheint, 
tritt  ein,  wenn  die  Curve  des  Büschels  cp  -\-  Xip  =  0,  welche  durch  ^  geht,  von 
selbst  auch  rj  enthält.     Ist  nämlich  q  deren  Parameter,  so  ist  gleichzeitig: 

9  (I)  +  ?''/'  (I)  =  0     und     cp  {ri)  -f  Qip  (tj)  =  0 , 
also  in  der  That:  cp  (^)  .  ip  (»/)  =  q)  (tj)  .  if)  (§) . 

Clebsch,  Vorlesungen.  52 
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und  diese  Summe  verschwindet  nach  einem  bekannten  Satze  der 
Algebra.  In  der  That  würde  ja  auch,  indem  Q  den  Factor  ax-\-by-\-c 
erhält: 

ß„_2  {x,  0)  =  ^„_y  (x,  0)  .  {ax  -f-  c) ; 

und  dieser  Ausdruck  verschwindet  für  x  ^ So   weit  sich  also 

a 

das  Theorem  auf  Integrale  erster  Gattung  bezieht,  führt  es  uns  zu 
unserem  Ausgangspunkte  zurück;  denn  sein  Inhalt  entspringt  auch 
aus  der  Diflferentialgleichung  (5)  durch  Integration.  In  den  Gleichun- 
gen desselben  kommen  auch  nur  die  nicht  in  singulären  Punkten  von 
/  liegenden  Schnittpunkte  vor,  wie  es  sein  soll,  denn  die  übrigen  sind 
den  Curven  g)  und  t/>,  welche  die  Grenzen  bestimmen,  gemeinsam. 
Die  Zahl  p  der  so  gefundenen  transscendenten  Bedingungen  stimmt 
genau  mit  der  Anzahl  von  algebraischen  Bedingungen  überein,  welche 
nach  dem  Früheren  für  die  Schnittpunkte  einer  Curve  m*^'  Ordnung 
mit  /  bestehen  müssen,  wenn  ?n  >  «  —  3.  Wie  sich  dies  für 
f}iKn  —  3  modificirt,  werden  wir  später  sehen. 

Man  wird  jetzt  noch  die  weitere  (schon  oben  angedeutete)  Frage 
aufwerfen,  ob  man  umgekehrt,  wenn  die  p  Gleichungen  (5)  oder 
deren  Integralgleichungen  bestehen,  immer  Curven  angeben  kann, 
welche  die  Grundcurve  bez.  in  den  Punkten  schneiden,  die  in  den 
Grenzen  der  Integrale  auftreten,  ob  also  das  betreifende  Punktsystem 
durch  die  Gleichungen  (5)  als  das  vollständige  Schnittsystem  von  / 
mit  einer  adjungirten  Curve  völlig  charakterisirt  ist.  Diese  Frage 
werden  wir  weiterhin  in  der  That  bejahend  beantworten. 

Zuvor  wollen  wir  das  Abel'sche  Theorem  in  anderer  Weise 
ableiten  (ohne  Benutzung  einer  eindeutigen  Transformation),  um  so 
mehr,  als  dabei  der  Zusammenhang  desselben  mit  anderen  rein 
algebraischen  Sätzen  hervortreten  wird,  welche  im  Wesentlichen  von 
Jacobi  herrühren. 

Es  seien  in  der  Ebene  (i  beliebige  Punkte  x'-^^  .r*^',  .  .  .  x^f^''  ge- 
geben, deren  Gesammtheit  durch  eine  Gleichung  fi*^'  Klasse  in  Linien- 
coordinaten,  nämlich  wy"  =  0,  dargestellt  werden  mag.  Wir  verbinden 
diese  Punkte  einzeln  mit  zwei  ebenfalls  ganz  willkürlich  gewählten 
Punkten  |  und  rj.  Die  Gleichungen  der  beiden  so  erhaltenen  Systeme 
von  je  ^  Strahlen  sind  dann  bez.  (j^^x^y  =  0  und  {xxrjY  =  0'^  und 
man  kann  setzen: 

(10)        {x^^Y  =  Yl  ('-^^^'''O y    (x^vY  =  Yl  (^^^"'^)  • 

j"  =:  1  J  =  1 

Diese  beiden  Strahlensysteme  schneiden  sich  in  fi-  Punkten,  von 
denen   /t   eben   die   Punkte  x^'^   sind;   ausserdem   haben   sie  also   noch 
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fi  (^  —  1)  Punkte  mit  einander  gemein.  Durch  diese  „übrigen 
Schnittpunkte"  —  so  sollen  dieselben  kurz  bezeichnet  werden  —  kann 
man  jedenfalls  noch  eine  Curve  der  Ordnung  2  fi  —  2  legen: 

denn  eine  solche  ist  erst  durch  (jw.  —  1)  (2 /u-  -j-  1)  Bedingungen  fest- 
gelegt; es  bleiben  also  in  ihr  noch  fi-  —  1  willkürliche  Parameter, 
über  die  wir  erst  später  in  passender  Weise  verfügen  werden.  Nach 
diesen  Festsetzungen  wollen  wir  zeigen,  dass  Folgendes  eine  iden- 
tische Gleichung  ist*): 

(11)  [i'QJ^^-^  fj ixxi'nr-'{xv^){xx('^nY-'U'b]) 
1=1 

=  A  .  {xxl,y  -\-  B  .  ixxr^y. 

Hier  steht  links  im  zweiten  Terme  eine  Summe  von  ^  Gliedern,  deren 

jedes  wieder  aus  dem  Producte  von  0  (j,     (|i^x<^'')  in  f* — 1  andere  Fac- 

toren  besteht;  denn  der  Index  k  an  dem  Productzeichen  T\  soll  an- 
deuten, dass  in  dem  Producte,  welches  im  k*'^^  Gliede  der  Summe 
auftritt,  der  dem  Index  i  =  k  entsprechende  Factor  ausgelassen 
werden  soll;  ferner  soll  der  Index  k  an  dem  eingeklammerten  Aus- 
drucke andeuten ,  dass  in  ihm  y  =  x^^'^ ,  und  der  Index  i  an  der 
anderen  Klammer,  dass  in  ihr  z  =  x^''>  zu  setzen  ist;  die  Symbole  x 
endlich  sollen  mit  x  gleichwerthig  sein ,  so  dass  u^^/^  ^e  v^'f^.  Um  die 
Richtigkeit  der  Gleichung  (11)  nachzuweisen-,  haben  wir  zu  zeigen, 
dass  der  links  stehende  Ausdruck  eine  Curve  darstellt,  welche  durch 
alle  ft^  Schnittpunkte  von  (;^:r|)^  =  0  und  (^^xijy  =  0  hindurchgeht. 
Setzen  wir  zu  dem  Zwecke  zunächst  x  =  x'<''^',  d.  h.  gleich  dem 
Schnittpunkte  der  Verbindungslinie  von  x^'''  und  ^  mit  der  Ver- 
bindungslinie von  X '■■"'>  und  t},  so  verschwindet  der  erste  Term  links, 
weil  0  durch  diesen  Punkt  hindurchgehen  soll,  und  jedes  Glied  der 
Summe  im  zweiten  Terme  ist  Null  wegen  der  Gleichungen 

(^(r  .)  I  ^  (,•))  ^  0  ,        (X^'-  •')  tj  X  (•'))  =  0  , 

denn  einer  dieser  Factoren  kommt  in  jedem  Gliede  der  Summe  vor. 
Setzen  wir  in  (11)  ferner  x  =  x^''^,  so  kommt  links  ebenfalls  Null, 
indem    sich    die    beiden    Terme    gegen    einander   aufheben.      In    der 

*)  Denkt  man  sich  die  beiden  Parameter,  welche  die  Strahlen  der  von  |  und 
ri  ausgehenden  Büschel  bestimmen,  als  Veränderliche  eingeführt,  so  kann  mau 
diese  Gleichung  auch  durch  zweimalige  Anwendung  einer  gewöhnlichen  Partial- 
bruchzerlegung  erzeugen ;  vgl.  p.  779  ft". 

52* 
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fi  -  gliedrigen  Summe  nämlich  verschwindet  alsdann  allein  das  dem 
Index  k  =  r  entsprechende  Glied  nicht.  Für  k  =  r  aber  bestehen 
die  Gleichungen: 


(12) 


,(.r('-)7?a;«)  .  (I^o:«'))  =  ft  (;fa;(')?j>"-i  {ilri) 


i  =  H 


i=z  1 

welche  sich  aus  den  Gleichungen  (10)  durch  Polarenbildung  leicht 
ergeben ;  und  vermöge  dieser  Gleichungen  wird  das  allein  übrig  bleibende 
r*^  Glied  der  Summe  gerade  negativ  gleich  dem  ersten  Terme  links, 
wie  es  sein  soll.  Der  Ausdruck  links  verschwindet  also  in  der  That 
für  alle  jt-  Schnittpunkte  der  beiden  Systeme  von  je  fi  Strahlen,  q.  e.  d. 
Wir  bilden  nun  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  (11)  die  {fi —  1)'® 
Polare  von  ^  und  setzen  dann  x  =  ty,  d.  h.  wir  setzen  auf  beiden 
Seiten  x  =  ^  -\-  li]  und  suchen  die  Coefficienten  von  A''  — ^.  Auf  der 
rechten  Seite  erhalten  wir  dann  identisch  Null.     Es  wird  also: 


(13)  ^■'■Q^^Zi)-Qt-'Q^-'  JJlix^lY-'ixvm'^vy-Kx^v)], 


wo  die  Indices  i,  k  an  den  eckigen  Klammern  aussagen,  dass  in 
letzteren  x  =  x^*^  bez.  x  ==  ;r<^)  zu  nehmen  ist.  Jedes  Glied  der  rechts 
stehenden  Summe  enthält  das  vollständige  (d.  h.  auf  alle  ^  Werthe  des 
Index  i  sich  beziehende)  Product: 

-fl  av^^^''^)  (^l^^'O  =  -  ix^nY  U'vir  =  (-  1)"+^  [(x^vYf' 

i=z  1 

Diesen  Factor  wollen  wir  vor  das  Summenzeichen  setzen,  und  dann 
auf  beiden  Seiten  mit  demselben,  sowie  mit  dem  links  auftretenden 
vollständigen  Producte  dividiren;  alsdann  erhalten  wir  folgenden  Satz: 
Zivischeu  (i  beliebt  ff  e?i  Punkten  a;^''  der  Ebene,  dargestellt  durch 
ii^^  =  (),  und  zwei  ebenfalls  beliebigen  Punkten  ^,  r]  besteht  die  iden- 
tische Gleichung: 

14)  u^-  r^^-^\^lll^'ll  (_  1).  =  'f  T__ ^1^1 1 

y)0  0  =  0  durch  alle  übrigen  fi  (ji  —  1)  Schnittpunkte  der  Verbindungs- 
linien von  ^  und  7]  mit  den  Punkten  x^'^  geht. 
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Aus  dieser  Identität  ergibt  sich  nun  durch  eine  leichte  Umformung 
der  sogenannte  Jacobi'sche  Satz,  aus  dem  dann  weiter  das  Abel'- 
sche  Theorem  abgeleitet  werden  kann.  Wir  nehmen  insbesondere  an, 
dass  jene  ^  Punkte  die  Schnittpunkte  zweier  Curven 

/  EE  «.,."  =  0     und     cp  EEE  a^'"  =  0 

seien,  welche  alle  getrennt  liegen  mögen,  so  dass  ^  =  mn.  Dann 
gehen  die  beiden  von  |  und  iq  ausgehenden  Systeme  zu  je  /i  Strahlen 
durdi  alle  Schnittpunkte  von  /'  und  (p ,  d.  h.  wir  können  setzen: 

^  ^^  {XxriY  =  CJ^-"  .  f  +  DJ^-  "^  .cp. 

Setzt  man  in  diesen  Gleichungen  x  =  c^('^',  so  werden  nur  die  linken 
Seiten  gleich  Null,  nicht  aber  f  und  cp.     Für  die  übrigen  Schnif/punAie 
tniiss  also  die  Determinante  verschivinden : 
(16)  A  =  A.r^/'- '«-"  =  A  .  D  —  B  .C , 

Setzt  man  aber  in  (15)  x  =  x'-'^,  so  verschwinden  auch  /'  und  qy. 
Bildet  man  also  die  erste  Polare  von  ^  und  rj  in  Bezug  auf  (xx^y  =  ^^ 
und  (;^a;j^)''  =  0  für  x  =  x^'^,  so  kommt,  indem  man  die  in  /',  q) 
multiplicirten  Terme  als  verschwindend  auslässt: 

^  (;^a;(')^)^-i  i%r}^)  =  [nAa^^'^-Uir,  +  wZ?a^'"-ia^],> 
^  (j^x^i)^Y-i  U^^)  =  [nAa^'^-^at  +  m^«,"'-i«|],-, 

II  {XX^'^rj}'-'^  (X^rj)=  \nCa^"-^a^  +  ml)a^"'-^a^]i. 

In  der  zweiten  und  dritten  Gleichung  haben  die  linken  Seiten  wegen 
der  Factoreu  (%§|),  (xw)  '^^^  Werth  Null.  Nach  dem  Multiplications- 
satze  der  Determinanten  wird  daher  (jt  =  ?n  n) : 


0  {x^nY~'^{ün) 


A     B\    \aJ'-'^ar,    «., 


■1, 


■'; 


=  —  A  .  (««m)  a,r"-'^cij"-'^ , 

wenn  man  sich  für  x  i  mmer  .t''>  geschrieben  denkt,  und  wenn 
?/,.  =  (g^^),  gesetzt  wird.  Mittelst  dieser  Relation  können  wir  in  (14) 
die  rechts  auftretenden  Nenner  durch  A  und  die  Functionaldeterminante 
von  /■,  cp  und  u  (d.  i.  ^rj)  ausdrücken..  Die  Form  A  hebt  sich  dann 
gegen  den  Zähler  fort,  wenn  wir  gleichzeitig 

setzen ,  wo  U  eine  ganz  beliebige  Function  der  Ordnung  m  -^  n  —  2 
ist.  Letzteres  darf  man  in  der  That  immer,  denn  der  Curve  0  =  0 
war  nur  die  Bedingung  auferlegt  durch  die  ft  (jw,  —  1)  übrigen  Schnitt- 
punkte zu   gehen ;    und   diese   Bedingung    wird  durch  A  =  0    erfüllt. 
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Mittelst  der  angegebenen  Substitution  nimmt  nun  die  Gleichung  (14) 
folgende  Gestalt  an: 

WO  (i  =  mn,  Ui  =  (^^),,  und  wo  der  Iudex  k  an  dem  eingeklammerten 
Ausdrucke  aussagt,  dass  in  letzterem  x  =  x^''^  gesetzt  werden  soll. 
Dieses  ist  die  Gleichung  des  Jacobi'schen  Satzes;  derselbe  lautet: 

Sind  /■  ==i  0,  9  =  0  ztvei  Ciirven  n'"''  und  m*^''  Ordnung,  ist  u^"*"  =  0 
die  Gleichung  ihrer  mn  (gelrennt  liegenden)  Schnittpunkte  in  Linien- 
coordinaten,  ferner  A  durch  die  Gleichung  (16)  definirt,  ü  eine  beliebige 
ganze  homogene  Function  der  Ordnung  n-\-m  —  2,  endlich  0  =  A  6^, 
so  besteht  für  die  Schnittpunkte  von  /  ==  0  imd  tp  =  Q  tmd  ztvei  beliebige 
andere  Punkte  |,  y\  immer  die  Gleichung  (17). 

Einen  besonders  wichtigen  Specialfall  dieses  Satzes  heben  wir  noch 
hervor.     Setzt  man  nämlich 

jj^n  +  '«  -  2  ,^    y    n  +  M  -  3  _  y  _^  =    y^>i  +  '«  -  3  .   (^  ^  x)  , 

so  wird  wegen  u^  =  0  und  u,j  =  0  auch  0|^  "/'G,/' "  ^  =  0;  und  wir 
erhalten  so  die  Gleichung*): 

Diese  Gleichung  hängt  cdlein  von  den  Coordinaten  der  mn  Schnitt- 
punkte der  Curven  /',  (p  und  von  den  Coefficienten  ihrer  Gleichungen 
ab  (nicht  mehr  von  den  willkürlichen  Punkten  %,  yf)  und  sind  deshalb 
von  besonderer  Wichtigkeit.  Dieselben  sind  in  der  That  von  der 
Jjinie  u  völlig  unabhängig,  denn  für  einen  Schnittpunkt  von  f  und  (p 
kann  man  immer  setzen  (vgl.  p.  769) 


*)  Für  diesen  Fall  ist  obiger  Satz  von  Jacobi  gegeben:  Theoremata  nova 
algebraica,  Crelle's  Journal,  Bd.  U,  p.  281.  Die  allgemeinere  Gleichung  (17) 
findet  sich  bei  Gl.  u.  G.  A.  F.  p.  44.  Für  die  Darstellung  des  Beweises  im  Texte 
benutzte  der  Herausgeber  einige  mündb'che  Bemerkungen  von  Gordan.  —  Die 
Gleichung  (18)  ist  eine  Erweiterung  eines  auf  p.  817  f.  für  eine  binäre  Veränder- 
liche X  ausgesprochenen  Satzes,  welcher  in  homogener  Form  dahin  lautet,  dass 
wenn  Xi(')  ■  ^A^)  ^[q  Wurzeln  einer  Gleichung 

sind,  die  Identität  besteht: 


wo  V  eine  beliebige  binäre  Form  (n  —  •2)ter  Ordnung  bedeutet.  In  Betreff  einer 
Erweiterung  für  beliebig  viele  Veränderliche  vgl.  Clebsch,  Crelle's  Journal, 
Bd.  63,  p.  -224  ff. 
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Die  F'unction  F./'+"'~^  ist  noch  ganz  beliebig;  man  kann  daher  alle 
möglichen  Gleichungen  (18)  aus  J  (w  +  m  —  2)  (n  -f  m  —  1)  beliebig 
gewählten  linear  zusammensetzen..  Aber  V  {x'^'^)  kann  man  wegen 
/•  (a;('))  =  0,  (p  (o;"*)  =  0  auch  durch 

V  (^^(0)  -}-  j/  (x^D)  +  Z?  g)  (a;(')) 

ersetzen,  wo  A  von  der  (w  —  3)**^»,  B  von  der  («  —  3)*«"  Ordnung  in 
x^'^  ist,    ohne   dass   dadurch   die  betreffende   Gleichung   (18)   geändert 
würde.     Vermöge   f  =  0,    cp  =  0   kann    man    also    alle    Gleichimgen 
(18)  aus 
^(^n-\-m  —  2){fi  +  m—\)-^{m—2){m  —  l)  —  ^Qi  —  l)(ji  —  2)  =  mn—l 

unter  ihnen  herstellen. 

Aus  diesen  mfi  —  1  Gleichungen ^ann  man  dann  die  Verhältnisse 
der  mn  Grössen: 


linear  berechnen.  Andererseits  aber  kann  man  aus  je  mn  der  Ge- 
samratheit  der  -^{n-j-m  —  2)  (ji -{- ?n —  1)  Gleichungen  (18)  diese 
Grössen  eliminiren  und  erhält  so  eine  Anzahl  von  Relationen  zwischen 
den  Coordinaten  der  Schnittpunkte  von  /'  und  cp,  in  denen  die  Coef- 
ficienten  von  /"  und  (p  nicht  mehr  vorkommen,  die  also  allein  von 
jenen  Coordinaten  abhängen;  und  zwar  wird  die  Zahl  dieser  Relationen^ 
da  nur  die  Verhältnisse  der  mn  Grössen  Si  vorkommen,  gleich 

^(^,i^m—2)(n-\-m  —  l)—mn-}-l=^{n-~l){n  —  2)-{-^{m~\Xm  —  2). 

Für  m  =  n  stimmt  dies  überein  mit  dem  früher  erhaltenen  Resul- 
tate, dass  zwischen  den  2n'^  Coordinaten  der  «^  Punkte  (w — \){n — 2) 
Relationen  bestehen  sollen  (vgl.  p.  755).  Für  m  >  ti  können  diese 
Relationen  aber  nicht  von  einander  unabhängig  sein;  denn  sonst 
könnte  es  eintreten,  dass 

\{m—l)  {m  —  2)  -f  ^  (w  —  1)  («  —  2)  ^  2  mn 

wird,  d.  h.  die  Zahl  der  Relationen  die  der  Unbekannten  übertrifft, 
was  nicht  sein  darf.  Die  Zahl  der  von  einander  unabhängigen  Glei- 
chungen zwischen  den  Coordinaten  der  mn  Punkte  haben  wir  ja  auch 
schon  früher  gleich  m?i  —  3  n -\-  1  gefunden.  Man  wird  indess  ver- 
langen müssen,  dies  Resultat  direct  aus  der  Natur  der  Relationen 
abzuleiten,  zu  welchen  die  Gleichungen  (18)  Veranlassung  gaben,  oder 
aus  letzteren  Gleichungen  selbst;  und  so  ist  es  in  der  That  von 
Jacobi  geschehen*),  doch  soll  hier  darauf  nicht  weiter  eingegangen 
werden. 


*)  Vgl,  den  auf  p.«755  erwähnten  Aufsatz  desselben. 
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Das  Vorstehende  gilt  zAiiiächst  nur  für  den  Fall,  dass  alle  mn 
Punkte  a:*''  getrennt  liegen.  Berühren  sich  indess  die  Curven  /  und 
(p  in  einem  Punkte  .i;^'*,  so  werden  die  Grössen  a.r"-^ai  und  (v.^'"  '«j 
iu  diesem  Punkte  (d.  li.  die  Coordinaten  der  gemeinsamen  Tangente) 
einander  proportional,  und  folglich  verschwindet  der  Nenner  des  be- 
treffenden Gliedes  auf  der  linken  Seite  von  (17) ;  und  diese  Gleichung 
verliert  zunächst  ihre  Gültigkeit.  Richten  wir  es  indess  so  ein,  dass 
auch  die  Function  U  des  Zählers  für  den  Berührungspunkt  ebenfalls 
verschwindet,  und  setzen  wir  für  den  Augenblick 

so  treten  entsprechend  den  Punkten  x^''>  und  x^'^  -^  dx^'\  in  (17)  die 
beiden  Glieder  auf: 

, ,   m  ^  „  —  3  rr  fj  m  Jf-n  —  Zjj                      rj  m  +  n  —  '3  tt 

^■r  ^y      ■      ^.r ^d.v  q  IJ^ _y 

tl)  /«  +  "  —  3  0  "1      (j,    »I  +  «  —  3  (j)                      0   '«  +  "  —  3  0     ' 

»"V                          1/  .1.'                         (t  X                    ."V                         y 

wo  1/  ein  Punkt  der  beiden  Curven  gemeinsamen  Tangente  von  x<') 
ist,  so  dass:  dx/,^'^  =  öXk  -\-  rt//^.  Ebenso  tritt  ein  r-fach  zählendes 
Glied  in  der  Summe  (17)  auf,  wenn  sich  die  Curven  /',  cp  in  einem 
Punkte  (r  —  1) -punktig  berühren,  und  wenn  die  Curve  (7  gleichzeitig 
beide  Curven  (r  —  2) -punktig  berührt.  Analoges  gilt  für  den  Fall, 
dass  eine  der  Curven  /',  cp  durch  einen  Doppelpunkt  der  andern 
hindurchgeht.  — 

Es  soll  Jetzt  aus  den  Gleichungen  (17)  wieder  das  Ah el' sehe  Theorem 
abgeleitet  werden. 

Wir  formen  zuerst  die  auf  der  linken  Seite  von  (17)  stehenden 
Ausdrücke  um.  Von  dem  Schnittpunktsysteme  a;*')  der  Curve  (p  mit  /' 
gehen  wir  über  zu  dem  benachbarten  Punktsysteme  x'^'^  -f-  ^a;*'\  welches 
eine  zu  (p  benachbarte  Curve  cp  -\-  d  (p  =  0  auf  f  ausschneidet.  Hier 
soll  d(p  ein  Ausdruck  m*"  Ordnung  in  Xi  sein,  dessen  Coefflcienten 
unendlich  kleine  Grössen  sind,  und  letztere  sollen  als  Incremente  der 
Coefflcienten  «/i-Ä...  von  cp  aufgefasst  werden.  Für  die  Punkte 
.r''>  -f-  f/.T*''  gelten  dann  der  Annahme  nach  die  Relationen 

(19)  m  («.,'"  -  1  «rf.,)e  +  d(p  (.tO)  =  0  ,     («.,"  -  '  a,:,)i  =  0  . 

Für  die  beliebige  Function  Uj"  +  "~^  wollen  wir  nun  das  Product 
ß„_2  .  ^qp  setzen,  wo  Q  =  0  eine  zu  /"  anjungirte  Curve  ist,  welche 
durch  n  —  2  der  Schnittpunkte  von  u  mit  /'  hindurchgeht  (p.  790). 
Ferner  legen  wir  die  beiden  Punkte  l,  r]  in  die  beiden  übrigen  Schnitt- 
punkte von  u  mit  /",  so  dass: 

(20)  /•  (§)  =  a^"  =  .0 ,    /•  {7i)  =  a,"  =  0  . 

Schreiben  wir  in  Rücksicht  auf  (19)  noch  ma^^^'-^a,,,^  statt  — d(p, 
multipliciren    Zähler    und  Nenner  jedes  Gliedes  ?iuf  der  linken  Seite 
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von  (17)  mit  aj'~'^(tc,  wo  c  ein  beliebiger  Punkt  ist,  und  fügen  im 
Zähler  den  wegen  « /  -  ^  a^x  =  0  verschwindenden  Term  ß  .  « i"  -  ^  <«,,,. 
.«r"'~*«<;  hinzu,  so  wird: 


Hierin  können  wir  endlich  noch  setzen: 

{a ci)k dx" ~ ^  fix'" ~^  =  Q Xu  , 
und  dadurch  erhalten  wir  für  iii=  (§»?),: 


wo   nun   rechts   ein   Differential  dritter  Gattung  steht,  wie  im  Abel'- 
schen  Theoreme, 

Die  Umformung   der  rechten  Seite  von  (17)  knüpft  an  die  für  Q 
bestehende  Identität  an  (p.  791): 

(22)  Q.,«-2  (^^^)  (g^^,)  _  (g^g)2  .  /•  (^)  ^  (^  ,^-,^  ,  ,y , 

Wir  haben  0  durch  A  .  Q  .  dgo  zu  ersetzen,    wo   A   durch   Gleichung 
(16)  definirt  ist.     Dann  wird  nach  beregter  Identität: 

0/M-2  (r]^x)  iUx)  =  {^ritf  .  f{x)  .  A  (.r)  .  dcp  (.u)  +  {Irix)  .N.A.dcp. 

Aus  den  Gleichungen  (15)  folgt  aber: 

A{x)rix)  =  D{x)  .  {ixiy-  -  B{x)  .  iixriY  ; 

und    wenn    Avir   dies  in   die   letzte   Gleichung  eintragen  und  dann  die 
jtt*ö  Polare   von   r]   für  x  =  l   bilden    (d.   h.   x  =  'B,  -\-  Ir]    setzen   und 
beiderseits  den  Coefficienten  von  A^"  aufsuchen),  so  kommt: 

Nach  (15)  ist  ferner: 

{Xy]lY  =  B{rj)  .  <p(rj),       (x^riY  =  D{1)  .  cp{^)- 
und  sonach  findet  man: 


c;-0 


r»  /<  —  1  r»  M  —  1 

°l  ^r, (^_iy-i^Sq>ir})  d>(|) 


Durch  Einsetzen  dieses  Werthes   in   die  rechte   Seite   von  (17)  erhält 
man  endlich  Avegen  (21): 

und  dies  ist  nichts  anderes,    als  die  Differentialgleichung  (8),  aus  der 
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durch  Integration  das  AbePsche  Theorem  in  bekannter  Form  i'olgte. 
Damit  iväre  auch  der  zweite^  directe  Beiveis  dieses  Theorems  erbracht. 

Wenn  von  den  Punkten  'a;*'^  einzehie  (z.  B.  r)  einander  unendlich 
nahe  rücken,  so  werden  in  der  links  stehenden  Summe  r  Differentiale 
einander  gleich;  eine  weitere  Besonderheit  aber  tritt  nicht  ein,  denn 
der  Nenner  des  Differentials  wird  nicht  unendlich,  wie  dies  doch  beim 
Jacobi'schen  Satze  eintrat.  Dies  liegt  daran,  dass  durch  r  —  1  der 
benachbarten  Punkte  dann  auch  die  Curve  (p  ~\-  dtp  =  0  hindurch- 
geht; dass  also  für  IJ  =  Q  .  d(p  der  Zähler  immer  in  ebenso  hoher 
Ordnung  verschwindet,  wie  der  Nenner,  d.  i.  wie  die  Functional- 
determinante  von  /,  (p  und  ?<;  und  dies  stimmt  mit  den  Bemerkungen 
auf  p.  824  überein.  — 

Man  übersieht  leicht,  dass  man  statt  der  Gleichung  (17)  des 
Jacobi'schen  Satzes  nur  die  einfachere  Gleichung  (18)  zu  benutzen 
braucht,  wenn  man  das  Abel'sche  Theorem  allein  für  Integrale  erster 
Gattung  ableiten  will;  und  dem  entsprechend  wird  sich  dann  der 
Beweis  vereinfachen  lassen,  indem  man  zunächst  direct  die  Gleichung 
(18)  aufstellt.  Es  ist  nun  aber  wichtig,  dass  man  auch  umgekehrt  aus 
letzterer  Gleichung  das  Abel'iTÄe  Theorem  für  Integrale  dritter 
Gattung  herleiten  kann;  und  zwar  geschieht  dies  auf  Grund  folgender 
[Jeberlegung. *)  Beim  Beweise  des  Jacobi'schen  Satzes  wurde  an 
keiner  Stelle  die  Irreducibilität  der  Curve  /  ^  « i"  ==  0  vorausgesetzt ; 
die  Gleichung  gilt  daher  auch,  wenn  die  Curve  f  oder  g)  zerfällt. 
Setzen  wir  nun  insbesondere 

rt^."  =  b,^^  .  c.c* ,     wo  also     n  =  p  -^  q , 

so  wird: 

n  {a  a  u)  aj'  -  ^  aj"  -  ^  =  aj"  -^  {p  hj  -^{bau)  c.^'^  -\-  q  cj  "^ca  u)  bj  } . 

Bezeichnen  wir  sonach  mit  t/'^  die  Schnittpunkte  von  bj'  =  0  und 
a^'"  =  0,  mit  z(')  die  von  cj  =  0  und  ««'"  =  0,  so  geht  die  Gleichung 
(18)  über  in: 


Die   hier  auftretenden  Quotienten  sind   von  den  Grössen  //,   voll- 


*)  Vgl.  Harnack:  Ucber  eine  Behandlungsweise  algebraischer  Differentiale 
in  homogenen  Coordinaten,  Math.  Annalen,  Bd.  9,  p.  371  ff.  Die  Gleichung  (18) 
wird  hier  durch  Discussion  derjenigen  Gleichung  {mn)^^^  Grades  gewonnen, 
welche  die  Werthe  des  Quotienten 

y  m-\-  H  —  d  u 


in  den  mn  Tunkten  j;'''  bestimmt;  vgl.  die  Anmerkung  auf  p.  811. 
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ständig  unabhängig;  in  tler  ersten  Summe  kann  man  also  auch  setzen: 
u-  =  ac/'^,  und  in  der  zweiten  Summe:  Ui^=bihJ'-^,  so  dass  die 
Gleichung  resultirt: 

und  der  vollständigen  Symmetrie  wegen  sind  beide  Summen  auch 
gleich : 


wo  x^'^  die  Schnittpunkte  von  b^^''  =  0  mit  cj  =  0  bedeuten.  Wählt 
man  aber  insbesondere  cj  =  (^rjx)  =  u^^,  so  geht  die  gewonnene 
Gleichung  (24)  über  in: 

Von  hier  ausgehend  gelangt  man  in  folgender  Weise  wieder  zum 
Abel'schen Theoreme.  Die  linke  Seite  geht  vermöge  (21)  für  ^=0;,  -2^9^ 
unmittelbar  in  die  Summe  von  Differentialen  dritter  Gattung  über 
(bis  auf  einen  Zahlenfactor  m),  welche  in  (23)  auftreten,  wenn  man 
nur  «t"  durch  b,rP  ersetzt.  Ganz  analog  kann  man  aber  auch  die 
rechte  Seite  unserer  Gleichung  behandeln,  indem  nian  nur  die  Rollen 
der  Curven  b,^P  =  0  und  u,r  =  0  vertauscht.  Es  wird  dann  zunächst, 
wenn  man  wie  bei  Bildung  der  Gleichung  (21)  verfährt: 

f^m+p-2  ^p  -  2  _  _,       m  -  1 

(26)  = . .  =  —  m  -^ ^-^^ '  ;'~^    \ , 

oder  wegen  q  ^^  =  {ua)u  «i'"  "  * : 

wobei  nun  Uz  =  0  und  lUz  ==  0  vorausgesetzt  wird.  Das  Differential 
rechts  bezieht  sich  also  auf  die  Gerade  ?/.  =  0,  statt  auf  die  Curve 
a.^"  =  0.  Wir  können  daher  für  die  Punkte  dieser  Geraden  eine  neue 
binäre  Veränderliche  x,  :  x^  einführen  mittelst  der  Substitution : 

Zk  =  J<t  ^A  +  ^1  ^k  ,     dzk  =  bcdxi  -f  rj/,dx.;^ . 

Dann  wird  wegen  der  für  Q  bestehenden  Identität  (22): 

(xjßl  -j-  x^QrjY-'^x^x^  =  (jfj&i  +  x.,b,j)i'-, 

und  es  geht  das  in (26) rechts  stehende  Differential,  da{c^rj)==i(c  über  in: 

m  - — — -  =  'm  d  log  -  • 
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Die  Summe  dieser  Differentiale  ausgedelini  über  alle  Wurzelu  der 
Gleichung  {f(^H^  -{- a^x.,)'"  =  0  haben  wir  zu  bilden.  Diese  Summe 
ist  aber 

=  ""^ l°g    (.1  >,  •  •  •  >i  -  '"^  '»g  ((-  1)'  ^) 

=  —  /n  d  log  -^-T^T  • 

Da  aber  der  Zahlenfactor  tn  nach  der  angegebenen  Umformung  in 
gleicher  Weise  auf  der  linken  Seite  von  (25)  auftritt,  so  haben  wir 
in  der  That  aus  (25)  wieder  das  AbeTsche  Theorem  für  Integrale 
dritter  Gattung  gewonnen. 

Ebenso  wie  der  Jacobi'sche  Satz,  gilt  aber  auch  das  AbeTsche 
Theorem  für  zerfallende  Grundcurven;  setzt  man  letzteres  als  bekannt 
voraus  für  solche  Integrale,  die  nur  in  Doppelpunkten  von  f  unendlich 
werden,  so  kann  man  also  daraus  die  Gestaltung  desselben  für  andere 
Integrale  ableiten,  ohne  zu  dem  Zwecke  auf  den  Jacobi'schen  Satz 
zurückzusehen.     Setzt  man  nämlich 


und  bezeichnet  mit  ;/''>  die  Schnittpunkte  von  «/«  =  0  und  ßj'  =  0, 
mit  z^'^  die  von  «i-'"  =  0  und  y.^'''  =  0,  so  geht  die  Gleichung  des 
Abel'schen  Theorems  unmittelbar  über  in: 


«•  =  1     \  -^  C      Jl  ,■  _  1 


Eifie  Summe  von  Differentialen ,  ivelche  zu  der  Grujidciirve  ßj'  ==  0 
gehören  und  in  einigen"^)  ScJmittpunkten  derselben  mit  yj' =  0  unendlich 
iverden,  erscheint  also  zurückgeführt  auf  eine  Summe  von  Differentialen, 
ausgedehnt  über  die  Grundcurve  yji  =  0,  ivelche  in  denselben  Schnitt- 
punkten der  letzteren  mit  ßj'  =  0  unendlich  iverden.  Hieraus  wird  sich 
uns  sogleich  ergeben,  dass  auch  eine  Summe  von  Integralen  mit  be- 
liebigen ünendlichkeitspunkten,  ausgedehnt  über  die  Schnittpunkte 
der  Grundcurve  /3./  =  0  mit  einer  Curve  (^./"  =  0,  durch  Logarithmen 
und  algebraische  Functionen  darstellbar  ist,  was  übrigens  auch  schon 
aus  der  früher  gegebenen  Zurückführung  eines  beliebigen  Integrals 
auf  Summen  von  Integralen  mit  einer  linearen  Function  im  Nenner 
hervorgeht  (p.  778  ff.).  Auf  eine  analoge  Zerlegung,  wie  sie  damals 
angewandt  wurde,  muss  man  auch  in  vorliegendem  Falle  zurückgehen, 
um  die  Auswerthung  der  Integralsumme  wirklich  auszuführen.  Be- 
zeichnen  wir  nämlich  mit  u.pP'^  ==  0  die  Gleichung  der  Schnittpunkte 
von  yj  =  0  mit  ß^^^'  ==  0,  so  ist  (vgl.  p.  778): 


*)  Durch  die  anderen  Schnittpujikte  beider  Curven  geht  dann  auch  die  Curve 
0  =  0. 
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1              c 
und  also      -  = vermöeje  /3.r'' =  0,  folglich  auch: 


Hier  stehen  rechts  Differentiale,  welche  sich  auf  die  Curve  (^.r^)?«  =  0 
als  Grundcurve  beziehen.  Letztere  aber  zerfällt  in  lauter  gerade 
Linien;  man  kann  daher  die  rechts  stehende  Summe  weiter  in  Summen 
von  Differentialen  zerlegen,  deren  jedes  sich  nur  auf  eine  dieser  jjq 
Geraden  bezieht  und  also  durch  Einführung  einer  binären  Veränder- 
lichen direct  ausgewerthet  werden  kann,  wie  es  soeben  beim  Differentiale 
dritter  Gattung  geschah.  Man  kommt  so  natürlich  zu  demselben 
Resultate,  wie  es  eine  Partialbruchzerlegung  des  links  stehenden 
Differentials  ergeben  würde. 

Betrachten  wir  noch  als  Auwendung  des  hier  erörterten  Princips 
den  besonderen  Fall,  wo  die  Grundcurve  in  drei  gerade  Linien  zer- 
fällt, sagen  wir  in  x^  =0,  a:.^  =  0,  x^  =  0,  Für  die  Schnittpunkte 
a;(''  derselben  mit  a^"'  =  0  erhalten  wir  dann : 


2 


7 {cxdx) \  ^^nydy)i\     /^azdz)A     /'^'/(f^OA  ^q 

\XiX2C3-\-  x^x^ci-^-  Xc^XiCzJi     j^\  2/22/3   )iJ^\  HH  )  i      J^\  hh  )i         ' 

WO  durch  ?/''^  die  Schnittpunkte  von  aj'^  ==  0  mit  x^  =  0,  durch  z^''> 
die  mit  x.,  =  0,  durch  t^'^  die  mit  0:3  =  0  bezeichnet  sind.  Analog 
wie  bei  Gleichung  {2^)  wird  dann  aber: 

Ebenso  findet  man  für  die  zu  den  Linien  Xi  =  0,  x.,  =  0  gehörigen 
Summen  bez.  die  Werthe: 

.log(-l)"      und       <^log(-«j)'". 

Das  Integral  der  Summe  dieser  drei  Werthe  aber  ist  gleich  log( — 1)'" 
=  min.     Und  somit  besteht  die  Relation: 

y,^'^2/-/^ . . .  W""    ^/'^ .  2/'^    . .  z/'"^    t^^'^tj^^ . . .  t,^'"^ 
Vi     y<i     "  •  Vi  -3     -3     •  •  •  -3  «1    r^     . . .  «1 

Diese  Gleichung  ist  identisch  mit  dem  sogenannten  Gar  not 'sehen 
Theoreme,  welches  man  gewöhnlich  in  der  folgenden  Fassung  aus- 
spricht : 

Sind  y.^'"!  :  y.^^'),  Zj(')  :  z-^'^i ,  ^.^(')  :  ?/'")  die  AhstandsverhüUnisse  der 
Scliniltpunläc  einer  Curve  m^"  Ordnung  mii  den  Seilen  eines  Dreiecks  von 
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den  Ecken  dieses  Dreiecks,  so  besieht  zwischen  diesen  Abstandsverhältnissen 
die  Relation  (28). 

Analoge  Sätze  bestehen  für  die  Schnittpunkte  der  C„,  mit  einer 
beliebigen  Zahl  von  Geraden.*)  — 

Endlieh  sei  noch  daran  erinnert,  dass  man  aus  dem  Abel'schen 
Theoreme  für  Integrale  dritter  Gattung  nach  p.  792  durch  Anwendung 

des  Processes   U ^    t,;    auch    das    Ah eV sehe    Theorem    ftir    Integrale 

zweiter  Gattung  leicht  ableiten  kann ;  an  Stelle  der  Logarithmen  auf 
der  rechten  Seite  treten  dann  algebraische  Functionen.  Es  soll  hierauf 
aber  nicht  mehr  eingegangen  werden.  — 

Es  liegt  die  schon  oben  berührte  Frage  nahe  (p.  818),  ob  das 
Abel'sche  Theorem  umkehrbar  ist,  d.  h.  ob  man  aus  den  Gleichungen 
(8)  oder  aus  deren  p  Integralgleichungen: 

i  äuh-^  i  dUh-\-  .  .  .-^  i  duh  =  0 

(Ä  =  l,  2,  3  ...;>) 
immer  schliessen  kann,  dass  die  ft  Punkte  x('^  sämmtlich  auf  einer 
adjungirten  Curve  liegen.  Dabei  sei  bemerkt,  dass  ^  nicht  nothwendig 
durch  n  theilbar  sein  muss,  denn  nach  dem  Obigen  fallen  alle  die- 
jenigen Schnittpunkte  fort,  welche  gleichzeitig  auf  der  die  unteren 
Grenzen  bestimmenden  Curve  liegen.  Da  man  nun  durch  m  n  — 
Huii  (i  —  1)  —  p  beliebige  Punkte  immer  eine  adjungirte  Curve  m*^"" 
Ordnung  legen  kann ,  so  kommt  unsere  Frage  wesentlich  darauf  hinaus, 
ob  durch  die  Gleichungen  des  Abel'schen  Theorems  für  Integrale 
erster  Gattung  **)  im  Allgemeinen  p  Punkte  eifidexiiig  durch  die  übrigen 
bestimmt  sind.  Dies  ist  aber  in  der  That  der  Fall,  wie  die  Behand- 
lung des  sogenannten  Ja,cohi'sc?ie}i  Umkehrproble?ns  der  A.hQVsche7i 
Integrale  lehrt.     Letzteres  lässt  sich  in  folgender  Weise  formuliren  ***) : 


*)  Man  beweist  dieselben  sonst  algebraisch  in  elementarer  Weise ;  vgl.  Car- 
not's  geometrie  de  position,  sowie  die  Anmerkung  auf  p.  754. 

**)  In  Betreff  entsprechender  Fragen  bei  Integralen  dritter  Gattung  vgl,  den 
weiterhin  folgenden  Abschnitt  über  Schnittpunktsysteme  nicht  adjungirter  Curven. 

***)  Dasselbe  wurde  von  Jacobi  in  der  Weise  für  hyperelliptische  Integrale 
formulirt  (jedoch  nicht  erledigt):  Crelle's  Journal,  Bd.  9  und  13.  Davon  wird 
unterschieden  das  sogenannte  Riemann'sche  Umkehrproblem,  welches  verlangt, 
eine  obere  Grenze  zu  bestimmen,  wenn  die  Werthe  w^j  der  p  Integrale  Uf^  für 
diese  obere  Grenze  gegeben  sind,  und  welches  aus  dem  Jacobi'schen  hervor- 
geht, wenn  man  p  —  1  der  Punkte  x^^^  mit  den  entsprechenden  Punkten  &'^  zu- 
sammenfallen lässt.  Dasselbe  ist  natürlich  nur  lösbar,  wenn  zwischen  den  Grös- 
sen Vf^  gewisse  p  —  1  Relationen  bestehen.  Vgl.  darüber  C.  Neumann,  a.  a.  0., 
p.  393  ff.  und  p.  .514,  Prym,  a.  a,  0. 
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Es  sind  die  p  Gleichungen  gegeben 

(29)     V    Cdu,  =  Vi ,      V    fdn,  =  y., ,  .  .  .    V    /  dup  =  Vp, 

^-i)  ^^i)  '-'i) 

tvo  die  i\,  V.,,  ...  Vp  von  einander  unabhängige  Constante  (nämlich  die 
negativen  Integralsummen  über  die  fi  —  p  übrigen  bekannten  Punkte) 
sind,  und  tvo  die  c'''  beliebige  ein  für  allemal  als  fest  angenomme?ie 
Punkte  bedeuten,  ivelche  möglicher  Weise  auch  alle  oder  theilweise  in 
einen  zusammenfallen  können:  man  soll  die  p  oberen  Grenzen  a;(')  als 
Functionen  der  gegebenen  Grössen  Vh  darstellen.^) 

Die  wirkliche  Lösung  dieses  Problems  liegt  ausserhalb  der 
Grenzen  unserer  Betrachtungen;  sie  geschieht  nach  ßiemann  mit 
Hülfe  der  sogenannten  0- Functionen**);  und  zwar  kann  man  zwei 
verschiedene  Wege  einschlagen. 

Zunächst  nämlich  kann  man  darauf  ausgehen,  die  Gleichung  einer 
Curve  ^  =  0  zu  finden ,  welche  auf  /  =  0  die  ^  —  p  gegebenen  und 
die  p  gesuchten  Punkte  ausschneidet.  Dies  wird  dadurch  möglich, 
dass  man  —  die  p  Grössen  Vh  als  bekannt  vorausgesetzt  —  den  Quo- 
tienten -y  zweier  ganzen  homogenen  Functionen  in   rc, ,  x^,  x^   durch 

einen  Quotienten  von  0- Functionen  darstellen  kann  der  Art,  dass  (p 
vermöge  f=0  ausser  in  den  gegebenen  Punkten,  für  welche  auch  tlj 
Null  ist,  nur  in  den  p  gesuchten  Punkten  a;*^'  ...  .t'p'  verschwindet, 
dagegen  xf^  ausserdem  nur  in  den  p  ebenfalls  bekannten  Punkten  c^'\ 
welche  in  den  unteren  Grenzen  auftreten.  ***)  In  den  Argumenten  der 
benutzten  0- Functionen  treten  dabei  neben  anderen  Constanten  die 
Grössen  v/,  auf,  d.  h.  die  gegebenen  Integralsummen. 

Der  zweite  Weg  löst  das  Problem  durch  Vermittlung  von  Inte- 
gralen dritter  Gattung,   indem   er  zunächst  eine  Methode   entwickelt, 

*)  Vgl.  Cl.  u.  G.  A.  F.  p.  138.  —  In  den  p  Gleichungen  (29)  gehört  zu  der- 
selben oberen  Grenze  x^'''  immer  dieselbe  untere  Grenze  c^'^ .  Dies  ist  verschieden 
von  Riemann-s  Bestimmungsweise  der  unteren  Grenzen;  derselbe  benutzt  in 
derselben  Summe,  auch  wenn  die  oberen  Grenzen  verschieden  sind,  immer  die 
selbe,  dagegen  in  jeder  der  p  Summen  je  eine  andere  untere  Grenze";  vgl. 
R.  A.  F.  §.  15  und  16. 

**)  Vgl.  R.  A.  F.  §.  17  und  22.  Die  Theorie  dieser  Functionen  findet  man 
ausführlich  bei  Neumann:  Theorie  der  Abel'schen  Integrale,  Leipzig  18G5, 
p.  28  ff.  und  p.  442  ff.  —  Es  ist  zu  bemerken,  dass  die  Riemann'sche  Defini- 
tion der  0 -Function  von  der  bei  Cl.  u.  G.  A.  F.  p.  195  getroffenen  abweicht, 
indem  die  Argumente  um  einen  Zahlenfactor  ^  verschieden  sind,  was  durch  die 
verschiedene  Wahl  der  normalen  Periodicitätsmoduln  der  Integrale  erster  Gat- 
tung (vgl.  oben  p.  803)  bedingt  ist. 

***)  Vgl.  R.  A.  F.  §.27;  Roch,  Crelle's  Journal ,  Bd.  06,  p.  99  und  Weber, 
ib.  Bd,  70,  p.  316. 
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vermöge  deren  eine  Samrae  von  p  Normalintegralen  dritter  Gattung 
mit  denselben  Grenzen  c(')  und  a;^')  als  Functionen  der  gegebenen 
Grössen  v^,  v.^,  ...  Vp  darstellbar  ist.*)  Um  die  /;  Punkte  a;<'*  zu 
bestimmen ,  kann  man  zunächst  die  p  Strahlen  eines  Büschels 
Ua:  —  Afj.-  =  0  bestimmen,  welche  durch  diese  Punkte  hindurchgehen, 
d.  h.  die  Gleichung  />*^"  Grades  für  A  aufstellen,  welche  diese  Strahlen 
bestimmt.  Sucht  man  dann  die  entsprechenden  Strahlen  eines  zweiten 
Büschels,  so  kann  man  die  Punkte  a;*''  als  deren  Schnittpunkte  durch 
lineare  Gleichungen  finden.  Dabei  ist  zu  bemerken,  dass  die  genannten 
Strahlen  des  zweiten  Büschels  sich  rational  (und  zwar  mittelst  linearer 
Gleichungen)  bestimmen  lassen,  wenn  die  des  ersten  bekannt  sind,**) 
Es  kommt  also    darauf   an,    den  Werth    der    algebraischen  Function 

—  in  den  p  Punkten  a;''*  durch  eine  Gleichung  7)*™  Grades  zu  be- 
stimmen. Diese  Aufgabe  kann  man  noch  dadurch  verallgemeinern, 
dass  man  statt  -^    den    Quotienten    —  betrachtet,  dessen  Zähler  und 

Nenner  von  gleich  hoher  Ordnung  sein  sollen,  d.  h.  die  Curven  des 
Büschels  (p  —  l-il^  =  {)  aufsucht,  welche  durch  die  Punkte  vT*'*  hindurch- 
gehen. Die  Werthe,  welche  —  in  letzteren  Punkten  annimmt,  werden 
sich  dann  durch  eine  algebraische  Gleichung 

(30)        {ly  +  "/,  (I)'  -'+M.,  i^if-'  +  .  .  .  +  ^/.  =  0 

bestimmen,    deren   Coefficienten    Mi   zu  bestimmende  Functionen  der 

Integralsummen  v/,  sind;  und  man   braucht  nur  für   eine  Function  -^ 

die   Wurzeln    zu    kennen,    um    dieselben    für    jede    andere    Function 

%  berechnen  zu  können  (wie  beim  Strahlbüschel  u  —  kv). 

Diese  Functionen  Mi,  oder  allgemeiner  symmetrische  Functionen 
der  p  Werthe,  welche  eine  homogene  Function  tmllter  l)i?nension  in  p 
verschiedenen  Punkten  annimmt,  nennt  man  Abel'^cAe  Functionen  der 
durch    (29)   definirten  Argumente  v.***)      Es   sind  2p- fach  periodische 


*)  Vgl.  Cl.  u.  G.  A.  F.  p.  138—200. 

**)  ib.  p.  142  f. 

***)  Andere  Grössen  sind  es,  welche  Riemann  (in  seinen  Vorlesungen)  als 
Abel'sche  Functionen  bezeichnet  hat.  *  Seien  nämlich  x^^\  x^'^\  .  .  .  x^^  ~  ^'  p  —  1 
Punkte,  in  denen  die  Grundcurve  von  einer  adjungirten  C^_  3  berührt  wird,  was 
im  Allgemeinen  nur  in  einer  endlichen  Anzahl  von  Punktsystemen  ge- 
schehen kann ,  und  sei  qp  =  0  die  Gleichung  dieser  f^„  _  3 ,  1/»  =  0  die  Gleichung 
einer  anderen  (^„_-^  derselben  Art  mit  den   Beriiliningsjtniikten    //''',  so  ist  der 
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Functionen  dieser  Grössen,  da  die  p  Integrale  erster  Gattung  (nach 
p.  804)  2p  Systeme  von  Periodicitiltsmoduln  haben,  und  also  die 
Grössen  r  noch  beliebig  um  solche  Perioden  vermehrt  werden  können, 
und  /war 

vn     um     2m,,%i  -\-Miu(h  +  (hiJh  +  .  •  .  +  (tph(h ; 

ohne  dass  dadurch  die  Gleichung  (30)  geändert  werden  dürfte. 

Denken  wir  uns  die  Gleichung  (oO)  vorerst  wirklich  gebildet  und 
andererseits  auf  dem  zuerst  geschilderten  Wege  eine  algebraische  Func- 
tion %  bestimmt,  welche  in  den  p  Punkten  .r^')  verschwindet.  Dann 
kann  man  die  Gleichung  (30)  auffassen  als  das  Resultat  der  Elimination 
der  Veränderlichen  Xu  aus  den  Gleichungen  /"=  0,  %  =  0  und  cp  —  },ip  =  0. 
Diese  zweite  Lösung  des  Umkehrproblems  geht  also,  insofern  es  auf 
wirkliche  Bestimmung  der  Punkte  x^'^  ankommt,  noch  einen  Schritt 
weiter  als  jene  erste. 

Die  Einführung  der  Integrale  dritter  Gattung  geschieht  nun  in 
folgender  Weise.  Wir  betrachten  die  Summe  von  p  Integralen  TT^,/, 
welche  zwischen  denselben  Grenzen  c('*,  x-'^  geführt  sind  und  zwei 
beliebige  ünendlichkeitspunkte  |,  rj  haben.     Diese  Summe 

(3,)  ipn,„=T,„(^;:;^,:-;-;) 

können  wir,  da  sie  als  symmetrische  Function  der  oberen  Grenzen 
erscheint,  die  symmetrischen  Functionen  der  letzteren  aber  schon  als 
Functionen  der  v  betrachtet  wurden,  auch  als  Function  der  v  selbst 
ansehen ,  wie  sogleich  noch  näher  angegeben  werden  soll.  Und  auf 
die  wirkliche  Darstellung  dieser  Function  T;,;  lässt  sieh  das  Umkehr- 
problem zurückführen.  Die  Coefficienten  der  Gleichung  (30)  lassen 
sich  nämlich  in  folgender  Weise  durch  Functionen  T  ausdrücken. 

Wir  setzen  in  der  Gleichung  (9)  des  Abel'schen  Theorems 
(p.  815  und  p.  816  Anm.)  für  |  der  Reihe  nach  a;<^>,  a?<'-^*,  .  .  .  x^i'\  für 
rj  zugleich  der  Reihe  nach  c'^),  c^^^ ,  .  .  .  c'/");  ferner  nehmen  wir  an 
Stelle  der  Curve  9  =  0  irgend  eine  (Jurve  des  Büschels  cp  —  Xip  =  0 

Quotient  7/?-  proportional  zu  einem  Quotienten  von  0- Functionen,  deren  Ar- 
gumente  sich  von  den  Grössen 

in  denen  r]  und  z  beliebig  gewählte  Punkte  sind,  nur  um  Constante  unterschei- 
den. Die  so  zu  bildenden  Verhältnisse  J^  :  Vtl)  sind  dann  Abel'ÄrÄc  Ftinetiunen 
der  Grössen  Vy^,  iv/^  in  Kiemann's  Sinne.     Vgl.  darüber  Roch,  a.  a.  0.,  p.  104. 
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und  bezeichnen  durch  ?^<'>  die  Schnittpunkte  von  /"  =  0  mit  i/;  =  0, 
welche  nicht  zugleich  auf  gp  =  0  liegen,  durch  |<''  die  Schnittpunkte' 
von  (p  —  A^  =  0  mit  f  =  0,  welche  nicht  auf  cp  oder  ^  liegen: 
Dann  erhalten  wir  aus  dem  Abel'schen  Theoreme  und  dem  Satze 
über  die  Vertauschung  von  Parameter  und  Argument  (p.  805)  die 
folgenden  Gleichungen: 

.r(l) 


'<l 
(^^)        '<i^).. 


'^l  -  log  \(^\ 


.riP) 


=  -  V  r^n,(.  0- 


■■  r{p) 


Die  Paare  ^''',  tj^''  sind  einander  so  zugeordnet,  wie  es  das  AbeT- 
sche  Theorem  vorschreibt  (p.  816),  und  die  Summen  rechts  beziehen 
sich  auf  die  so  gebildeten  Schnittpunktepaare.  Ebenso  sind  die 
Integrationswege  hier  durch  jenes  Theorem  bedingt;  sie  sind  daher 
möglicher  Weise  nicht  dieselben,  welche  in  den  Gleichungen  (29) 
auftreten,  sondern  würden  statt  der  v/,  Integralsuramen  ?v/  liefern, 
welche  sich  durch  Periodicitätsmoduln  von  den  v/t  unterscheiden.  Aber 
die  Summen  rechts  ändern  sich  (nach  p.  805)    durch  Abänderung   der 

Integrationswege  bez.  nur  um   Vielfache   der  Ausdrücke  Hifdu/,    (ab- 

gesehen  von  der  links  ebenso  auftretenden  Periode  2i7t)-^  und  letztere 
Summen  verschwinden  nach  dem  Abel'schen  Theoreme,  da  die  |,  ?/ 
Schnittpunktsysteme  sind,  welche  direct  in  einander  übergeführt  werden 
können.     Man  braucht  also  hierauf  gar  keine  Rücksicht  zu  nehmen. 

Addirt  man  nun  die  Gleichungen  (32)  und  geht  von  den  Loga- 
rithmen zu  den  Zahlen  über,  so  findet  man  wegen  (31): 


(33) 


=  e 


und  in  dieser  Gleichung  liegt  die  Lösung  unserer  Aufgabe,  sobald  die 
Functionen  T  noch  durch  die  v  ausgedrückt  sind.     Setzt  man  nämlich: 


HI  = 


[(:.).., -^]  [(:),<.-']••■[(.% -^]  ■ 
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wo  also  M  ausser  Constanten  (denn  der  Grösse  A  hatten  wir  einen 
beliebigen  Werth  beigelegt)  nur  Functionen  T  enthält,  so  kann  man 
die  Gleichung  (33)  mit  Rücksicht  auf  die  Coefficienten  Mi  der  Glei- 
chung (30)  auch  in  der  Form  schreiben: 

IP  +  TJ/jA^-i  +  ...-{-  Mp  =  31 . 
Man  braucht  nur  diese  Gleichung  /j-mal  hinter  einander  für  ebenso 
viele  verschiedene  Werthe  von  l  zu  bilden,  um  ebenso  viele  Glei- 
chungen als  Unbekannte  3Ii  vor  sich  zu  haben,  welche  mau  dann 
mittelst  dieses  Systems  linearer  Gleichungen  durch  Functionen  T  aus- 
drücken   kann.      Die    Coeflicienten    der    Gleichung   ^;'''"    Grades,    deren 

Wurzeln  die  p  Functionen  ( —  |        sirid,    werden    also  rationale   Verbin- 

düngen  verschiedener  Transscendenten  e'^^i. 

Es  kommt  daher  nur  noch  auf  ein  näheres  Studium  der  Function 
Tt,j  an;  und  dabei  ergibt  sich  dann,  dass  dieselbe  durch  0 -Functionen 
darstellbar  ist,  deren  Argumente  wesentlich  von  den  gegebenen  Grössen 
v/,  abhängen.  Für  die  Bestimmung  dieser  Constanten  ist  es  nun 
vortheilhaft  statt  der  Grössen  c'-''>  andere  untere  Grenzen  a^'^  zu 
wählen,  die  in  folgender  Weise  definirt  werden:  Man  ziehe  in  einem 
beliebigen  Punkte  ^  die  Tangente  an  /  =  0 ;  diese  schneidet  /"  noch 
in  n  —  2  Punkten,  und  durch  letztere  Punkte  lege  man  eine  adjungirte 
Curve  (n  —  2)*"  Ordnung ,  welche  /"  =  0  in  allen  anderen  Punkten,  in 
denen  sie  /  noch  trifft,  d.  h.  in  p  Punkten  berührt.  Zu  jedem  ^  kann 
man  noch  2^p  solche  C»^2  finden,  wie  wir  später  sehen  werden,  aber 
unter  diesen  ist  für  die  unteren  Grenzen  (je  nach  der  Wahl  des  zur 
Definition  der  Perioden  «,•/.-  benutzten  kanonischen  Querschnittsystems 
der  Riemann'schen  Fläche,  p.  801  ff.)  eine  ganz  bestimmte  ausge- 
zeichnet; die  Berührungspunkte  derselben  sollen  mit  a'-^^,  a'^^K  .  .  a^P^ 
bezeichnet  werden.  Setzt  man  nun  diese  an  Stelle  der  Punkte  c'''  in 
den  Gleichungen  (29)  des  Umkehrproblems,  und  schreibt  gleichzeitig 
CO    statt  v/i',  so  dass  für  h  =  1,  2,  .  .  . p: 

(34)  V    /  du,  =  oi,       (=  v,~yi    l  du,\  ; 

dann  findet  man  das  Resultat*): 

*)  Vgl.  Cl.  u.  G.  A.  F.,  a.  a.  0.  —  Man  kann  diese  Formeln  und  insbeson- 
dere die  Bestimmuug  der  Argumente  der  0- Function  durch  die  Punkte  ju.  und  a''* 
au  eil  mittelst  Rie  mann 'scher  Principien  imter  Benutzung  von  R.  A.  F.  §.  25 
ableiten;  vgl.  darüber  Weber,  Zur  Theorie  der  Umkehrung  der  Abel'schen 
Integrale,  Crelle's  Journal,  Bd.  70,  und  Fuchs:  Zur  Theorie  der  Abel'schen 
Functionen,  ib.  Bd.  73,  p.  306.  —  Für  p  =  2  ist  die  entsprechende  Formel  auf 
dem  von  Weber  eingeschlagenen  Wege  auch  schon  von  Roch  abgeleitet,  ib. 
Bd.  65,  p.  42,  vgl.  für  diesen  Fall  auch  Brill,  ib.  p.  275. 
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0  ("^A  —/''"/,)  •  Ö  \f'^"') 

(35)  T,,(^)  =  log '^ 'V-5 

^  ^  0  («,  -  Jrf«/,)  .  0  (/./«,) 

so  (lass  die  Gleichung  (33)  libergeht  in: 

wobei  die   0- Function  durch   folgende  p-fach.    unendliche  Reihe  defi- 
nirt  ist: 

0  {iOfi)  =  0  (Wi,  IV.,,  ...  Wp) 

—  .^  Sh  Z'a-  r/,  rk  a,,  k  +  2;,-r;  iVi 

e 


>•,  =4-00    : 

r„  —  +  OC 

'>  =  +00 

2' 

'•,  =  —  CX)    : 

2'  •■ 

•  2' 

»•„  =  -  CX) 

7«  Gleichung  (36)  w/  /^/cr^  rf^^  Lösung  des  Umkehr prohlems  gegeben, 
wie  aus  den  obigen  Erörterungen  hervorgeht.  An  Stelle  der  a^'>  und 
a)/,*kann  man  nun  auch  wieder  die  Grössen  c''>  und  v/,  einführen. 
Denn  setzt  man: 

(37)  Av,  =  'V'    Idu/,,     sodass:     cö,,^=  v/, -\- kj, , 


so  ist  natürlich  auch,  wie  in  (36): 


'; 


und  indem  man  die  linke  Seite  von  (38)  in  die  von  (36)  dividirt,  er- 
hält man  wieder  die  linke  Seite  der  Gleichung  (33).  Die  in  den 
Argumenten  der  Function  0  auftretenden  Grössen  coji  und  kh  sind  dabei 
durch  die  Gleichungen  (34)  und  (37)  deßnirt;  und  die  a^''  sind  die 
Berührung sjmnkte  einer  bestimmten  unter  den  2^p  Curven  (w  —  2)''""  Ord- 
nung"*),   ivelche  durch   die  n  —  2  weiteren  Schnittpunkte    der  in   jli   an 


*)  Welche  von  diesen  Curven  zu  wählen  ist,  hängt  davon  ab,  welches  System 
von  normalen  Periodicitätsmoduln  man  zu  Grunde  legt,  d.  h.  wie  man  das  ka- 
nonische Schnittsystem  in  der  Rie  mann 'sehen  Fläche  (p.  802)  wählt.  Jedem 
solchen  Periodensysteme  ist  eine  solche  Cj^_^  bei  gegebenem  (u.  zugeordnet  und 
umgekehrt;  vgl.  darüber  auch  Cl.  u.  G.  A.  F.  p.  314  und  .^31,  sowie  Fuchs 
a.  a.  0.  und  für  /)  =  2  den  weiterhin  folgenden  Abschnitt  XI. 
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/*  =  0  (jctofjencn    Tangente  gehen  lüid  ausserdcfn  die  Ciirve  /"  =  0  in  p 
Punkten  berühren.  — 

In  einem  Schnittpunktsysteme  sind  bekanntlich  p  Punkte  nicht 
durch  die  übrigen  bestimmt,  wenn  das  System  durch  eine  adjungirte 
Curve  (n  —  3)'°'  Ordnung  ausgeschnitten  wird ;  und  dieser  Umstand 
muss  auch  beim  Umkehrprobleme  hervortreten,  indem  letzteres  dann 
kein  Resultat  mehr  liefern  darf.  In  der  That  verschwinden  dann  auch 
die  benutzten  0- Functionen  identisch,  d.  h.  unabhängig  von  den  in  ihren 
oberen  Grenzen  auftretenden  Punkten  §,  ^j  denn  es  gilt  der  Satz*), 
dass  die  Function  0  {iv),  wenn  die  Argumente  iv  wie  in  (35)  bestimmt 
sind,  als  Function  von  |  betrachtet,  in  den  Punkten  x^^\  x^^\  .  .  .  a:*''* 
verschwindet,  d.  h.  für  |  =  .-c^^',  x''^^  .  .  .  x'^i'^ ;  dieselbe  wird  sonach 
Null,  wenn  die  p  Argumente  zv/,  die  Form  haben  (z.  B.  für  |  =  a;(/'') : 

i—p  —  l         -^^'^  u 

(39)  tv/,  =   ^     I  ^«'A  +    /  du/, , 

wo  a;^')  .  .  .  .t(/'-i)  ffanz  beliebige  Punkte  sind,  während  die  «''^  von  ^ 
abhängen.  Liegen  nun  die  Punkte  .t*^'  .  .  .  x^p^  mit  p  —  2  anderen 
Punkten  x^p-^  ^K  .  .  x^^p~^^  auf  einer  adjungirten  C«-3,  so  bildet 
letztere  zusammen  mit  der  Tangente  von  ^  eine  adjungirte  C„_2. 
Durch  «  —  2  Schnittpunkte  der  letzteren  mit  /'  (nämlich  die  n  —  2 
übrigen  Schnittpunkte  der  Tangente  von  (i)  geht  auch  die  C„^2, 
welche  in  den  Punkten  «<>)  berührt.  Es  ist  also  nach  dem  Aberscheu 
Theoreme : 

^  I  dUk  +    ^         (^"^'  +  /  '^^'h  +  I  äuu  =  0  ; 

und  folglich  nehmen  die  Argumente  iVh  die  Form  an: 

^v/,  =2    /  duh  +   /  duh  =  —   2     /  duu  —  j  du,,  —   /  du/,  . 

Wegen  0  {iv,,)  =  0  ( —  tVh)  stimmt  die  Form  der  Argumente  aber 
gerade  mit  der  Form  (39)  überein;  denn  es  ist  abgesehen  von  dem 
Vorzeichen  hier  nur  |  statt  x^p-'^')  gesetzt;  und  dies  ist  gleichgültig, 
da  die   Lage   der  p  —  1   Punkte  x('^  in  (39)  völlig  beliebig  war.     Die 

Function  0  (w/,  — fdu/,)  verschivindet  daher  identisch  (d.  i.  unabhängig 

von  h,J,  sobald  die  p  Punkte  x^*)  der  Gleichungen  (29)  ?}iit  p  —  2  anderen 


')  Vgl.  R.  A.  F.  §.  22  und  23.     Cl.  n.  G.  A.  F.  p.  206. 
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PimklC7i  auf  ciiicr  mijimgirten  Curve  (n  —  3)'''"  Ordnung  Ucfjcn,  und  die 
03/,  durch  (34)  de/inirl  sind. 

Das  Umkelirproblem  wird  alsdann  unbestimuit,  und  mau  muss 
einen  weitereu  (p  —  1)*®"  Punkt  als  bekannt  annehmen,  um  die  p  —  1 
übrigen  Punkte  wieder  eindeutig  bestimmen  zu  können.  Noch  weitere 
Besonderheiten  treten  ein,  wenn  die  Punkte  x^'^  durch  eine  adjungirte 
Curve  ausgeschnitten  werden,  deren  Ordnung  kleiner  als  n  —  3  ist, 
indem  alsdann  auch  noch  die  Dilferentialquotienten  der  0- Function 
nach  den  tv/^  bis  zu  einer  gewissen  Ordnung  verschwinden;  wie  hier 
jedoch  nicht  weiter  ausgeführt  werden  soll.*) 

IX.    Berührungscurven.  —  Die  Doppeltangenten  der  Curven 
vierter  Ordnung.**) 

Während  das  Abel  sehe  Theorem  an  sich  den  Inhalt  des  Rest- 
satzes in  einfachen  Formeln  aussprechen  lehrt  (p.  809),  erlaubt  die 
Möglichkeit  und  Bestimmtheit  des  Umkehrproblems  eine  Reihe  anderer 
geometrischen  Anwendungen,  deren  Resultate  (soweit  es  sich  um  Fragen 
aus  der  Geometrie  der  Anzahl  handelt)  sich  allerdings  auch  auf  rein 
algebraischem  Wege  ableiten  lassen,  wenn  man  das  früher  behandelte 
Correspondenzprincip  benutzt  (p,  441  ff.).  Diese  Anwendungen  gehen 
ebenso ;  wie  die  früher  für  7;  =  1 ,  d.  h.  für  die  Theorie  der  ellipti- 
schen Functionen  gegebenen  (p.  602  ff.),  von  der  Theilung  aus 
und  zeigen,  wie  die  Lösungen  von  gewissen  in  der  Geometrie  auf- 
tretenden algebraischen  Gleichungen  mit  Hülfe  der  Theilung  der 
Abel'scheu  P\mctionen  einfach  dargestellt  werden  können.  Dies  ist 
von  um  so  grösserem  Werthe,  AVeil  die  eigenthümlichen  Beziehungen 
resp.  Gruppirungai  der  Wurzeln  unter  einander  dabei  aufs  Klarste  hervor- 
treten, während  das  Correspondenzprincip  zunächst  nur  die  Zahl  der 
Lösungen  liefern  würde,  und  es  noch  einer  complicirten  Anwendung 
der  Sätze  über  Schuittj)unktsysteme  bedürfte,  um  die  Gruppirung  zu 
erforschen.  Wir  behandeln  nun  zunächst  die  folgende  Aufgabe,  bei 
der  wir  wieder  voraussetzen,  dass  die  Grundcurve  /"  =  0  von  der  ?i^™ 
Ordnung  und  vom  Geschlechte  /;  sei  und  «,  «-fache  Punkte  habe,  ohne 
dass  zioischen  ihren  Modidn  specielle  Relationen  beständen . 

Es  sei  m '^  n  —  3;  auf  der  Grundcurve  sind  mn  —  2JcCii{i — l)—pr 
Punkte  beliebig  gegeben;  man  soll  durch  sie  eine  adjungirte  Curve  tn^"^'' 
Ordnung  legen,  ivelche  die  Grundcurve  in  p  Punkten  je  (r —  \)-punktig 
berührt  (d.  i.  r -punktig  schiieidet). 


*)  Vgl.  darüber  Riemanu:  Ueber  das  Verschwinden  der  0 -Functionen, 
Crelle's  Journal,  Bd.  65,  sowie  ß.  A.  T.  §.  14  und  16. 

**)  Vgl.  für  den  Inhalt  dieses  Abschnittes  C leb  seh:  Ueber  die  Anwendung 
der  Aberscheu  Functionen  in  der  Geometrie,   Crelle's  .Journal,  Bd.  63,  p.  189  fF. 
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Wir  setzen  der  Kürze  wegen 

(1)  mn  —  Zuj  i{i  —  1)  —  pr  =^  X  . 

Es  seien  nun  c"),  c^^' ,  .  .  .  6^'^  Punkte,  iu  welchen  die  Grundeurve 
/=  0  durch  eine  adjungirte  C„,  (r  —  1)- punktig  berührt  wird.  Letztere 
Curve  möge  ausserdem  durch  gewisse  Punkte  «*'',  «(2>,  .  .  .  rt*^)  gehen. 
Diese  eine  Curve  nehmen  wir  als  bekannt  an*);  es  ist  dann  unsere 
Aufgabe  durch  die  X  gegebenen  Punkte  a;'^^,  x^'^\  .  .  .  o:*-^'  eine  andere 
adjungirte  C,,,  zu  legen,  welche  /'=  0  in  />  Punkten  (?'  —  l)-puuktig 
berührt,  d.  h.  deren  Berührungspunkte  ?/<^),  yf^^,  ... //(/')  zu  finden. 
Letztere  nun  genügen  nach  dem  Abel'schen  Theoreme  den  p  trans- 
ceudenten  Gleichungen: 

(2)  r  V      du,  +  ^      du,  =  0       {h=  1,  2,  .  .  .  ;;), 

wo  einzelne  Glieder  der  zweiten  Summe  ausfallen  werden,  wenn  von 
den  Punkten  a:^''  einzelne  mit  den  Punkten  a^'^  zusammenfallen  sollten ; 
dies  kann  immer  eintreten,  ohne  dass  dadurch  die  folgenden  Erörte- 
rungen beeiuflusst  würden.  Insofern  man  unter  den  Integralen  dieser 
zweiten  Summe  die  Werthe  versteht,  welche  dieselben  auf  bestimmten, 
ivillkütiich  gewählten  Integrationswegeu  anuebmen,  kann  man  auf  der 
rechten  Seite  von  (2)  die  Null  durch  das  allgemeinste  System  von 
Periodicitätsmoduln  P/,  des  Integrals  u,  ersetzen,  wo  (p.  804): 

(3)  Pk  =  2  m/Jit  -\-  q^fiyu  -f-  (i-ia-2k  -\-  .  -  .  -\-  q^Uph 
und  findet  dann  durch  Division  mit  r**): 

(4)  y   l'du,  =-  1  V   fäll,  +  i  P, 

{h=\,2,...p), 
wo  nun  auf  der  rechten  Seite  lauter  bekannte  Grössen  stehen ;  so  dass 
diese  Gleichungen  die  Form  des  Umkehrproblems  haben,  welch'  letzteres 

*)  Dies  ist  erlaubt,  da  sich  die  Existenz  solcher  Curven  aus  einer  einfachen 
Constantenzählung  ergibt. 

**)  Wollte  man  die  unteren  Curven  c^'^  anders  wählen,  so  würden  sich  die 
rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  nur  um  Constante  ändern  Seien  z.  B. 
c^^\  c*^\  . . .  c^'"'')  die  weiteren  Schnittpunkte  einer  durch  die  Punkte  a^'^  gehen- 
den adjungirten  (7„,,  und  sei  :  ein  beliebiger  Punkt  der  Curve,  so  würde  man 
an  Stelle  von  (2)  erhalten: 
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für  m  >  n  —  .'5  im  Allgemeinen  lösbar  ist,  wie  uucli  die  in  den  ülei- 
chungen  (29)  p.  831  auftretenden  Grössen  vu  beschaffen  sein  mögen. 
Mau  sieht  hieraus,  dass  bei  bestimmter  Wahl  der  Periodicitätsmoduln 
Pu  das  System  der  p  Punkte  ?/<'',  also  auch  die  gesuchte  Berührungs- 
curve,  vermöge  des  Umkehrproblems  tv/zdeutig  bestimmt  werden 
kann.  Die  resultirenden  Punkte  i/'"*  aber  ändern  sich  nicht,  wenn 
man  die  P/,  gleichzeitig  um  das  r -fache  eines  Systems  von  Periodicitäts- 
moduln vermehrt  oder  vermindert,  denn  dadurch  bleiben  die  Werthe 
der  im  Umkehrprobleme  zu  benutzenden  0- Functionen  völlig  unge- 
ändert.  Daher  braucht  man,  um  alle  möglichen  Berührungscurven  zu 
erhalten,  den  in  den  P/,  auftretenden  ganzen  Zahlen  7n^,  tn.^,  .  .  .  ?np, 
(/i7  (Z),  •  •  •  Qp  ^^^1'  ^^®  Werthe  0,  1,  .  .  .  r  —  1  beizulegen.  Man  erhält 
so  r-^  Systeme  von  Grössen  Pk  und  sonach  auch  ebenso  viele  Be- 
rührungscurven: Das  vorgelegte  Problem  hat  r'^v  Lösungen.*')  Unter 
den  gefundenen  Berührungscurven  ist  insbesondere  wieder  die  als 
bekannt  angenommene,  in  den  Punkten  c^'*  berührende  Curve  enthalten. 
Dieselbe  ergibt  sich,  Avenn  man  gleichzeitig  allen  Zahlen  nii,  qi  den 
Werth  Null  beilegt. 

Die  entsprechenden  ;--^  Systeme  von  je  p  Berührungspunkten  y 
haben  eine  sehr  merkwürdige  Lage  gegen  einander:  Unterscheidet 
man  beliebig  ausgewählte  /•  Systeme  der  Art  durch  beigesetzte  obere 
Indices,  so  dass  die  Punkte  dieser  Systeme  bez.  durch  y<''^,  y^'^'\  .  .  .  ?/(''' 
und  die  entsprechenden  Werthe  Pk  durch  A*'',  Pk^'^  -,  .  •  •  ^//''^  be- 
zeichnet sind,  und  addirt  die  entsprechenden  Gleichungen  (4),  so  er- 
hält man  für  /j  =  1 ,  2,  .  .  .  p : 

(5)   V  i^dun  +'y  fäll, +  ...-{-  '^  fdn  +  V  fduA  ^  7  y'  P'^'' 

Bestimmt  man  also  die  in  den  P/,  vorkommenden  Zahlen  m,  q  so,  dass 

,g.  nii^'''  +  m,S^  +  .  .  .  +  m,y^  =  0       (mod.  r) , 

^  ^  r/,(i)   -f  ry//2)  +  .  .  .  +  q,y^  =  0       (mod.  r)  , 


*)  Die  Auflösung  der  eutspreclienden  Gleichung  vom  Grade  r^^  kann  man 
durch  Wurzelausziehen  bewerkstelligen,  sobald  man  eine  specieUe  Tlieilungsaufgahe  als 
gelöst  betrachtet,  welche  entsteht,  wenn  man  in  (4)  die  a  mit  den  x  zusammen- 
fallen lässt,  analog  wie  bei  den  elliptischen  Functionen;  vgl.  Cl.  u.  G.  A.  F. 
p.  235  ff.  In  besonderen  Fällen  (z.  B.  bei  Curven  mit  speciellen  Moduln)  können 
unendlich  viele  Lösungen  auftreten.  —  Insbesondere  folgt  aus  dem  Satze  des 
Textes,  dass  es  2^  Curven  {n  —  2)te'"  Ordnung  gibt,  welche  durch  die  übrigen 
n  —  2  Schnittpunkte  einer  Tangente  von  f  gehen  und  letztere  Curve  noch  in  p 
Punkten  berühren  (p.  835).  Wir  werden  aber  später  sehen,  dass  gewisse  dieser 
C^^_2  in  besagte  Tangente  und  eine  C,i_^  zerfallen. 
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SO  kann  miiii  statt  der  reehtoii  Seite  von  (5)  Null  setzen;  und  diese 
(Jleichung  sagt  dann  aus,  dass  die  r  Systeme  von  Berührungspunkten 
y  mit  den  gegebenen  Punkten  x  auf  einer  adjungirten  Curve  m**" 
Ordnung  liegen.  Aus  (6)  sieht  man,  dass  von  den  /•  Systemen  ;*  —  1 
beliebisr  sewälilt  werden  können,  wodurch  dann  das  r*°  sich  nach  den 
Gesetzen  des  Jacob i 'sehen  Umkehrproblems  bestimmt.  Man  hat  also 
den  Satz: 

Legt  man  eine  adjungirte  Curve  m*'''  Ordnung  durch  die  l  gegebenen 
Punkte  und  durch  r  —  1  Sgstetne  von  Berührungspunkten ,  so  geht  die- 
selbe noch  durch  ein  r'''^  System.*) 

-  Wir  lassen  in  dem  vorliegenden  Probleme  von  den  gegebenen 
Punkten,  deren  Anzahl  grösser  als  ,a  .  r  vorausgesetzt  werden  mag 
(wo  ,tt  eine  ganze  Zahl),  ft-mal  r  Punkte  zusammenfallen,  so  dass  nur 
die  übrigen  A  —  ^r  Punkte  gegeben  sind ;  dann  bietet  sich  die  unbe- 
stimmte Aufgabe:  Eine  adjungirte  Curve  tfi'"''  Ordnung  soll  durch 
X  —  lir  =  mn  —  Zaii  (^  —  1)  —  {p  -\-  ^i)  r  auf  der  Grundcurve  n^"'' 
Ordnung  gegebene  Punkte  gehen  und  diese  Curve  ausserdem  in  2^  -\-  ^ 
Punkten  Je  (r  —  1) -punktig  berühren. 

Diese  Aufgabe  ist  für  m  >  ti  —  3  im  Allgemeinen  wie  die  vorige 
lösbar,  und  zwar  sind  [.i  Berührungspunkte  noch  willkürlich,  die  p 
übrigen  dann  aber  bestimmt  (nach  dem  Jacobi 'sehen  Umkehr- 
probleme).  Durch  die  gegebenen  Punkte  lassen  sich  also  noch  fi-fach 
unendlich  viele  Curven  der  gesuchten  Art  legen,  und  noch  r'^P  ver- 
schiedene, wenn  ^  Berührungspunkte  willkürlich  angenommen  sind. 
Geht  man  in  letzterem  Falle  von  einer  der  r-P  Curven  aus,  für  welche 
das  in  den  Gleichungen  (4)  auftretende  Periodensystem  den  Wertli 
/>//  haben  möge,  und  lässt  dann  die  ^  willkürlich  gewählten  Punkte 
allmählich  auf  der  Grundcurve  alle  möglichen  (oc''  verschiedenen)  Lagen 
annehmen,  so  erhält  man  ft-fach  unendlich  viele  andere  Berührungs- 
curven,  welchen  allen  in  den  Gleichungen  (4)  dasselbe  Periodensystem 
P/,'  zukommt.  Und  man  kann  durch  Yariiren  jener  ft  Punkte  zu 
keiner  Curve  gelangen,  die  durch  ein  anderes  Periodensystem  gegeben 
wird;  denn  letztere  Systeme  sind  völlig  discret  und  unabhängig  von 
den  a  beweglichen  Punkten  charakterisirt.  Alle  so  aus  einer  Curve 
durch    einen    continuirlichen    Process    ableitbaren    Curven    bilden    ein 


*)  Von  ersteren  Systemen  können  in  Folge  besonderer  Lagen  der  X  gegebenen 
Punkte  mehrere  gruppenweise  zusammenfallen;  es  kann  aber  auch  eintreten,  dass 
dies  rte  System  mit  einem  der  ersteren  zusammenfällt.  Letzteres  geschieht  immer 
bei  r  =  2 ,  da  p  Schnittpunkte  durch  die  übrigen  gerade  bestimmt  sind ,  man 
also  durch  die  X  Punkte  und  eines  der  2^^  Systeme  nur  noch  eine  adjungirte  C„j  legen 
kann.  Diese  eine  Curve  ist  dann  eben  die  gefundene  Berührungscurve.  —  Fallen 
(i  Systeme  zusammen,  so  hat  in  den  betreffenden  Punkten  die  neue  C,^  eine 
(fi  —  1)- punktige  Berührung  mit  /"=  0. 
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sogenanntes  System  von  Beriihnniffsciirvcfi.'*)  Wir  kiJnnen  sonach 
folgenden  Satz  aussprechen. 

3/an  kmin  für  ?n  "^  n  —  3  unendlich  viele  adjungirtc  Curven  mß"^ 
Ordnung  bestimmen,  tvelche  die  vorliegctide  Grundcurve  in  p  -\-  {i  Punkten 
je  {r — X)- punktig  berühren,  ivährend  der  Rest  der  Schnittpunkte  ge- 
geben ist,  vorausgesetzt  dass  fir-^mn  —  Uaii(i —  1)  —  rp.  Biese 
Curven  t heilen  sich  in  r'^P  völlig  getrennte  Systeme  ein  dergestalt,  dass 
es  nicht  möglich  ist,  von  einer  Curve  eines  Systems  durch  lauter  Be- 
rührungscurven  hindurch  zu  einer  Curve  eines  andern  Systems  stetig 
überzugehen. 

Ist  nun  irgend  eine  adjungirte  Curve  der  Ordnung  fn  gegeben, 
welche  in  p -\- ^  Punkten  c''^  (r  —  1) -punktig  berührt  und  durch 
A  —  iir  feste  Punkte  «^'^  geht,  so  haben  wir: 


Betrachten  wir  jetzt  r  Curven  desselben  Systems  (für  die  also  Ph  den- 
selben Werth  hat)  und  addireu  die-  entsprechenden  Gleichungen,  so 
kommt  analog  den  Gleichungen  (5): 


-p  +  i.ik  =  r       U,  1  =  1  — ur       -t, 

S]     y]    iduh=—      V      jcluh,      h=l,2, 


Also :  Bie  Berührungspunkte  von  irgend  r  Berührungscurven  des- 
selben Systems  liegen  jederzeit  auf  einer  adjungirten  Curve  m*"'  Ordnung, 
wetche  durch  die  gegebenen  festen  Punkte  hindurchgeht. 

Ausserdem  ergibt  sich  wie  in  dem  vorhin  behandelten  Falle  der 
Satz:  Legt  man  durch  die  gegebenen  Punkte  und  durch  r  —  1  Systeme 
von  je  p  -\-  II  Berührungspunkten ,  welche  gleichen  oder  verschiedenen 
Systemen  von  Berührungscurven  angehören,  eine  adjungirte  Curve  m*'^'' 
Ordnung,  so  geht  dieselbe  immer  noch  durch  ein  r*'"*  System;  und  der 
frühere  Satz  (p.  841)  kann  als  specieller  Fall  dieses  letzteren  aufge- 
fasst  werden.  — 

Von  besonderem  Interesse  sind  die  Fälle,  in  welchen  die  Zahl 
mn  —  Zttii  (i —  1)  durch  r  theilbar  ist,  so  dass 

mn  —  Zaii  (i  —  1)  =  (p  --f-  (i)  r. 

Denn  dann  treten  adjungirte  Berührungscurven  auf,  welche  die  Grund- 


*)  Dieser  Begriif  ist  von  Hesse  in  die  Geometrie  eingeführt  und  zunächst 
für  Curven  dritter  und  vierter  Ordnung  verwerthet  worden:  Crelle's  Journal, 
Bd.  49.  Vgl.  auch  p.  706  und  die  dritte  Anmerkung  auf  p.  697.  —  Verschiedene 
Beispiele  für  den  Fall  «  =  4  werden  wir  sogleich  noch  erwähnen,  für  n  =  3, 
m  =  2  vgl.  p.  533  f. 
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ciirve  /'  überall  (r  —  l)-punklig  berühren,  wo  sie  derselben  begegnen 
(ausgenommen  die  singulären  Punkte  von  /);  und  die  entstehenden 
Systeme  sind  allein  von  der  Grundcurve  selbst  und  der  Ordnung  m 
der  Berührungscurve  abhängig,  nicht  mehr,  wie  im  Vorigen,  ausserdem 
durch  besondere  auf  ersterer  beliebig  gewählte  Punkte  eharakterisirt. 
Die  Anzahl  der  verschiedenen  Systeme  kann  hier  aber  unter  Um- 
ständen eine  andere  werden,  als  durch  die  Zahl  r^'-P  angegeben  wird, 
während  die  übrigen  oben  gefundenen  Sätze  ihre  Gültigkeit  behalten. 
Nehmen  wir  nämlich  au,  es  habe  die  Zahl  M  (==?nn  —  Zaii{i — 1)) 
der  beweglichen  Schnittpunkte  einer  adjungirten  Cm  mit  r  einen  ge- 
meinsamen Factor,  so  dass  M=M' .  s,  r==r' .  s,  also  auch  r  {p-\-^)  =  M\ 
wo  M',  r  relative  Primzahlen  sein  mögen.  So  oft  nun  alle  in  den 
Ph  vorkommenden  Zahlen  m,  q  den  Factor  s  enthalten,  hat  man: 

\p,=^ p,:     {ii  =  \,  2...P), 

wo  die  P/'  Ausdrücke  nach  Art  der  Ph  sind.     Dann  ist  immer: 

j,a)  y(l>  +  h) 

r'j  iduh  -f  .  .  ■  +    IdUh     I  =  0        (mod.  P'/^. 

cO-i  '  ciP^¥^'■) 

eine  Gleichung,  welche  lehrt,  dass  die  den  i/'^  entsprechende  Curve 
nicht  (r —  1)- punktig,  sondern  nur  (/  —  1)- punktig  berührt  und 
also  bei  dem  vorliegenden  Problome  nur  insofern  in  Frage  kommt, 
als  sie,  *'-fach  gerechnet,  eine  uneigentliche  {r —  1) -punktig  be- 
rührende Curve  darstellt.  Indem  man  von  diesen  Ausnahmecurven 
abstrahirt  und  bemerkt,  dass  die  Zahl  solcher  Systeme  nach  dem  Vori- 
gen gleich  r''^P  ist*),  gelangt  man  zu  dem  Satze: 

Wenn  die  Tictlil  M  aller  beiveglichen  Schnittpunkle  einer  adjiingirlen 
Curve  m^"''  Ordnung^  wo  m^  n  —  3,  gleich  {p  -f-  ^)  r  ist,  so  gibt  es 
Systeme  von  solchen  Berilhrungscurv^n,  welche  die  Grundcurve  in  p  -{-  ^ 
Punkten  {r — \)- punktig  berühren,  von  denen  \i  beliebig  sind.  Ist 
M  =  M'  .  s,  r  =  r'  .  s,  wo  M',  r  relative  Primzahlen  sind,  so  ist  die 
Anzahl  der  Systeme  gleich  r'^P  —  r'^p ;  nur  wenn  M  und  r  relative  Prim- 
zahlen sind,  ist  die  Anzahl  derselben  gleich  r^P. 

Im  Allgemeinen  wird  man  die  Zahl  r  in  der  Form  r^*^^  .  ;-o"-  .  .  . 
voraussetzen    müssen,    wo  r^,  r^  .  .  .   Primzahlen   sind;    und  es  treten 


*)  Wenn  ein  solches  System  aus  adjungirten  Curven  («  —  3)te'"  oder  niedri- 
gerer Ordnung  besteht,  so  kann  die  Mannigfaltigkeit  desselben  grösser  als  ii  sein, 
indem  dann  erst  p  —  1  oder  weniger  Punkte  durch  das  Umkehrproblem  bestimmt 
werden  (p.  837  f ).  So  gibt  es  z.  B.  zu  einer  C4  2^  —  1  verschiedene  Systeme  von 
je  einfach  unendlich  vielen  eigentlichen  fj,  welche  die  C^  in  je  vier  Punkten 
berühren;  gleichzeitig  tritt  dxis  System  der  doppelt  zählenden  Geraden  auf,  und 
letzteres  besteht  aus  zweifach  unendlich  vielen  Curven. 
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dauu  entsprecheud  dem  Charakter  der  Zahl  /•  noch  weitere  JJesüiider- 
heiten  ein;  was  hier  aber  nicht  näher  erörtert  werden  soll*),  da  es 
sich  nur  um  Aveitlänfige  Unterscheidungen,  nicht,  um  neue  Unter- 
suchungen handelt.  —  An  das  zuletzt  gefundene  Resultat  knüpft  sich 
ferner  eine  Anzahl  von  Sätzen  über  diejenigen  Fälle,  in  denen  die 
Berührungspunkte  mehrerer  Berührungscurven  zusammen  wieder  auf 
einer  anderen  adjungirten  Curve  liegen.  Solche  Sätze  gelten  auch 
noch,  wenn  man  nicht  Berührungscurven  gleicher  Ordnung  betrachtet. 
Es  ist  nämlich,  wenn  M',  r,  (i';  AI",  r",  ^";  ...  M^^\  r^Q\  j[t<?^  die 
den  verschiedenen  zusammen  betrachteten  Berührungscurven  entspre- 
chenden Zahlen  bezeichnen  (so  dass  yl/*''  =  {p  -f  ft*'')  r''^),  nur  nöthig, 
dass  die  Gleichungen  stattfinden: 

damit  die  QP  -{-  Z'/i^'^  Berührungspunkte  der  Curven  mit  bez.  M', 
M",  .  .  .  /y*P*  beweglichen  Schnittpunkten  auf  einer  neuen  adjungirten 
Curve  liegen.     Dabei  ist  vorausgesetzt,  dass  die  Zahl 

(>i?  +  i"-'  +  !"■"  +  •  •  •  +  i"*^^'  =  hn  ~  Zciii  {i  —  1) 
gesetzt    werden    kann,    avo    dann  k   eben    die   Ordnung    dieser    neuen 
Curve  ist.  —  Von   den  zahlreichen   Sätzen,    welche    aus    der    so    be- 
zeichneten Quelle  tliessen,   möge   hier  nur  ein  Beigpiel  hervorgehoben 
werden. 

Für  den  Fall,  dass  M  =  p  r  wird,  erhalten  wir  durch  obige  Sätze 
Klassen  von  völlig  bestimmten  Berührungscurven,  für  die  kein  Be- 
rührungspunkt mehr  willkürlich  gewählt  werden  darf.  Dies  tritt  z.  B. 
ein  für  n  =  4,  p  =  3,  m  =  3  (also  i/=  12),  r  =  4,  und  wir  erhalten 
unmittelbar  den  Satz: 

Es  gibt  4''  =  4096  Curven  3*^'  Ordnung ,  ivelche  eine  gegebene 
Curve  4*^'"  Ordnung  ohne  Doppelpunkte  in  drei  Punkten  je  dreipunktig 
berühren. 

Bezeichnet  man  hier  die  den  verschiedenen  Berührungscurven 
entsprechenden  Zahlen,  welche  in  den  Periodensystemen  P^  vorkommen, 
durch  obere  Indices,  so  liegen  immer  die  Berührungspunkte  dreier 
Curven  auf  einer  neuen  Curve  dritter  Ordnung ,  sobald: 

mü  +  ^//'  +  i^h"  +  mh"  =  0       (mod.  4) , 
(Ih.    +  <lh    +  ?//"  +  (Ih"  ^-  0      (mod.  4)  . 
Die    so    erhaltenen   Curven    dritter   Ordnung    gruppiren    sich    in    drei 
Klassen.     Die  Curven   der  ersten  Klasse  berühren  einfach  in  den  Be- 
rührungspunkten   zweier   der    gefundenen    Curven,     die    der    zweiten 


^)  Vgl.  darüber  Cl.  u.  G.  A.  F.  p.'  242  fi. 
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berühren  einfach  in  den  Berührungspunkten  einer  Curve  und  gehen 
durch  die  Berührungspunkte  zweier  anderen  hindurch;  die  der  dritten 
endlich  gehen  durch  die  Berührungspunkte  von  vier  verschiedenen 
Curven.  Die  erste  Khxsse  erhält  man,  wenn  man  zweimal  zwei  der 
Zahlen  m,  q  einander  gleich  annimmt,  also  z.  B.  m'  =  m",  m"  =  7n"'\ 
q  =  q",  q"  =  q"" ,  so  dass  die  Gleichungen  bestehen  müssen : 

2  {m,:  +  nih')  =  0 ,     2  {q,;  +  ry,")  e:^  0       (mod.  4) . 

Die  zweite  Klasse  resultirt,  wenn  wan  etwa  m"'  =  in"  wählt,  m  und 
m'  aber  verschieden  nimmt,  so  dass: 

m/,  +  iiik    +  2  mü"  z-  0,     q,',  -(-  qü'  +  2  qü"  —  0     (mod.  4). 

Bei  der  dritten  Klasse  dagegen  sind  alle  vier  Zahlen  m^  q  verschieden 
zu  nehmen. 

Zu  den  völlig  bestimmten  Problemen  gehört  auch  das  folgende, 
welches  für  die  Geometrie  auf  der  Curve  /  sowie  für  das  Umkehr- 
problem der  Abel'schen  Integrale  von  hervorragender  Wichtigkeit 
ist,  sich  jedoch  von  den  bisher  betrachteten  Fragen  unterscheidet, 
insofern  es  sich  nunmehr  um  Curven  (n  —  3)*"  Ordnung  handelt. 
Insbesondere  werden  wir  dadurch  weiterhin  zu  Betrachtungen  über  die 
Doppeltangenten  der  allgemeinen  Curve  4.  Ordnung,  und  über  die 
Lage  der  Punkte  a^'^  geführt  werden,  welche  beim  Umkehrprobleme 
passend  zu  unteren  Grenzen  der  Integrale  gewählt  wurden.  Die  be- 
treffende Aufgabe  fordert,  eine  adjungirte  Curve  (?i  —  3)*®'  Ordnung  so 
zu  legen.,  dass  sie  die  gegebene  Curve  n^'^''  Ordnung,  vom  Geschlechte  p  in 
p  —  1  Punkten  je  einfach  berührt. 

Indem  wir  bei  unserer  bisherigen  Bezeichnungsweise  bleiben, 
stellen  sich  die  Gleichungen  zwischen  den  Integralen,  auf  welche  diese 
Aufgabe  führt,  folgendermassen  dar,  wenn  R^  eine  ganzzahlige  Com- 
bination  der  Perioden  bezeichnet*): 

yd)  j/(-')  yCp-l) 

(7)  jdun  -\-    jduh  +  .  .  .  +    i dim  ee:  ^  Rh 

(h=\,2,...p). 

Die  Anzahl  dieser  Gleichungen  ist  um  Eins  grösser  als  die  der  Un- 
bekannten.    Dennoch   sind   die  Gleichungen  mit  einander  verträglich: 

O  0  7 

denn  es  besteht  zwischen  den  Summen  der  Integrale  w/,  eine  Relation, 
wenn  deren  obere  Grenzpunkte  auf  einer  adjungirten  Cn  —  z  liegen;  und 


*)  Es  wird  hier  wieder  eine  solche  Curve  mit  den  Berührnngsiiunkten  r(')  als 
bekannt  angenommen;  vgl.  die  erste  Anmerkung  auf  p.  839. 
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diese   Relation  ist,   wie    schou   oben    (p.   837)   erwähnt   wurde,   durch 
das  identische  Verschwinden  der  Function  0  (?',  .  .  .  v,,)  gegeben,  wo: 


^     «('")  «0') 


wenn  wieder  cc'-'^  die  Berührungspunkte  der  in  bestimmter  Weise  zu 
|[t  gehörigen  C,i^2  bedeuten  (p.  835),  während  ^  beliebig  ist.  Nun 
bildet  die  Tangeute  von  fi  zusammen  mit  der  C„_3,  deren  Berührungs- 
punkte c^'>  in  den  unteren  Grenzen  von  (7)  auftreten,  auch  eine  ad- 
jungirte  C„_2,  welche  durch  die  übrigen  n  —  2  Schnittpunkte  jener 
Tangente  mit  /"  geht,  und  sonach  die  Grundcurve  allenthalben  zwei- 
punktig  trifft,  wo  sie  ihr  noch  begegnet.  Es  muss  daher  ein  gewisses 
System  Q/i  von  Periodicitätsmoduln  geben,  für  welches  nach  dem 
Abel  'sehen  Theoreme : 

«(1)  a(2)  ß(P-l)  aO') 

(8)  l'du,  +    Cdu,,  +  .  .  .  +    l'du,  +   l'dio,  ^  i  0,, . 

Die  Argumente  v^  der  soeben  erwähnten  0- Function  werden  unter 
Berücksichtigung  von  (7) : 

(9)  VA  =  ^BA-iQA. 

Sollen  also  die  Gleichungen  (7)  zusammen  bestehen,  so  rauss  die 
Function  0(^7?/,  —  ^O/,)  verschwinden,  oder  Q{^P/,)j  wenn  P,,  =  Ri, —  ()/, 
gesetzt  wird,  so  dass  P/,  wieder  ein  Periodensystem  bedeutet.  Nun 
folgt  aber  aus  den  Periodicitüts-Eigenschaften  der  0  -  Function  unmittel- 
bar der  Satz*),  dass  die  Function  0  (.|-  P/,)  immer  und  im  Allgemeinen  nur 
dann  verschivindel ^  wenn  ihre  Argumente  eines  der  Systeme  von  halben 
Perioden 

l-  Pu  =  muTti  -f-  \  Zutthkqu 

sind,  für  luelche  die  Summe  m^q^ -\-  m.^q., -\-  .  .  .  -{-  mp q^  eine  ungerade 
Zahl  ist;  d.  h.: 

(10)  m^q^  -\-  7n^q.,  -\-  .  .  .  -\-  nipqp  =  2  H  -\-  \  . 

Von  den  Functionen  0  (^  P/^  verschwinden  also  immer  so  viele, 
als  die  diophantische  Gleichung  (10)  Lösungen  hat.  Um  die  Anzahl 
der  letzteren  zu  finden,  nehmen  wir  an,  es  seien  k  der  Zahlen  m  gleich 
0,  die  übrigen  j)  —  k  gleich  1 ;  die  den  ersteren  Zahlen  7n  zugehörigen 
q  können  dann  0  oder  1  sein,  was  2''  Combinationen  gibt.  Die  Summe 
der  anderen  q  aber  muss  ungerade  sein,    d.  h.  es  ist  immer  die  letzte 


*)  Vgl.  Clebsch  a.  a.  0.  §.  8  oder  z.  B.  Cl.  u.  G.  A.  F.  ji.  260;   Neuraann 
a.  a.  0.  p.  37. 
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Zahl  q  durch  die  ührigen  p  —  k  —  1  bestiiuint.  Diese  anderen 
Zahlen  q  können  daher  noch  auf  2i>-''-'^  verschiedene  Arten  gewählt 
werden,  oder  es  gibt  im  Ganzen  in  diesem  Falle  2^-'  Systeme  der  q. 
Je  nachdem  man  nun  unter  den  p  Zahlen  m,,  solche  k  herauswählt, 
welche  gleich  Null  sein  sollen,  hat  man 

p{p-  i)...(^-fc  +  i) 

1  .  -2  .  .  .  A: 

verschiedene  Fälle  und  daher  im  Ganzen 

p  [p  —  l)  .  .  .  {p  —  k  -\-  i)  ,  2l»  -  1 
1  .  2  .  .  .  Ä: 

Systeme  der  Zahlen  m,  q  für  ein  gegebenes  k.  Endlich  kann  k  die 
Werthe  0,  1,  ...p  —  \  annehmen-,  die  Anzahl  aller  möglichen 
Lösungen  ist  daher: 

2"-^  {l  +  f+^-^f^  +  ...  + 1^1  =  2^-^2^-    !)• 

Dieses  ist  also  die  Anzahl  der  Systeme  Ph  von  halben  Periodicitäts- 
moduln,  für  welche  die  Function  0  ( ^  P/,)  verschwindet. 

Nun  hatten  wir  Ph  =  B.,,  —  Qh  gesetzt,  wo  Qh  durch  die  Gleichung 
(8)  vollständig  bestimmt  ist,  indem  Qh  allein  von  den  Punkten  c*'")  und 
«('>  abhängt.  Zu  jedem  der  2p  -^  {2p  —  1)  Werthsysteme  Ph  gehört 
somit  ein  ganz  bestimmtes  Periodensystem  Rh,  für  welches  die  Glei- 
chungen (7)  bestehen  können;  und  also  auch  ein  ganz  bestimmtes 
System  von  Berührungspunkten  i/'^  einer  adjungirten  C„--i.  Wir 
haben  also  den  Satz: 

Es  gibt  2i'  —  '^(2p  —  1)  adjungirte  Curven  (n  —  3)'''''  Ordmmg,  ivelche 
die  Curve  /  =  0  in  p  —  1   Punkten  je  einfach  berühren. 

Diese  Curven  bestimmen  sich,  wenn  wir  obige  Erörterungen  zu- 
sammenfassen, aus  den  Gleichungen: 


:p-l       "('■> 


(U)  ^     l\lvh  +  j'duh 


=  \Ph       {h==\,2,...p), 


in  denen  ^  und  «('">  die  bekannten  Bedeutungen  haben  (p.  835),  und 
welche  zusammen  bestehen  können,  sobald  die  in  den  Ph  auftretenden 
ganzen  Zahlen  7n,  q  der  Gleichung  (10)  genügen. 

Man  bemerkt  sofort,  dass  die  Gleichungen  (11)  aus  den  Gleichun- 
gen (p.  839): 

(12)  y]      duh-^Pn       (]i=\,2,...p) 

hervorgehen,   wenn  man  einen  der  Punkte  ?/<■'  mit  dem  Punkte  jit  zu- 
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sammenfallen  lässt.  Die  letzteren  Gleichungen  bestimmen  indess  zu- 
nächst die  2^''  —  1  adjungirteu  Berührungscurven  {n  —  2)"^"  Ordnung, 
welche  durch  die  n  —  2  übrigen  Schnittpunkte  der  Tangente  von  ^ 
hindurchgehen,  wenn  eine  dieser  Curven  (mit  den  Berührungspunkten 
ßW)  bekannt  ist.  Da  aber  auch  jede  der  gefundenen  in  ;;  —  1  Punkten 
berührenden  C„  _  :j  zusammen  mit  der  Tangente  von  jx  eine  6'„  _  2  der 
genannten  Art  bildet,  so  wird  es  nur  noch 

2^p  —  2P-->-  {2i>  —  1)  =  2'^- 1  [2i>  -\-  1) 

nicht  zerfallende  C„_2  geben,  deren  Berührungspunkte  den  Gleichun- 
gen (12)  genügen.  Wir  haben  also  den  folgenden  Satz,  welcher  den 
vorhergehenden  ergänzt : 

Es  gibt  2p  -^  {2i'  -\-  1)  adjungirte  Curven  {11  —  2Y''  Ordnung,  ivelche 
durch  die  n  —  2  Schnittpunkte  der  in  einem  heliehigen  Punkte  ^  gelegten 
Tangente  mit  f  =  0  hindurchgehen  und  die  Curve  f  =  0  in  p  Punkten 
Je  einfach  berühren. 

Die  Berührungspunkte  dieser  Curven  findet  man  aus  den  Glei- 
chungen (12),  wenn  man  für  die  P/,  alle  diejenigen  Systeme  von 
Periodicitätsmoduln  setzt,  für  welche  die  Gleichung  (10)  nicht  erfüllt 
ist,  d.  h.  für  welche: 

m^q^  -\-  m^fJi  -\-  '  ■  .  -{-  f'h qp  =  2  H . 

Insbesondere  ist  hierunter  auch  das  System  enthalten,  für  welches 
Mi  =  qi  =  0,  entsprechend  der  in  den  Punkten  «(''  selbst  berührenden 
Curve,  welche  durch  die  Wahl  des  benutzten  Systems  normaler  Perio- 
dicitätsmoduln vor  den  übrigen  Cn  —  2  ausgezeichnet  ist  (p.  836  Anmk.). 
Die  wirkliche  Aufsuchung  der  verschiedenen  Systeme  von  Berührungs- 
punkten wird  durch  eine  Gleichung  vom  Grade  2^  —  ^  (2^  -(-  1 )  möglich 
sein;  es  ist  aber  zu  bemerken,  dass  sich  die  Wurzeln  dieser  Gleichung 
rational  durch  die  Wurzeln  der  Gleichung  vom  Grade  2^  -  ^  (2^  —  1 ) 
ausdrücken  lassen,  von  welcher  die  Bestimmung  der  in  p  —  1  Punkten 
berührenden  adjungirten  C„_3  abhängt,  wie  in  der  Theorie  der  Thei- 
lung  der  Abel'schen  Functionen  gelehrt  wird.*) 

In  ähnlicher  Weise,  wie  hier  die  zum  Punkte  ft  gehörigen  Be- 
rührungscurven (w  —  2)'"  Ordnung  in  zwei  völlig  verschiedene  Klassen 
getheilt  sind,  sondern  sich  überhaupt  alle  Systeme  von  adjungii-ten 
Berührunsscurven ,  welche  die  Grundcurve  überall  berühren,  wo  sie 
derselben  begegnen,  in  zwei  verschiedene  Klassen,  von  denen  dann 
die  Systeme  der  einen  Klasse  in  besonderer  Beziehung  zu  den 
2p- ^(2f  —  1)  Gruppen  von  Berührungspunkten  der  adjungirten  6'„_3 
stehen.  Eine  adjungirte  Curve  nämlich  möge  die  Grundcurve,  abge- 
sehen von  den  singulären  Punkten  der  letzteren,  in  M  =  2(i  Punkten 


*)  Vgl.  Ol.  u.  G.  A.  F.  p.  2ßG  ff. 
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treffen,  und  es  möge  eine  solche  Curve  iu  rt'^),  aA~\  .  .  .  «'/''  die  Grund- 
curve  berühren;  dann  bestehen  für  die  übrigen  2^^  —  1  Systeme  von 
Berührungseurven  die  p  Gleichungen: 

(13)  Cdu,,  +    fduA  +  .  .  .  +    Cduh=\  Rh, 

ad)  «(2)  „(^) 

wenn  /?/,  irgend  ein  Periodensystem  bedeutet.  Wir  legen  nun  den  in 
R/,  vorkommenden  ganzen  Zahlen  insbesondere  solche  Werthe  bei, 
dass  auch  die  Gleichungen  (7)  bestehen  können;  dann  wird,  wenn 
wir  unter  R/,  in  (13)  und  (7)  dieselben  Grössen  verstehen,  immer: 


^'^  -.-1     Ä*'' 


(14)  ^ /"'".+  ^     /' 


duh  ^  0 


Ist  also  die  Zahl  ^  -\-  p  —  1  +  27a,  /  (V  —  1)  durch  n  theilbar*) ,  so 
liegen  die  Punkte  a'^''  und  ?/<'*  wieder  auf  einer  adjungirten  Curve; 
oder  mit  anderen  Worten:  die  Gruppe  der  Punkte  a:<'*  ist  residual  zu 
der  Gruppe  der  Punkte  //(''  (p.  431).     Wir  haben  also  den  Satz: 

Unter  den  2-'^  Systemen  von  adjunffirlen  Berührunffscurven ,  welche 
die  Grundcurve  f  in  ft  Punkten  je  einfach  berühren  und  sonst ^  die  sin- 
gidären  Punkte  ausgenommen,  nicht  mehr  treffen,  gibt  es,  ivenn 

ti  -{-  p  —  1  +  27«!- i{i  —  1)  =  Ä«  , 

immer  2p  -  ^  (2p  —  1)  solche,  dass  die  Gruppe  der  Berührungspunkte 
jeder  Curve  des  Systems  ■  mit  den  p  —  1  Berührungspunkten  einer  be- 
stimmten der  obigen  Berührungseurven  (n  —  3)'''"  Ordnung  auf  einer 
adjungirten  Curve  h"^''  Ordnung  liegt.  —  Ist  dagegen: 

^  -\-  p  -{-  Ha; i  {i  —  1)  ^=  h?i , 

so  gibt  es  unter  jenen  2^p  Systemen,  wie  man  in  analoger  Weise  erkennt, 
2p  ~  ^  (2p  +1)  solche,  dass  ihre  Bei^ührungspunkte  mit  den  p  Berührungs- 
punkten einer  bestimmten  der  obigen  Cn  -  2  auf  einer  C/,  liegen. 

Nehmen  wir  z.  B.  n  =  4,  p  ==  3,  so  sind  die  betreffenden  C„_3 
durch  die  2-  (2''  —  1)  =  28  Doppeltangenteu  der  C^  gegeben.  Legt 
man  nun  durch  die  Berührungspunkte  einer  dieser  Doppeltangenten 
eine  Schaar    von  Kegelschnitten,    so    schneiden    dieselben    noch    eine 


*)  Andernfalls  würden  die  Punkte  x^'\-)/'^  mit  einer  Anzahl  fester  Punkte 
auf  einer  adjungirten  Curve  liegen,  und  mit  denselben  festen  Punkten  die  Punkte 
rt^'^  und  c^'\  —  Ist  p  =  ^  (h  —  1)  [n  —  2)  und  2fi  =  7nn,  so  wird  /<  =  ^  (m  +  ?j  —  3) ; 
es  muss  also  eine  der  Zahlen  m,  71  gerade,  die  andere  ungerade  sein;  ist  hier  7« 
gerade,  =2v,  so  ist  unter  den  2"'' Systemen  das  der  doppelt  zählenden  Curven 
i/ter  Ordnung  enthalten. 
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Schaar  von  6  beweglichen  Punkten  auf  der  C^  aus;  und  in  den 
6  Punkten  einer  jeden  so  erhaltenen  G^  kann  eine  C.^  je  einfach  be- 
rühren. Es  gibt  aber  auch  überall  berührende  C.^,  welche  nicht  in 
dieser  Weise  bestimmt  werden  können,   — 

Wir  wollen  nun  die  gewonnenen  allgemeinen  Resultate  für  die 
Untersuchung  der  Doppeltangenten  einer  Curve  vierter  Ordnung  ver- 
werthen. 

Die  Anzahl  derselben  ist,  wie  soeben  erwähnt  und  wie  aus  den 
Plücker'schen  Formeln  bekannt  ist,  gleich '28.  Eine  jede  von  ihnen 
mag  bezeichnet  werden  durch  die  in  Klammern  geschlossene  Reihe 
der  ihr  entsprechenden  Zahlen  w,  q,  welche  in  den  Periodensystemen 
Ph  der  Gleichungen  (12)  vorkommen,  also  durch 

Diese  Zahlen  können  0  oder  1   sein,  doch  so,  dass  immer: 

;/«,  ^1  -|-  m^q.y  -f-  ^3^3  ^  1       (mod.  2) . 

Nehmen  wir  also  für  die  m  alle  möglichen  aus  (Jen  Zahlen  0  und  1 
bestehenden  Systeme,  nur  das  System  0,  0,  0  ausgeschlossen,  und  be- 
stimmen obiger  Gleichung  gemäss  die  zugehörigen  q,  so  erhalten  wir 
die  28  Doppeltangenten  in  folgendem  Schema: 

(100,  100)  (010,  010)     (001,  001)  (011,  010) 

(100,110)  (010,110)     (001,011)  (011,001) 

(100,  101)  (010,  011)     (001,  101)  (011,  HO) 

(100,  111)  (010,  111)     (001,  111)  (011,  101) 

(101,  100)     (110,  100)     (111,  100) 

(101,  110)     (110,  101)     (111,  010) 

(101,  001)     (110,  010)     (111,  001) 

(101,  011)     (HO,  011)     (111,  111). 

Je  771  solche  Doppeltangenten  kann  man  als  eine  zerfallene  ad- 
jungirte  Berührungscurve  tu^^'  Ordnung  ansehen;  je  nachdem  man  die 
Zahl  m  wählt,  ergibt  sich  dann  aus  obigen  allgemeinen  Theoremen 
sofort  eine  Reihe  von  Sätzen  über  die  gegenseitige  Lage  der  Dopijel- 
tangenten,  wie  diese  von  Hesse  und  Steiner  zum  grösseren  Theile 
auf  algebraischem  Wege  gefunden  sind.*)  Wir  betrachten  zuerst  die 
einfachsten  Fälle,  wo  yw  =  2  und  w  =^  3 : 


*)  Vgl.  Hesse:  Crelle's  Journal,  Bd.  49,  55  und  59;  Steiner:  ib.  Bd.  49, 
sowie  Cayley:  ib.  Ed.  68.  Algebraische  Beweise  für  andere  von  Steiner  ohne 
Beweis  mitgetheilte  Sätze  über  Doppeltangenten  gab  Clebsch:  Ueber  die  An- 
wendung der  Abel'schen  Functionen  etc.  §.  10,  Crelle's  .Tournal,  Bd.  63,  geome- 
trische Beweise  Geiser:  Crelle's  Journal,  Bd.  73  (der  letzte  §  dieses  Aufsatzes 
ist  nach  einer  Note  von  Frahm:  Math.  Annalen ,   Bd.  7,  p.  635  zu  berichtigen). 
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Es  gibt  (nach  p.  840)  2^'  —  1  =  63  Systeme  von  Kegelschnitten*), 
welche  die  C^  in  4  Punkten  berühren.  Ein  solcher  Berührungskegel- 
schnitt, dessen  zugehöriges  Periodensystem  durch  die  Zahlen  m^,  m^, 
nir^,  q^,  q.t,  (/.,  bestimmt  sein  mag  (wo  die  ;«,  q  nur  nicht  gleichzeitig 
alle  0  sein  dürfen,  sonst  aber  alle  Werthe  0,  1  annehmen  können), 
zerfällt  immer  in  zwei  Doppeltangenten: 

(/»/,  m^',  m./;     ^,',  q^',  q^) ,     (;«i",  m.;',  7n{ ;     ^,",  q^',  q^') , 

sobald  gleichzeitig  (/=  1,  2,  3): 

(14)  7ni-^mi'^mij     ql -\- ql' ^i  qi      (mod.  2) , 
vorausgesetzt,  dass  (ebenfalls  mod.  2): 

(15)  m(ql  +  ni^q.^  +  »ig'^/  =  1 ,      m;' q^'  +  m^' q^'  +  m^' q{  =  1  . 

Es  sind  dabei  entweder  die  q  oder  die  m  nicht  sämmtlich  Null. 
Wir  wollen  z.  B.  annehmen,  die  Zahlen  q^,  q.^  seien  nicht  Null 
(andernfalls  hätte  man  in  der  folgenden  Bestimmung  nur  die  q  mit 
den  m  zu  vertauschen).  Dann  zeigen  erstlich  die  Gleichungen  (14), 
dass  man  für  gegebene  qi  die  ql,  ql'  auf  6  verschiedene  Arten  wählen 
kann.  Ueberhaupt  nämlich  existiren  8  Combinationen,  welche  jene 
Gleichungen  erfüllen;  von  diesen  aber  sind  die  beiden  auszu- 
schliessen,  für  welche  sämmtliche  q  oder  sämmtliche  q"  Null,  was  nach 
unserm  Schema  nicht  eintreten  kann.  Diese  6  Arten  geben  3 
Paare  von  Systemen  q',  ,  qi' ,  indem  immer  zwei  Arten  desselben 
Paares  sich  nur  durch  Vertauschung  der  q  mit  den  q"  unterscheiden. 
In  jedem  dieser  Paare  sind  nun  wenigstens  drei  der  Grössen  ql  (und 
ebenso  der  ql')  von  einander  verschieden,  also  gleich  0  und  1,  dem- 
nach irgend  ein  anderes  1  und  0  oder  1  und  1.  Es  existiren  daher 
ein  q  und  ein  q"  mit  verschiedenem  unteren  Index,  welche  gleich  1 
sind.  Bestimmt  man  nun  die  dem  dritten  unteren  Index  entsprechen- 
den  Zahlen   tn   so,  dass   sie  der  betreffenden  Gleichung  (14j  genügen 


—  Eine  Frage  anderer  Art  ist  die  nach  der  Realitäl  der  Doppeltangenten.  Schon 
Plücker  hatte  gezeigt,  dass  sie  sämmtlich  reell  sein  können  (vgl.  dessen  Theorie 
der  algebi-aischen  Curveu;  seine  Zahlenresultate  sind  indess  nicht  alle  correct). 
Eine  vollständige  Darstellung '  aller  möglichen  Fälle  (sowie  überhaupt  der  mög- 
lichen Gestalten  einer  C^)  gab  Zeuthen:  Math.  Annalen,  Bd.  7,  j).  410.  —  Ueber 
den  Zusammenhang  dieser  Theorien  mit  derjenigen  der  27  Geraden  einer  Fläche 
dritter  Ordnung  vgl.   Geiser:   Math.  Annalen,   Bd.  1  und  Zeuthen:   ib.   Bd.  8. 

—  Eine  Zusammenstellung  verschiedener  Behandhingsweiseu  findet  man  in 
Salmon's  higher  plane  curves,  art.  251  ff.  —  Dass  man  nach  Hesse  eine  Curve 
14tef  Ordnung  angeben  kann,  welche  die  56  Berührungspunkte  der  Doppeltau- 
genten auf  der  C^  ausschneidet,  ist  schon  in  der  Anmerkung  auf  p.  350  hervor- 
gehoben. 

*)  Von  den  zunächst  gefundenen   64  Systemen  nämlich  ist  das   der  doppelt 
zählenden  Geraden  abzuziehen ;  vgl.  die  Anmerkung  auf  p.  843. 
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(was  auf  zwei  Arten  geschehen  kann) ,  so  bestimmen  die  übrigen  m 
sich  aus  (14)  und  (15)  successive.  Jedem  der  3  Paare  q,  q"  ent- 
sprechen also  zwei  Paare  m,  m"\  oder  man  hat  den  Satz: 

In  jedem  der  36  Systeme  von  Berührungskegelschnüten  kommen  6 
Paare  von  Doppeltangenien  vor. 

Da  für  irgend  zwei  solcher  demselben  Systeme  angehörigen 
Paare  die  Summe  aller  nii  so  wie  die  Summe  aller  qi  stets  gerade  ist, 
so  hat  man  ferner  den  Satz  (auch  als  Specialfall  eines  Satzes  auf 
p.  842): 

Die  Berührungspunkte  je  zweier  Paare ,  welche  demselben  Systeme 
angehören,  Hegen  auf  einem  Kegelschnitte.  *) 

Die  Zahl  der  so  erhaltenen  Kegelschnitte  ist  gleich  der  der  63 
Systeme,  multiplicirt  mit  der  Anzahl  15  der  Combinationen  von  6 
Paaren  zu  zweien,  und  dividirt  durch  3,  da  jede  vier  Tangenten, 
deren  Berührungspunkte  auf  einem  Kegelschnitte  liegen,  auf  3  Arten 
in  zwei  Paare  zerlegt  werden  können,  also  jeder  Kegelschnitt  3 -mal 
vorkommt.  So  findet  man  die  Zahl  dieser  Kegelschnitte  gleich  315. 
Das  Obige  erlaubt  sofort,  die  ihnen  bez.  entsprechenden  Doppel- 
tangenten zusammenzustellen . 

Es  gibt  ferner  64  Systeme  von  Cw^ven  dritter  Ordnung ,  ivelche  die 
Curve  vierter  Ordnung  je  iti   6   Punkten   berühren   (nach  p.   840).      Die 


*)  Es  seien: 

nu  =•=  0  ,  vv'  =  0  ,  1010=0 
die  Gleichungen  dreier  Paare  von  Doppeltangenten  desselben  Systems.  Durch 
die  Berührungspunkte  eines  vierten  Paares  dieses  Systems  und  durch  die  Be- 
rührungspunkte je  eines  der  genannten  drei  Paare  kann  man  dann  einen  Kegel- 
schnitt legen.  Mau  erhält  so  drei  Kegelschnitte,  welche  demselben  Büschel  an- 
gehören ,  c,  =  0,  ffa  =  0,  (»3  =  0,  so  dass: 

A'iCi  -|-  Ä:2<72  -|-  A'affa  =  0  . 

Die  Quotienten  Viiu  :  Ywu''  und  Vvv  :  Yww'  werden  dann  bez.  in  denselben 
Punkten  Null  und  unendlich  von  der  ersten  Ordnung,  wie  die  Quotienten  c,  :  c^ 
und  Co  :  (>3;  bei  passender  Bestimmung  der  Constanten  kann  man  also  setzen: 

/'(/«'  :  Vvv' :  Vtvw'  =  6^  :  a^  :  G^\ 
und  es  besteht  daher  zwischen  je  3  Paaren  desselben  Systems  eine  Gleichung  der  Form : 

ky  yuu  -j-  ki  J'vv    -j-  k^  Yww'  ^^  0  . 
Ebenso  besteht  zwischen  je  drei  beliebigen  Berührungskegelschnitten  desselben 
Systems  5,  =  0,  8^  =  0,  S3  =  0  vermöge  /"=  0  eine  Identität  der  Form: 

Ai  Ks^  +  *2  K^  +  h  K-^  =  0. 
Vgl.  auch  Hesse  a.  a.  0.  Auf  die  hiermit  zusammenhängenden  Untersuchungen 
von  Aronhold  kommen  wir  bei  Gelegenheit  des  Connexes  [1,  2]  zurück.  —  Die 
Verhältnisse  Vü  :  Vw,  Vv  :  Vw  etc.  sind  dann  Abel'sche  Functionen  im  Sinne 
Riemann's,  vgl.  Roch,  Crelle's  Journal,  Bd.  66,  p.  105,  sowie  obige  Anmer- 
kung auf  p.  832. 
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den  Berührungspunkten  entsprechenden  Integrale  genügen  dann  immer 
den  Gleichungen 

/  dUh  +    /  duh  -f-  .  .  .  +    /  dtif,  z=  ^  i?A ; 

«(1)  uC^)  «(ß) 

und  die  64  Systeme  sondern  sich  in  der  oben  angegebenen  Weise  in 
zwei  Klassen,  je  nachdem  das  Periodensystem  R/,  auch  zugleich  in  den 
für  die  Doppeltangenten  bestehenden  Gleichungen  (7): 

:cW  .r(2) 

/  duu  +   /  dUh  =  ^  Rh 

vorkommt  oder  nicht;  d.  h.  je  nachdem  in  dem  Systeme  P/,  =  R/^  ~  Q^^ 
welches  in  (11)  vorkommt,  E7nq^^\  (was  28- mal  geschieht)  oder 
Umg^^O  mod.  2  (was  36 -mal  geschieht).  Man  hat  darnach  den 
Satz  (p.  849): 

Von  den  04  Systemen  der  Curven  dritter  Ordnung  haben  28  die 
Eigemcliaft  j  dass  in  jedem  die  6  Berührungspunkte  jeder  Curve  auf 
einem  Kegelschnitte  liegen,  ivelcher  noch  durch  die  Berührungspunkte 
einer  bestimmten  Doppeltangente  hindurchgeht;  diese  Doppellangente  ist 
für  dasselbe  System  immer  dieselbe.  Die  Berührungspunkte  von  Curven 
der  übrigen  36  Systeme  liegen  nicht  mit  denen  einer  Doppeltangente  in 
einem  Kegelschnitte. 

Dagegen  haben  (nach  j).  842)  beide  Klassen  die  gemeinsame 
Eigenschaft,  dass  die  Berührungspunkte  je  zweier  Curven  desselben  Systems 
auf  einer  Curve  dritter  Ordnung  liegen. 

Die  36  Systeme,  von  denen  die  zweite  Klasse  gebildet  wird,  uud 
von  denen  jedes  noch  3 -fach  unendlich  ist,  da  für  jede  Curve  noch 
3  Berührungspunkte  beliebig  sind,  stehen  nun  in  besonderer  Beziehung 
zu  den  36  je  einfach  unendlichen  Systemen  von  Kegelschnitten, 
welche  in  3  Punkten  berühren  und  durch  die  2  Schnittpunkte  einer 
beliebigen  Tangente  von  /  gehen.  Jeder  dieser  Kegelschnitte  nämlich 
bildet  zusammen  mit  der  Tangente  ebenfalls  eine  C.^,  welche  in  6 
Punkten  berührt;  nur  ist  hier  die  Berührung  in  zwei  Punkten  (den 
Schnittpunkten  der  gewählten  Tangenten)  eine  uneigentliche,  indem 
die  ('3  daselbst  Doppelpunkte  besitzt.  Man  erkennt  demnach  sofort 
die  Richtigkeit  des  folgenden  Satzes:  Jedes  der  36  Systeme  von  Be- 
rührung scurven  3^"''  Ordnung,  welche  zu  den  Doppeltangenten  nicht  in 
obiger  ausgezeichneten  Beziehung  stehen,  enthält  ein  einfach  unendliches 
System  von  Curven,  von  denen  jede  in  ei?ie  Tangente  von  f  und  einen 
der  zu  dieser  gehörenden  36  Kegelschnitte  zerfällt.  Diese  Kegelschnitte 
gehören  für  dasselbe  System  der  C^  immer  demselben  Systeme  aller  solchen 
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C.^  an.  —  Die  6  Berührung spunklc  jeder  Curve  eines  Systems  von  C3 
liegen  mit  den  3  Berühriingspiinkten  eines  jeden  Kegelschnittes  aus  dem 
zugehörigen  C.^- Systeme  sowie  den  2  Schnittpunkten  der  betreffenden 
Tangente  und  dem  Berührungspunkte  der  letzleren  auf  einer  C.y*) 

Zu  den  hier  betrachteten  Systemen  von  C.^  gehören  auch  die 
schon  oben  erwähnten  4096  Curven  3*''''  Ordnung,  welche  die  6',  in 
3  Punkten  je  4 -punktig  treffen  (3 -punktig  berühren),  indem  hier  die 
6  Berührungspunkte  paarweise  zusammengerückt  sind  (vgl.  p.  844). 
Für  dieselben  ist  nämlich: 

^(1)  j,(2)  ,/3) 

2  (  j  duk-\-  1  duh  +  /  dUh\  =  I  /?/, ; 

«(1)  «(2)  «(3) 

jede  solche  C^  gehört  also  zu  demjenigen  Systeme  von  Berührungs- 
curven,  welchem  das  Periodensystem  B/,  zukommt.  Umgekehrt  aber 
folgt  aus  dieser  Gleichung: 

^(1)  „(2)  y(3) 

/  dUh  +  jdUh  +   /  dUh  z^\  Bh-\-  \  Bh  , 

«(1)  «(2)  a(3) 

wo  jetzt  in  Bh  und  Bh  die  Zahlen  tn,  q  überall  nur  die  Werthe  0 
und  1  erhalten  dürfen.  Ist  über  die  Rh  verfügt,  so  können  also  die 
B/,'  noch  auf  64  verschiedene  Arten  gewählt  werden.  Daher  gehören 
in  jedes  der  64  Systeme  von  Berührung scurven  3*"^  Ordnung  64  solche 
Curven,  ivelchc  die  Curve  4*^^'  Ordnung  in  3  Punkten  je  3 -punktig 
berühren.  Dies  stimmt  damit  überein,  dass  (nach  p.  840)  durch  je 
zwei  beliebige  Punkte  einer  C^  64  Kegelschnitte  gelegt  werden 
können,  welche  die  C^  in  3  Punkten  berühren.  Legt  man  nun  diese 
C^  durch  die  Berührungspunkte  einer  Doppeltangente,  so  sind  die 
Berührungspunkte  der  C^  zugleich  diejenigen,  in  welchen  eine  C3 
4 -punktig  schneiden  kann  (vgl.  p.  853).  So  erhält  man  die  28  .  64 
B erührung scurven ,  welche  den  erwähnten  28  Sy steinen  angehören;  aber 
man  sieht,  dass  es  noch  36  .  64  solcher  Berührungscurven  gibt,  in 
deren  Berührungspunkten  nicht  zugleich  ein  Kegelschnitt  der  C^  be- 
rühren kann,  welcher  durch  die  Berührungspunkte  einer  Doppel- 
tangente geht.  —  Diese  Beispiele  werden  hinreichen,  um  den  Clarakter 
der  hier  auftretenden  Sätze  zu  bezeichnen.  Wir  können  dieselben  zu 
folgendem  allgemeineren  Theoreme  zusammenfassen: 

Es  gibt  je  63  Systeme  von  Curveti  (2  my*-'''  Ordnung  und  je  64 
Systeme  von  Curven  (2  ;w -f-  1)"''"  Ordnung,  welche  die  C^  einfach  be- 
rühren,   wo   sie    derselben    begegnen.      Und   diese    letzteren    64    Systeme 


*)  Ein  ganz  analoger  Satz  gilt  natürlich  für  die  adjungirten  Berührungscurven 
{n  —  2)te>"  Ordnung  bei  Curven  tj'^'  Ordnung  vom  Geschlecht  /;,  vgl.  p.  849, 
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theilen  sich  immer  so  in  28  und  3ß,  dass  die  Berührungspunkte  jeder 
Curvc  aus  einem  der  2S  Systeme  immer  mit  den  Berührungspunkten 
einer  bestimmten  unter  den  28  Doppeltangenten  auf  einer  Curvc  (m  -f-  1 )''''' 
Ordnung  liegen,  tvährend  etwas  Sehnliches  bei  den  anderen  36  Systemen 
nicht  eintritt.  Aber  alle  Systeme  haben  die  Eigenschaft ,  dass  die  Be- 
rührungspunkte je  zweier  Curven  desselbcfi  Systems  auf  einer  Curve  der- 
selben Ordnung  liegen. 

Man  kann  von  diesen  Sätzen  leicht  zu  einer  genaueren  Diseussion 
derjenigen  Fälle  übergehen,  in  denen  die  Berührungspunkte  von 
6,  8  .  .  .  Doppeltangenten  auf  einer  C^,  C^  ...  liegen,  worüber  eben- 
falls von  Hesse  und  Steiner  Sätze  aufgestellt  sind;  u.  s.  w.  —  Es 
soll  hier  nur  noch  ein  Beispiel  für  Sätze  anderen  Charakters  ange- 
führt werden.  Nach  p.  843  gibt  es  S**  —  1  =  728  Systeme  von  Curven 
.?'<"■  Ordnung,  welche  die  C^  in  4  Punkten  je  3 -punktig  treffen.  Zwi- 
schen den  Integralen  bestehen  hier  die  Gleichungen: 

yW  yd)  y(3)  y(i) 

1  duu  +  l  dUk-\-      du/,-\-  I  duk  =  ^  Ph ; 

<;(!)  <:<2)  c(3)  c(4) 

wo  das  System  der  Ph,  wenn  wir  annehmen,  dass  die  Punkte  c'''  die 
Schnittpunkte  einer  beliebigen  Geraden  mit  der  C^  seien,  niemals 
verschwinden  darf,  weil  sonst  die  C^  aus  einer  dreifach  zählenden 
Geraden  bestehen  würde.  Betrachtet  man  hier  eine  Curve,  welche 
demjenigen  anderen  Systeme  angehört,  für  das  immer  2  P^  an  Stelle 
von  Pfi  tritt,  und  addirt  die  einer  solchen  Curve  entsprechenden 
Gleichungen  zu  den  vorigen,  so  findet  man  die  Summe  analoger 
Integrale  immer  der  Null  congruent.  Die  erwähnten  728  Systeme 
theilen  sich  also  in  364  Paare  zu  zweien,  so  dass  die  Berührungspunkte 
jeder  Curve  des  eitien  Systems  mit  denen  jeder  Curve  des  zugehörigen 
Systems  auf  einem  Kegelschnitte  liegen. 

Man   kann  leicht  ähnliche  Sätze  für  die  Berührungscurven  dieser 
und  anderer  Ordnung  in  Menge  aufstellen. 

X.    Das  Verschwinden  der  0- Function.  —  Beziehungen  zum 
Riemann-Roch'schen  Satze. 

Wir  haben    früher    hervorgehoben   (p.   837),    dass    die    Function 
Q  {v^yV^y  .  .  .  Vp),  deren  p  Argumente  definirt  sind  durch*): 

.rO)  .r(2)  JP)  ^^ 

Vh  =   l  dUh-\-  I  duh  +  •  .  .  +   /  duh  —  i  duh, 

a(l)  o(2)  «(/»)  (^ 


*)  In  Betrefi'  der  Bedeutung  der  Punkte  fi  und  a(')  vgl.  p.  835  und  874. 
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unabhängig  von  |  verschwindet,  wenn  die  p  Punkte  a;(''  auf  einer  zu 
/■  =-=  0  adjungirten  C„_3  liegen,  d.  h.  wenn  die  durch  p  —  1  der 
Punkte  x^'^  bestimmte  C„-z  auch  den  /?'®"  Punkt  enthält,  oder  —  was 
sich  für  I  =  x^P^  ergibt  —  dass  die  0- Function  immer  verschwindet, 
wenn  ihre  Argumente  von  der  Form  sind: 


Vh 


=    /  duH  +  /  duh  +  .  .  .  +    l  duu-\-  I  du,, , 


wo  dann  die  Punkte  x^^K  x^^\  .  .  .  x'J'~~^^  völlig  beliebig  sein  können. 
Dieser  Fall  ist  ein  erstes  Beispiel  dafür,  wie  sich  algebraische  Rela- 
tionen für  Schnittpunktsysteme  adjungirter  6'„_3  in  einfachster  Weise 
ausdrücken  lassen,  sobald  man  die  transscendenten  0- Functionen 
zu  Hülfe  nimmt.  Durch  weitere  Verfolgung  dieser  Bemerkung  lassen 
sich  aber  auch  alle  diejenigen  Sätze  über  Schnittpunktsysteme  adjun- 
girter C,i  —  -i  erledigen,  welche  wir  früher  im  Anschlüsse  an  den  Rest- 
satz behandelt  haben,  und  welche  insbesondere  zu  dem  sogenannten 
Rie  mann- Roch 'sehen  Satze  führten.  Die  Entwicklung  dieser  Ver- 
hältnisse soll  uns  hier  zunächst  beschäftigen. 

Die  Einführung  der  0 -Function  in  diese  Theorien  beruht  nach 
dem  Obigen  auf  der  Lösung  des  ümkehrproblems,  welche  eben  durch 
sie  vermittelt  wird,  oder  (nach  den  Entwicklungen  auf  p.  831)  auf 
der  Darstellbarkeit  algebraischer  wie  f  verzweigter  Functionen  durch 
Quotienten  von  0 -Functionen.  Solche  algebraische  Functionen  lassen 
sich  aber  noch  in  anderer  Weise  auf  transscendentem  Wege  herstellen, 
nämlich  durch  Vermittlung  von  Integralen  zweiter  Gattung;  und  an 
diese  Darstellung  derselben  lässt  sich  dann  ebenfalls  eine  Behandlung 
der  Spedalffnippen  und  Specialschaaren  anknüpfen.  Wir  wollen  auf 
letztere  Methoden  nachher  um  so  mehr  eingehen,  als  wir  bisher  noch 
nicht  Gelegenheit  fanden,  uns  mit  Integralen  zweiter  Gattung  ein- 
gehender zu  beschäftigen. 

Wenn  es  uns  so  gelingt,  mit  Hülfe  des  einfachen  Formalismus, 
w^elchen  die  Theorie  der  Abel'schen  Integrale  an  die  Hand  gibt,  die 
beregten  Fragen  directer  zu  behandeln,  als  es  uns  auf  dem  rein 
algebraischen  Wege  möglich  war  (indem  dies  z,  B.  bei  dem  Satze 
auf  p.  437  nur  durch  einen  Schluss  von  q  auf  <?  -j-  1  geschah),  wenn 
man  auch  historisch  zuerst  auf  ersterem  Wege  zur  Stellung  und 
Beantwortung  der  bezeichneten  Probleme  geführt  wurde,  so  ist  dagegen 
doch  das  principielle  Interesse  nicht  gering  anzuschlagen,  welches  ein 
algebraischer  Beweis  rein  algebraischer  Sätze  für  sich  in  Anspruch 
nehmen  muss.  Die  folgenden  Untersuchungen  sollen  daher  keineswegs 
jene  früheren  Beweise  ersetzen,  sondern  nur  eine  andere  Seite  der 
durch   diese  Fragestellung    gebotenen   Probleme  beleuchten.     Hervor- 
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gehoben  mag  ferner  werden,  dass  die  Theorie  der  transscendenten 
Functionen  bisher  nicht  dazu  verwendet  werden  konnte,  die  Anzahl 
der  möglichen  Special -Gruppen,  bez.  -Schaaren  einer  bestimmten  A^i 
anzugeben,  während  wir  früher  solche  Zahlenbestimmungen,  wenigstens 
für  einzelne  Fälle,  mit  Hülfe  des  erweiterten  Correspondenzprincips 
wirklich  ausgeführt  haben  (p.  743  f.  und  p.  749  ff.).  — 

Dass  jede  Specialschaar  gc^^^ ,  d.  h.  jede  Schnar  Qq^'i^  ,  für  welche 
(p.  699): 

q>  Q  —  p-\-\ 

durch  adjungirlc  Ciitven  {n  —  3)''""  Ordnung  ausgeschnitten  roerden  kann, 
ergibt  sich  hier  in  folgender  Weise.  Zunächst  betrachten  wir  eine 
Funktgruppe,  in  welcher  nur  p  —  1  (nicht  p)  Punkte  durch  die 
übrigen  bestimmt  sind.  Dann  muss  von  den  p  Gleichungen  des 
Umkehrproblems : 

/  duh  +   /  duh  +  .  .  .  +   I  du/,  =  va, 
«(1)  «(^)  «(/') 

oder  von  den  entsprechenden  Differentialgleichungen : 

(1)  >   ^— j =  dVA 

eine  die  Folge  der  übrigen  sein ;  oder  mit  anderen  Worten :  Es 
müssen  sich  Constante  c^^^,  c^^^ ,  .  .  .  c^''^  so  bestimmen  lassen,  dass: 

(2)  c,  cp,  (a:(0)  +  c,cp,  (o;«'))  +  .  .  .  +  c,g.,  (a;«'))  =  0. 

Diese  p  Gleichungen  aber  sagen  eben  nichts  anderes  aus,  als  dass 
die  Punkte  a:''"'  auf  der  6'„_3:  c,  ^,  -|-  .  .  .  +  Cp(pj,  =  0  liegen.  Wenn 
nun  von  den  Punkten  einer  Gruppe  noch  weniger  durch  die  übri- 
gen bestimmt  sind  (wie  eben  im  Falle  q  ^  0  —  />  -|-  1),  so  müssen 
von  den  Gleichungen  (1)  mehrere  eine  Folge  der  übrigen  sein;  und 
man  wird  in  gleicher  Weise  zu  einer  grösseren  Zahl  von  Relationen 
der  Form  (2)  geführt.  Letztere  aber  sagen  immer  aus,  dass  die 
betreffenden  Punkte  (zusammen  mit  festen  Punkten  einer  residualen 
Gruppe)  auf  verschiedenen  adjungirten  C  —  i  liegen,  und  also  durch 
eine  lineare  Schaar  solcher  Curven  ausgeschnitten  Averden  können, 
wie  behauptet  wurde. 

Den  Beweis  für  den  Rie  mann -Roch 'sehen  Satz  mittelst  0- Func- 
tionen führen  wir  zuerst  an  einigen  besonderen  Fällen  durch.  Der 
einfachste  Fall  ist  der,  wo  durch  p  —  1  Punkte  x^'^\  x^'^\  .  .  .  x^p~'^^ 
noch  oo'  C„_ 3  hindurchgehen.*)    Dann  liegen  diese  Punkte  mit  jedem 


*)  Es  ist  also  (J  =  /{  =  p  —  1,  r  =  \ ,    und  es  ergibt  sich,   dass  auch  </  =  1, 
denn  es  ist  immer  Q  -\-  fi  =  2p  —  2,  Q  —  R  =  2  q  —  2  r.     Vgl.  p.  688  und  701. 
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beliebigen  y>''"  Punkte  z  von  /  auf  einer  C„  —  3,  d.  h.  es  besteht  nach 
dem  Eingangs  erwähnten  Satze  unabhängig  von  z  und  |  die  Relation : 

(3)  ®  (   2    /  ^"''  "^  /  '^"'  ~  /  ^^''' )  ^  ^' 

Andererseits  ist  nach  dem  Abel'schen  Theoreme,  da  die  C„--s  durch 
die  Tangente  von  ^  zu  einer  C„_2  ergänzt  wird,  wenn  durch  j/">, 
tj^^\  .  .  .  i/P-^^  die  p  —  l  übrigen  Schnittpunkte  einer  durch  die  x^'^ 
gehenden  C„_3  bezeichnet  werden: 

(4)  ^         du.-i-   ^        dn,-\-2      du,  =  0. 

'■  =  1     «('•)  '■  =  '      «('■)  afp) 

Die   Argumente   der  in    (3)    auftretenden    0- Function    werden    daher 


gleich 


=  —    2/     /  ^"A—   1  duA-{-  jdi 


■  —  ^     a(0  a(p)       ■  /t  «(P) 

j  du/i . 

'  =  '      ä(')  afp)  /" 

Aus  (3)  folgt  also,  da  0  eine  gerade  Function  ihrer  Argumente  ist, 
unabhängig  von  ^  und  z  die  weitere  Relation: 

0  I     V     f  du,,-\-  I  du,,  -   /  öfw/,  j  =  0, 

welche  aussagt,  dass  die  p  —  1  Punkte  y^''  mit  jedem  beliebigen 
Punkte  ^  von  /  auf  einer  adjungirten  C„_3  liegen,  d.  h.  dass  auch 
durch  die  y('*  noch  eine  oo'-Schaar  von  C„_3  geht;  und  dies  ist  wie- 
der der  auf  p.  688  gefundene  Satz. 

Ein  anderes  Beispiel  soll  uns  der  Fall  Q  =  p  (also  R  =  p  —  2), 
r  =  l  geben,  wo  durch  p  Punkte  x'(^),  x^'^\  .  .  .  x^p^  noch  oo'  C„_3 
hindurchgehen.  Es  liegen  dann  je  p  —  1  dieser  Punkte  a:'"'  mit 
jedem  beliebigen  Punkte  z*)  auf  einer  C„_3,  d.  h.  wir  haben  die  p 
Relationen : 

(5)  ^(yik  r^"^+  ff^^'h—  l'duA=^0. 

k=],  2,  3,  ...p, 


*)  Es  sind  hier  natürHch  immer  nur  Punkte  von  /"  =  0  gemeint;    vgl.  die  al- 
gebraische Behandlung  dieses  Beispiels  auf  p.  694  fF. 
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wo  der  Index  k  an  dem  Summenzeichen  andeuten  mag,  dass  in  der 
Summe  das  dem  Index  i  =  k  entsprechende  Glied  ausgelassen  werden 
soll.  Sind  wieder  y^'^,  .  .  .  y'''"",  worunter  jedoch  y''''  auszulassen  ist, 
die  ;?  —  2  zu  den  a;W  residualen  Punkte,  so  können  wir  hier  nach  dem 
Abel'schen  Theoreme  die  Gleichung  (4)  durch  die  folgende  ersetzen: 

(6)  T    /  duu  +   ^^     /  du,  +   /  du,  -\-  I  du,=^0. 


Die   Argumente   der  in  (5)  vorkommenden  0- Function  werden  daher 
gleich 

'•=^1    /'  /•  /^  /^  A  /' 

—    ^^     /  du,  +  /  du,  —  I  duh  —   1  duh  —  /  du,  —  /  du. 


i  =  p  —  1 


Ak) 


V*^     /  duk  —  /  duA  —  I  du,  +  /  duA 

'-^      «('■)  a'P)  a(^)  i" 


Die  Gleichungen  (5)  sagen  somit  auch  aus,  dass  man  durch  die  p  —  2 
Punkte  ?/('',  durch  irge7id  einen  der  jj  Punkte  a:*'^  und  durch  einen 
hetiehigen  Punkt  |  noch  eine  C„_3  legeu  kann;  durch  die  y('>  gehen 
also  p  verschiedene  Büschel  von  C„_3  und  somit  auch  zum  Mindesten 
eine  cxj^-Schaar  solcher  Curven.  Dass  die  Mannigfaltigkeit  der 
letzteren  Schaar  auch  nicht  grösser  als  2  sein  kann,  erkennt  man 
durch  Umkehrung  dieser  Schluss weise.  Wir  haben  also  q  =  2 ,  wie 
es  der  Ri  em  an  n- Roch 'sehe  Satz  verlangt. 

Zur  Durchführung  des  allgemeinen  Beweises  setzen  wir: 

0  ==  p  —  1  -|-  p  ,     also :     R  =  p  —  1  —  () . 


Durch  die  Q  Punkte  x^^\  x 


(2) 


a;'^'   sollen  der  Annahme  nach  oo'' 


Cn     -i   gehen;    d.   h.   es   sollen  alle   {p  —  r) - gliedrigen  Determinanten 
aus  dem  folgenden  Schema  verschwinden  *) : 

9,  (a:<'))   >2  («'^^)     •  •  •     ^P  (^^^^) 


cp,{x(0))     <p^{x(0)) 


<Pp  G-^^^^0 


Das  Verschwinden  dieser  Determinanten  sagt  aber  nichts  anderes  aus, 
als  dass  Je  p  —  r  der  Punkte  x*-'^  mit  r  beliebigen  Punkten  auf  einer 
adjungirten  C„_3  liegen.     Die   betreffenden  Relationen   werden  daher 


*)  ^gl-  P-  702,  wo  li  durch  Q,  q  durch  r,  t  durch  p  —  \  zu  ersetzen  ist. 
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auch  vollständig  dargestellt  durch  das  folgeude  Öystem  von  Glei- 
chungen :  *) 

wo  die  Indices  k^,  k<^,  .  .  .  ky^q-i  an  dem  ersten  Summenzeichen 
andeuten  sollen,  dass  in  der  Summe  die  den  Werthen  /  =  A:,, 
^2?  •  •  •  ^r+ß-i  entsprechenden  Glieder  ausgelassen  werden  sollen,  so 
dass  die  Summe  nur  noch  aus  Q  —  r  —  q  -\-  \  =  p  —  r  Gliedern  be- 
steht, und  wo  durch  2*^ 'j^r  beliebige  Punkte  bezeichnet  sind.  In  diesen 
Gleichungen  ist  die  Zuordnung  der  unteren  Grenzen  a*'^  zu  den  oberen 
Grenzen  x^*'>  noch  eine  sehr  willkürliche.  Um  uns  von  dieser  Willkür- 
lichkeit frei  zu  machen  und  im  Folgenden  die  Bezeichnungsweise  ein- 
facher zu  gestalten,  führen  wir  als  untere  Grenze  immer  de;iselben 
Punkt  ^  ein  und  ausserdem  Constante  Kh,  definirt  durch**): 

Kh  =   /  äuh  -\-  I  duh-\-  ...-{-  1  duh  . 

ad)  a(2)  a(P) 

Die  Gleichungen  (7)  gehen  dann  über  in: 

Bezeichnen  wir  ferner  mit  a-(^  +  '),  x^^  +  ^^,  .  .  .  x^^  +  ^^  die  GrupjDe  der 
B  zu  den  a;W  residualen  Punkte,  -.so  ist  nach  dem  Abel'schen 
Theoreme : 

Die  Argumente  der  0- Function  (8)  gehen  daher  über  in: 

—  ^iduh—       V        I  duA-i-  y^   j  fl^h  —  Kh   -  J  dUh  . 


*)  Von  den  durch  das  Verschwinden  beregter  Determinanten  dargestellten 
Gleichungen  sind  nur  (r  +  1)  (0  —  P  +  ''  +  1)  von  einander  unabhängig  (p.  704); 
dem  entsprechend  sind  auch  die  hier  aufgestellten  0 -Relationen  noch  von  ein- 
ander abhängig.  Dass  diese  Gleichungen  auch  umgekehrt  hinreichen,  um  alle 
(p  _  r)-gliedrigen  Determinanten  obigen  Schemas  zum  Verschwinden  zu  bringen, 
erkennt  man  durch  einen  analogen  Schluss,  wie  er  in  der  Anmerkung  auf  p.  692 
angedeutet  ist. 

**)  Dies  sind  dann  die  bei  R.  A.  F.  §.  22  mit  k^  bezeichneten  Constanten; 
vgl.  die  Anmerkungen  auf  p.  835  und  836. 
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Da  nun  jedenfalls  r  <.  R  ist,  so  können  wir  hierin  r  —  1  der  Punkte 
z^'^i^  bez.  mit  r  —  1  beliebigen  der  Punkte  a;(^+'>  zusammenfallen 
lassen,  also  z.  B,  setzen: 

Schreiben  wir  dann  kurz  z  statt  z'^»),  so  geht  die  Gleichung  (8)  über  in : 

(9)        ^„„„.^ 

Andererseits  hätten  wir  z.  ß.  auch  z^^»*  mit  x*'''^,  und  nicht  mit  x(^+^'', 
zusammenfallen  lassen  können,  wodurch  die  Gleichung  (9)  sonst  un- 
geändert  bliebe;  es  würde  nur  in  dem  ersten  Integrale  der  zweiten 
Summe  die  obere  Grenze  a;'^+^'>  auftreten.  Da  nun  die  Punkte  x^  »^  aus 
den  Q  Punkten  re'''  beliebig  gewählt  waren,  so  besteht  die  Gleichung 
(9),  auch  wenn  man  irgend  einen  anderen  dieser  Punkte  für  a;''''' 
wählt;  nur  darf  derselbe  nicht  unter  den  Punkten  a:*^''' ,  vC^^'',  ...  x^''r-\-Q—i^ 
enthalten  sein.  Für  x'*^''  kann  man  also  noch  Q  —  r  —  q  -\-  2  = 
p  —  r  -\-  \  andere  Punkte  a;*''  setzen,  femer  nach  der  eben  gemachten 
Bemerkung  auch  jeden  der  R  Punkte  a;(^+').  Als  Function  von  x^'"'^ 
aufgefasst,  ve^h windet  daher  die  in  (9)  links  stehende  0- Function 
für  R-{-p-{-\  —  i'=2p  —  r  —  q  verschiedene  Werthe  von  a;^'^'). 
Da  nun  immer  R  '^  r  ist,  so  ist  auch: 

p —  1  —  Q  —  r>0 
oder: 

2p~Q~r>p-\-\. 

Als  Function  von  a;^^')  verschwindet  also  die  0- Function  für  mehr  als 
p  Werthe  von  a:<^')  und  somit*)  überhaupt  unabhängig  von  a;^^'^  Ana- 
loges gilt  für  a:^^-',  .  .  .  a;('''+?-i^;  bezeichnen  wir  also  mit  z'^^, 
z(2>,  ....  z('  +  e),  %  beliebige  Punkte  von  /,  so  besteht  immer  die  Glei- 
chung : 

(10)  0(^,.  ,^      ,       fdu,-\-  ^    r<?w/, +  Ä'/,  —  r^«,j  =  o; 

^  '  ==  ^  /LI  '  —    '^  /t  /U 


*)  Vgl.  R.  A.  F.  §.  22  und  ßiemann:  Ueber  das  Verschwinden  der  ©-Func- 
tionen, §.  2.  Crelle's  Journal,  Bd.  65.  Die  in  §.  3  des  letzteren  Aufsatzes  ange- 
stellten Betrachtungen  über  einige  besondere  Fälle  von  Specialschaaren  stimmen 
im  Wesentlichen  mit  denen  des  Textes  überein;  ein  Unterschied  in  der  Behand- 
lung ist  nur  durch  die  verschiedene  Wahl  der  untei-en  Grenzen  bedingt.  —  Nach 
§.  4  ff.  des  genannten  Aufsatzes  lässt  sich  der  Fall,  wo  die  0- Function  unab- 
hängig von  gewissen  Theilen  der  Argumente  verschwindet,  immer  auf  das  Vei-- 
schwindeu  aller  Dili'erentialquotienten  bestimmter  Ordnung  nach  den  Argumenten 
zurückführen. 
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und  diese  sagt  aus,  dass  durch  je  R  —  r  -f-  1  Punkte  der  Residual- 
yruppe  Gr  noch  eine  oo'' +  ^  -  Schaar  von  6'„_3  geht.  Nun  ist  aber 
B  —  r  -{-  ]  =  p  —  r  —  Q]  sind  also  y*^^  .  .  .  y^p-'  —  Q^  irgend  welche 
der  R  Punkte  x^<^  +  '\  so  besteht  immer  die  Gleichung: 


(?))     q>^{y^P- 
9>2  (^''0 


P))    .  .  .   cpp{y^P-^--fi^) 
...    cp,  (z^)) 


0 


oder  mit  anderen  Worten  (vgl.  p.  692,  Anmk.):    Es  verschwinden  alle 
(r  +  ())-gliedrigen  Unterdeterminanten  der  Matrix  (wo  ?/(')  =  a;'^  + '^) : 

(Pi  (z/<^0    9'2  (y^^O    • . .    <Pp  (?/"0 


Dies  sagt  aber  eben  aus,  dass  durch  alle  R  Punkte  der  Gß  noch  eine 
c»''+?-Schaar  von  C„^3  geht  (p.  703).  Die  SpecialgrlUfpen,  von  denen 
eine  als  Gruppe  Gq  gegeben  ivar,  bilden  sotiach  selbst  eine  Specialschaar 
^^(«',  wo: 

q  =  r  +  Q=^\{Q-R)  +  r 

oder:  2  {q  —  r)  =  Q  —  R , 

was  wieder  die  Gleichung  des  Rie  manu -Roch 'sehen  Satzes  ist. 
Dass  q  auch  nicht  grösser  als  r  -\-  q  sein  kann ,  erkennt  man  daraus, 
dass  derselbe  Beweisgang  auch  umgekehrt  verfolgt  werden  kann,  die 
Annahme  q  =  r  -\-  q  -{-  \  also  auf  die  Zahl  r  -\-  l  statt  auf  r  für  die 
Mannigfaltigkeit  der  Gruppen  Ga  führen  würde. 

Ein  anderer  Beweis  unseres  Fundamentalsatzes  knüpft,  wie  er- 
wähnt, an  die  Darstellbarkeit  algebraischer  Functionen  durch  Integrale 
2.  Gattung  an.  *)  Wir  sprechen  das  zu  beweisende  Theorem  zunächst 
in  etwas  anderer  Fassung  aus. 

Die  Mannigfaltigkeit  der  zu  einer  gegebenen  Gtj  residualen  G/{ 
kann  man  in  folgender  Weise  algebraisch  definiren.  Man  lege  durch 
Gq  eine  beliebige  adjungirte  Curve  ^  =  0,  welche  die  Gruppe  Gr  auf 
f  ausschneidet;    durch   letztere   lege   man   eine   andere   Curve   gleicher 


*)  Vgl.  Roch:  lieber  die  Anzahl  der  willkürlichen  Constanten  in  algebrai- 
schen Functionen,  Crelle's  Journal,  Bd.  64,  p.  372;  und  für  den  einfachsten  Fall 
R.  A.  F.  §.  5. 
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Ordnung  ;f  =  0,  die  sonst  ganz  beliebig  sein  kann.  Dann  ist 
A  =  y  eine  algebraische  Function,  welche  in  den  Punkten  Go  unend- 
lich wird;  und  die  Mannigfaltigkeit  q  der  Schaar  ^^**^  die  zu  dem- 
selben Residuum  Gji  gehört,  ist  dann  offenbar  um  Eins  kleiner  als 
die  Zahl  der  willkürlichen  Coefficienten,  die  in  der  Curve  %  =  0  noch 
verfügbar  sind,  wenn  letzterer  keine  andere  Bedingung  auferlegt  wird 
als  die,  durch  die  Punkte  der  Gruppe  Gr  zu  gehen  und  zu  /  adjungirt 
zu  sein.  Diese  Zahl  aber  wird  sich  bei  näherer  Untersuchung  von 
der  Zahl  ;■  -{-  I  der  linear  von  einander  unabhängigen  adjungirten 
6'„_3  abhängig  zeigen,  welche  man  durch  die  Gruppe  Gr,  legen  kann. 
Der  von  uns  zu  beweisende  Satz  ist  daher  folgender: 

Wird  eme  algebraische  Function  l  hi  Q  Punkten  Gq  unendlich  gross 
von  der  ersten  Ordnung ,  und  können  in  diesen  Q  Punkten  r  -|-  1  Func- 
tionen (p  (x)  verschivinden^  zwischen  denen  keine  lineare  Relation  besteht, 
(d.  h.  geht  dtit^ch  Gq  eine  od"' -Schaar  von  6'„_3^,  so  enthält  A  die  Zahl 
Q  —  p  -\-  r  -\-  2  ivill kürlicher  Coefficienten  (d  h.  die  Gruppe  Gq  gehört 
einer  oo'^  -  Schaar  an,  für  die  q  =  Q  —  ;^  +  ''  -j-  U- 

Zum  Beweise  stellen  wir  die  Function  A  in  anderer  Form  dar. 
Eine  Function,  welche  in  Q  Punkten  a:^'^,  .  .  .  x^^^  algebraisch  unend- 
lich erster  Ordnung  wird,  ist  offenbar  gegeben  durch  eine  Summe  von 
Q  Integralen  zweiter  Gattung,  deren  jedes  in  je  einem  der  Punkte 
a;'')  unendlich  gross  wird  (p.  792);  und  diesem  Integrale  kann  man 
noch  beliebige  lineare  Combinationen  von  (überall  endlichen)  Inte- 
gralen erster  Gattung  hinzufügen,  so  dass  man  den  Ausdruck  erhält*): 

(11)     /^i^i  +  /32Z2  +  .  .  .  +  /3^Zy  -f  «1?/,  +  a,u.^  -{_...  -f-  UjiUp, 

wo  die  /3,  und  a,  Constante  bedeuten.  Unter  Z^  ist  dabei  das  Normal- 
integral zweiter  Gattung  verstanden,  welches  im  Punkte  a;*'^  unendlich 
wird  und  durch  diesen  Punkt  völlig  bestimmt  ist,  so  dass: 


dZi  = 


naM^ 


während  die  erste  Reihe  der  Periodicitätsmoduln  von  Z,  verschwindet 
und  der  Periodicitätsmodul  von  Z,-  am  Querschnitte  by  gegeben  ist 
durch  eine  algebraische  Function,  nämlich  (p.  805): 

wobei  (aj:"~^^/a)«  =  0.  Die  Summe  (11)  ändert  sich  daher  an  einem 
Querschnitte  ay  der  zerschnittenen  Rie  mann 'sehen  Fläche  um  2jtiay, 
dagegen  an  einem  Querschnitte  by  um 

•)  Zur  unteren  Grenze  der  Integrale  Zj  ist  ein  beliebiger  fester  Punkt  von  f 
gewählt,   obere  Grenze  ist  der  bewegliche  Punkt  cc. 
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Bestimmt  man  also  die  noch  willkürlichen  Constanten  «,-  und  ß,- 
so,  dass  die  Gleichungen  bestehen: 

a^  =  a^  =  .  .  .  =  ccp  =  0  • 

(12)  ß,  H.C)  +  ß,R/^>  +  .  .  .  +  ^,;  H^(^)  =  0 

(t.=  1,  2,  3,  .  .  .;;), 

so  stellt  der  Ausdruck  (11)  eine  Function  dar,  welche  in  der  ganzen 
zu  /  =  0  gehörigen  Riemann'schen  Fläche  eindeutig  und  stetig,  und 
mit  Ausnahme  der  0  Funkte  x^'^  auch  überall  endlich  bleibt,  in 
letzteren  aber  algebraisch  unendlich  wird;  d.  h.  derselbe  ist  eine 
algebraische  Function  von  x^,  x.^,  x^.  Und  umgekehrt  kann  sich  die 
in  denselben  Q  Punkten  ebenso  unendlich  v/erdende  Function  A  von 
dem  Ausdrucke  (II)  nur  um  eine  Constante  C  unterscheiden.  Man 
hat  folglich: 

(13)  X  =  1^==  ß,Z,  -j-  ß,Z,  ^  .  .  ,  -\-  ßoZo  -\-  C . 

Hier  bestehen  zwischen  den  Grössen  /3,  die  p  Gleichungen  (12); 
es  können  also  von  denselben  Q  —  p  willkürlich  angenommen  werden. 
Die  Function  A  enthält  dann  noch  Q  —  p  -\-  ^  willkürliche  Coeffi- 
cienten,  d.  h.  die  Ourven  X  =  0  bestimmen  auf  /  noch  eine  cx^'-^^''- 
Schaar  von  Gruppen  Gq  ,  von  denen  eine  durch  j/^  =  0  ausgeschnitten 
wird.  Dies  stimmt  damit  überein,  dass  im  Allgemeinen  p  Schnitt- 
punkte durch  die  übrigen  bestimmt  sind,  Ist  insbesondere  0  =  p  -{-  1, 
so  sind  die  Verhältnisse  der  Grössen  ßi  vollständig  bestimmt,  und  wir 
haben  eine  cxj'-Schaar  von  Gruppen  Gp+i,  welche  durch  den  Büschel 
j^  —  Xxi>  =  0  gegeben  werden.  Für  besondere  Lagen  der  Punkte  x; 
kann  es  jedoch  eintreten,  dass  die  Gleichungen  (12)  nicht  von  einan- 
der unabhängig  sind.  So  wird  z.  B.  eine  die  Folge  der  anderen, 
wenn  Q  ==^  p,  und  wenn  die  Determinante  von  (12)  verschwindet.  Von 
letzterer  aber  lässt  sich  das  Product: 

/     (cxa)    \     /    (cxoi)    \  /    (cxci)    \ 

absondern,  welches,  da  (i  (xa)i  =  aj'-^a;,  von  den  Punkten  x'-'^  un- 
abhängig ist.     Die  betrefPende  Gleichung  geht  daher  über  in: 

9),  Gr<^))     92  (o;"))     ...     gp,(a;<i)) 
g),  (a:(2))     cp.ix^^-))     ...     g);,(x-(2)) 


(14) 


0. 


lü  dem  Falle  liegen  also  die  0  =  p  Punkte  x^'^  auf  einer  Curve  (p  =  0, 
und    die    Anzahl    der     in    A    willkürlichen    Coefficienten    ist    gleich 
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Q  — p  -{-  \  -\-  \  =  2^  d.  h.  durch  das  Residuum  von  j)  —  2  Punkten 
kann  man  noch  eine  cx)*-Schaar  von  6'^,  _3  legen,  was  mit  den  bekannten 
Resultaten  übereinstmmt.  Ganz  ebenso  wird  für  einen  beliebigen  Werth 
von  Q  die  Zahl  der  willkürlichen  Constanten  um  r  -{-  \  vermehrt, 
wenn  zwischen  den  Gleichungen  (12)  r  -|-  1  Relationen  der  Form: 

Ci^D,  (x^'O  +  c,(p,  (xf'O  -{-  .  .  .  +  Cp(pp  (a;('))  =  0 

bestehen,  wo  die  Ci  Constante  sind,  d.  h.  wenn  durch  die  Punkte  x^'^ 
r  -|-  1  verschiedene  Curven  q)  hindurchgehen,  wodurch  dann  wieder 
der  oben  ausgesprochene  Satz  gewonnen  ist.  Gleichzeitig  ist  hiermit 
wieder  gezeigt,  dass  jede  Speciahehaar  durch  adjungirte  C,i--i  ausge- 
schnitten werden  kann. 

Zur  Erläuterung  betrachten  wir  noch  ein  einfaches  Beispiel;  es 
sei  eine  Grundcurve  /  =  0  5*®"^  Ordnung  ohne  Doppelpunkte  gegeben, 
also  j»  =  6.  Hier  ist  jede  ganze  Function  zweiter  Ordnung  der  xi 
eine  Function  (p.     Die  Function 

wird  in  den  5  Schnittpunkten  von  b_r  =  0  mit  f  =0  unendlich.  In 
denselben  verschwinden  3  von  einander  unabhängige  Functionen  (p, 
nämlich  ^.^a;, ,  b:>:X^,  b^^x.^)  daher  enthält  X  die  Anzahl  5  —  6-f-2-|-2  =  3 
willkürlicher  Coefficienten ,  in  der  That  die  Grössen  «, ,  a.^,  a^.  — 

Man  erkennt  übrigens  leicht,  dass  der  vorstehende  Satz  auch  für 
Schnittpunktsysteme  nicht  adjungirter  Curven  gültig  bleibt.  Gehen 
nämlich  die  Curven  %  =  0,  ifj  =  0  durch  einen  Doppelpunkt  von  f, 
in  dem  die  Punkte  §  und  rj  der-  Rie  mann 'sehen  Fläche  vereinigt 
liegen   mögen,   nicht   hindurch,    so  nimmt  die   algebraische   Function 

A  =  ^   für  X  =  i   und  für  x  =  r]    denselben   Werth  an,    indem   nur 

eine  Curve  des  Büschels  i  —  X^  =  0  durch  den  Doppelpunkt  geht. 
Soll  also  wieder  die  Gleichung  (13)  bestehen,  so  erhalten  wir  für  die 
Coefficienten  '/3,  neben  den  Gleichungen  (12)  zunächst  noch  die 
Relation : 

(15)  ß,jdZ,^ß,JdZ,  +  ...  +  ßi,j'dZ^  =  0. 

Biese  Gleichung  aber  ist  identisch  erfüllt.  Durch  nähere  Unter- 
suchung des  Integrals  /  ^  dJlap  nämlich  wird  man ,  wie  hier  nicht 
weiter  ausgeführt  werden  soll*),  zu  der  Formel  geführt: 


*)  Vgl.  Gl.  u.  G.  A.  F.  p.  128  f. 
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wo  a,  ß  zwei  beliebige  Punkte  sind,  und  wo  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 

^=  ^  a   4-  ^  a   -4-  ^  a 

da:         da:i     ^  "*     da:^    ^     '     dx^     ^  ' 

unter  a  einen  Punkt  der  Tangente  von  x  an  die  Grundcurve  ver- 
standen. Die  Indices  a,  ß,  i  an  den  eingeklammerten  Ausdrücken 
sollen  andeuten ,  dass  in  diesen  bez.  a;  =  a ,  x  =  ß,  x  ^  x^''>  zu 
setzen  ist,  wo  a:*'*  die  Q  Verschwindungspunkte  von  ^  sind.  Die 
Gleichung  (16)  nun  ist  mit  der  Gleichung  (14)  identisch ,  wenn  man 
setzt : 


\dx/i 


Setzt  man  aber  in  (16)  a  =  l,  ß  =  r],   so  wird    (~\    ==  f~j  ,    und 

wir  erhalten   die   Gleichung  (15),    q.  e.  d.     Der    oben    ausgesprochene 
Satz  (p.  863)  bleibt  also  auch  für  Schnitipunktsysteme  nicht  adjungirter 
'  Curven  etefiso  bestehen. 

In   obigem   Beispiele  können  wir  also  der  Cr,  auch  einen  Doppel- 

a 

punkt  beilegen  und  die  Function  A  =  7^  betrachten.   Dann  wird  ()  =  5, 

p  =  b,  r  =  \  (denn  die  Linie  ^^  =  0  wird  durch  jede  Gerade  durch 
den  Doppelpunkt  zu  einer  Curve  (p  ergänzt).  Es  folgt  also  ^=5  —  5 
-{-  1  -f-  1  ==  2,  wie  es  geometrisch  evident  war. 

XI.    Scilnittpunktsysteme  nicht  adjungirter  Curven  mit  der  Grundcurve. 
—  Das  erweiterte  Umkehrproblem. 

Die  geometrischen  Untersuchungen ,  welche  wir  bisher  an  das 
Abel 'sehe  Theorem  und  das  Umkehrproblem  anknüpften^  bezogen  sich 
namentlich  auf  Schnittpunktsysteme  adjungirter  Curven;  und  es  reichte 
dabei  aus,  Integralsummen  erster  Gattung  zu  betrachten  (p.  817).  In 
der  That  stimmt  in  dem  Falle  die  Zahl  p  der  Gleichungen  mit  der 
Zahl  der  zwischen  den  Schnittpunkten  bestehenden  Relationen  überein  ; 
und  das  Jacobi'sche  Umkehrproblem  lehrte  uns  die  Bestimmung  von 
jy  Schnittpunkten  durch  die  übrigen  aus  jenen  p  Integralgleichungen, 
vorausgesetzt,  dass  die  Ordnung  der  schneidenden  Curve  grösser  als 
«  —  3  ist.  Hat  man  es  dagegen  mit  nicht  adjungirten  Curven  zu 
thun,  so  sind  mehr  Schnittpunkte  durch  die  übrigen  bestimmt;  es 
müssen  somit  zu  jenen  p  Gleichungen  für  Integrale  erster  Gattung, 
welche  immer  bestehen  bleiben,  noch  andere  Gleichungen  hinzutreten. 
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so  dass  durch  die  Gesammtheit  derselben  das  Schnittpunktsystem 
wieder  vollkommen  charakterisirt  wird.  Man  übersieht  dies  leicht, 
wenn  man  sich  die  Grundcurve  allmählich  so  degenerirt  denkt,  dass  sie 
einen  Doppelpunkt  erhält.  Dann  sinkt  das  Geschlecht  der  Curve  um 
eine  Einheit;  und  es  gehen,  wie  früher  erwähnt  wurde,  p  —  1  der  p 
Normalintegrale  erster  Gattung  in  die  iVorm «/integrale  e^'ster  Gattung 
der  neuen  Curve  über,  das  p^^  Integral  dagegen  verwandelt  sich  (bei 
passender  Wahl  des  Querschnittsystems  der  Rie  mann 'sehen  Fläche) 
in  ein  NormaliniegraV  dritter  Gattung  für  die  neue  Curve,  deren 
Unendlichkeitspunkte  %,  t]  in  dem  neu  entstandenen  Doppelpunkte 
vereinigt  liegen  (vgl.  p.  807).  An  Stelle  der  p  Gleichungen  des 
Jacobi'schen  Umkehrproblems  treten  daher,  wenn  wir  mit  n=p  —  1 
das  Geschlecht  der  neuen  Curve  bezeichnen,  jetzt  die  tt -f- 1  Glei- 
chungen: 

V      /  duu  =  vn         (Ä  =  1,  2,  3,  .  .  .  %), 


^      /  duh 


und  aus  ihnen  hat  man  wieder  die  oberen  Grenzen  a;<'*  zu  bestimmen. 
Ebenso  erhält  man  q  Gleichungen  mit  Integralen  dritter  Gattung, 
wenn  die  betrachteten  Curven  durch  q  Doppelpunkte  der  Grundcurve 
nicht  hindurchgehen;  und  solche  q  Gleichungen  bestehen  ja  dann  auch 
in  der  That  nach  dem  AbeTschen  Theoreme  für  Integrale  dritter 
Gattung.  Das  Problem  der  Bestimmung  der  Punkte  x^'^  aus  den  p  -\-  q 
Gleichungen  ist  es,  welches  man  als  das  erweiterte  Umkehrproblem*) 
bezeichnet. 

Die  Lösung  des  letzteren  ergibt  sich  indess  nicht  ohne  Weiteres 
aus  der  des  Jacobi'schen  Problems  durch  den  augedeuteten  Grenz- 
übergang. Da  nämlich  bei  diesem  eine  Periode  des  Integrals  TT|,,  un- 
endlich gross  wird,  so  kann  man  die  beim  Jacobi'schen  Probleme 
verwendete  0- Function  nicht  mehr  unmittelbar  benutzen;  man  muss 
vielmehr  eine  andere  Function  einführen,  welche  sich  übrigens  aus 
den  gewöhnlichen  0- Functionen  und  aus  Exponentialfunctionen  zu- 
sammensetzt.   Im  Folgenden  sollen  diese  Verhältnisse,**)  insbesondere 


*)  Für  /)  =  1 ,  q  =  1  ist  dasselbe  von  Rosenhain  (unter  anderen  Gesichts- 
punkten) behandelt:  Memoires  des  savants  etrangers,  t.  11,  p.  376,  allgemein 
für  p=l  von  Clebsch:  Crelle's  Jounial,  Bd.  64,  für  p  =  '2.  von  Brill:  ib. 
Bd.  64,  für  Curven  mit  beliebigem  Geschlechte  von  Clebsch  und  Gordan: 
Cl.  u.  G.  A.  F.  p.  148  und  270  ff. 

**)  Tu  Betreff  des  Jacobi'schen  Umkehrproblems  für  p  =  2  sei  nochmals  auf 
den  Aufsatz  von  Prym,  der  schon  p.  765  erwähnt  wurde,  verwiesen. 
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die  Eigenschaften  dieser  neuen  Function,  nur  für  den  Fall  p  =  2 
erörtert  werden  (wo  wir  wieder  p  statt  tc  schreiben) ;  an  diesem  Bei- 
spiele wird  hinreichend  hervortreten,  wie  man  im  allgemeinen  Falle 
zu  verfahren  hat.  Die  Resultate  wollen  wir  für  die  Curve  vierter 
Ordnung  mit  einem  Doppelpunkte  verwerthen,  insbesondere  für  die  Be- 
sümmimg  ihrer  Doppeltangenten.  — 

Wir  bezeichnen  die  beiden  Normalintegrale  erster  Gattung  mit 
Mj,  «2;  ^^^  ^^^  Doppelpunkte  der  C^  gehörige  Normalintegral  dritter 
Gattung  mit  ii^.  Für  die  Betrachtung  legen  wir  eine  zweiblättrige 
Riemann'sche  Fläche  mit  6  Verzweigungspunkten  zu  Grunde,  wie 
sie  der  Gleichung  der  C^  (p.  797): 

2/>2  (^)  +  2/^3  (^)  +  9^4  (^)  =  0 
entspricht,  wenn  man  y  als  Function  von  x  auffasst.  Die  sechs  Ver- 
zweigungspunkte sind  durch  drei  Verzweigungsschnitte  paarweise  mit 
einander  verbunden;  um  die  letzteren  legen  wir  die  Schnitte  «^ ,  a^, 
h^,  hc,,  q,  ^2  in  der  Weise,  wie  es  für  ;>  =  3  in  Fig.  71,  p.  800 
veranschaulicht  ist.  Vermöge  dieser  Schnitte  ist  die  Fläche  dann  in 
eine  einfach  zusammenhängende  zerlegt,  deren  Rand  eben  durch  diese 
Schnitte  gebildet  wird.  Die  Werthe  einer  Function  (p  an  zwei 
gegenüberliegenden  Punkten  dieses  Randes  wollen  wir  mit  (p+  und 
(p~  bezeichnen ,  indem  wir  in  bekannter  Weise  eine  positive  und  eine 
negative  Seite  der  Randcurve  unterscheiden. 

Zufolge  unserer  früheren  Festsetzungen  über  die  Normalintegrale 
bestehen  dann  für  jeden  Punkt  des  Schnittes  u^  die  Gleichungen: 

(1)  (m,+  —  u{-)„^  =2ni,     («2+  —  W2~)«.  =  0  ,     (M3+  —  W3-),,,  ==  0 , 

wobei  die  untere  Grenze  der  Integrale  w«  beliebig  und  constant  ge- 
wählt ist.     Ebenso  haben  wir  für  die  Schnitte  a^,  /y, ,  h.^'. 

(2)  (?/j+  —  u^-)„„  =  0 ,     («2+  —  u.r\  =  2ni,     {u.^+  ~  uf-)a^  =  0 , 


(3) 


(m,+  —  Mi-)i,  =  ail,    («2+    -  W2-)i,  =  ö,2;    («3"''—  ^3~X=    /   ^"1  =  ^1; 

*  n 

{u{^—U^-\=a^X,   («2"^  — W2~)*,=  «22;   («3"^  — «^3~X=    /  du2  =  A.^, 

und  es  ist  gleichzeitig ,  wenn  unter  J  das  über  den  ganzen  Schnitt  a 

a 

geführte  Integral  verstanden  wird,  bei  richtiger  Wahl   des  Sinnes,   in 
welchem  man  das  Integral  führt*): 

,  =  I  äu^,  a^^=a^^=  j du^=  i  du.^,  «22=  f  ^^2)  ^i^=  1  du^  =  /  du^ 


*)  Vgl.  z.  B.  Neu  mann  a.  a.  0.  p.  126,  Note. 
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Das  Integral  u.^  endlich  ändert  sich  noch  um  ^2  in  bei  jedem  Um- 
gange um  einen  der  Unendlichkeitspunkte  |,  t].  Die  Schnitte  c^,  c^ 
kommen  für  die  Periodicitäts- Eigenschaften  der  Integrale  nicht  weiter 
in  Betracht. 

Für  die  von  den  Integralen  w, ,  u.^  abhängende  0  -  Function  (p.  836) : 

haben  wir  ferner  bekanntlich  die  Gleichungen  (v  =  1 ,  2) : 

(4)  (0+  :  0~)„„  =  1 ,      (0+  :  0~)*.,  =  e"^-^  "^  "-  ; 
und  wenn 

(5)  V,'  "=  V,.  +  2  nty  n  i  -\-  cti ,,  qi  -\-  a^  ,■  q^ 

gesetzt  wird,  so  ist  allgemein: 

Die  von  uns  zu  behandelnde  Aufgabe  besteht  nun  darin,  aus  den 
drei  Gleichungen : 

a:(l)  :r(2)  .rO) 

(7)  Cdu,,  +     i'dUh  +    ^dUh  =  Wh  (Ä  =   1,    2,    3) 

«(1)  c(2)  *^(3) 

rf/e  Punkte  x^^\  x^'^\  x^^'>  in  Function  der  gegebenen  Grössen  u\,  iv.,,  w^ 
zu  bestimmen.  Aus  dem  über  das  Jacobi'sche  Umkehrproblem  Ge- 
sagten   (p.   833)    ist    sofort    klar,    dass    man    eine   Gleichung    für  die 

Werthe   einer   algebraischen  Function  ^  in  den  Punkten  a;(^*    a;(^^  o;'^^ 

aufstellen  kann,  wenn  es  gelingt,  die  Summe  der  Werthe  eines  Inte- 
grals dritter  Gattung  mit  beliebigen  Unendlichkeitspunkten  t,)  ^  als 
Function  der  Grössen  iv^^  iv^,  w^  darzustellen,  d.  ]j.  die  Summe: 

.rC)  .rt2)  .^(3) 

(8)  n^  (-)  =  fdw^^  -f  Jdj]^^  +  ^rfn^. 

<*(!)  c(2)  >) 

Es  kommt  also  im  Folgenden  nur  darauf  an,  diese  Darstellung  zu 
leisten. 

Letzteres  gelingt  nun  mit  Hülfe  einer  von  den  drei  Grössen  u^, 
u.^,  «3  (jedoch  nicht  symmetrisch)  abhängenden  Function  0'(mi,  Wj,  u.^) 
oder  kurz  0'(w),  welche  wir  durch  folgende  Gleichung  definiren: 

(9)  Q'(u)=       e{u,~^A,,     u,-^A,).e^"' 

wo  A^ ,  A^  die  in  (3)  ebenso  bezeichneten  Integrale  bedeuten.  In 
Rücksicht  auf  (3)  ist  nun  an  den  Schnitten  b/,  für  h  =  1 ,  2: 
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(0  (Wv±i-4,)+  :  0  (Wv  +  ^^v)~\  =  6'  "/.  ±  ^  ■"/'  +  ^  "AA  . 

Wegen    der    in    (3)   ausgesprochenen  Eigenschaften    des  Integrals    u^ 
haben  wir  also  aus  (9): 

(10)  (log  Q'(u)+  -  log  0'(w)-)^;,  =  u,  +  ^  «/,/,        (Ä  =  1 ,  2) ; 
definirt  man  ferner  v^'  durch  die  Gleichung: 

(11)  v.^'  =  V3  +  2ö'/Jt  +  (7,  ^1  -h  </2^2  J 

v/,  V2'  dagegen  wieder  durch  (5),  so  fifidet  man  allgemein: 

(12j  log0'(v')  =  log0»+^,yi  +  (72y,,  +  i(^i^«ii+2(/i^2«i2  +  '72^«22)+^''"^; 

m;i<?  man  verificirt  leicht,  cTass: 

(13)  Q'{—v)  =  Q'(v). 

Die  Periodicitätseigenschaften  der  Function  0'  sind  hiernach  ganz 
analoge  wie  die  der  gewöhnlichen  0- Function.  Die  erstere  ist  da- 
gegen in  der  zerschnittenen  Riemann'schen  Fläche  nicht  mehr  wie 
letztere  eine  überall  eindeutige  Function,  denn  durch  das  Zerschneiden 
längs  der  Querschnitte  ist  ein  Umgang  um  einen  der  Punkte  |,  t] 
noch  nicht  unmöglich  gemacht,  und  ein  solcher  ändert  das  Vorzeichen 
von  0'.  Jedem  Punkte  der  Fläche  entsprechen  daher  zivei  Werthe 
dieser  Function;  nur  für  die  Punkte  |  und  iq  fallen  beide  zusammen. 
In  ihnen  nämlich  wird  1/3  unendlich  gross  wie  log  {x  —  ^)  bez. 
log  (x  —  ri)  in  x  =  i,  bez.  x  =  rj  und  also  0'  algebraisch  unendlich 
ivie  {x  —  |)~2  bez.  {x  —  •»?)"-•  Die  Punkte  ^,  iq  sind  daher  Ver- 
zweigungspunkte der  Function  0';  und  zwar  hat  letztere  (ausgebreitet 
über  die  zerschnittene  Fläche)  keine  anderen  Verzweigungspunkte,  wie 
man  aus  der  Art  ihrer  Bildung  aus  den  gewöhnlichen  0 -Functionen, 
erkennt.  Wenn  also  0  {u)  in  einem  Punkte  der  Fläche  verschwindet,  so 
geschieht  dies  mindestens  von  der  ersten  Ordnung^  d.  h.  wie  {x  —  a)  für 
X  =^  a.  — 

Zur  Lösung  des  in  den  Gleichungen  (7)  gegebenen  Umkehr- 
problems verfahren  wir  nun  genau  so,  wie  es  Riemann  für  das 
Jacobi'sche  Umkehrproblem  gethan  hat.*)  Unter  u^,  u^,  «3  ver- 
stehen wir  unsere  drei  Integrale,  deren  gemeinsame  untere  Grenze 
beliebig  und  constant,  deren  gemeinsame  obere  Grenze  variabel  sein 
mag;  ferner  mögen  v^,  v^,  v^  drei  beliebig  gegebene  Constante  be- 
deuten. Wir  beweisen  alsdann  zunächst  den  Satz,  dass  die  Function 
Q' (u  —  v)  in  drei  Punkten  der  ^iem&nii'schen  Fläche  verschwindet, 
es  sei   denn,    dass    sie  identisch  Null  ist;   letzteres  soll  aber  zunächst 


*)  Vgl.  R.  A.  F.  §.  22,  sowie  die  näheren  Ausführungen  bei  Neumann  und 
Prym  a.  a.  0. 
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ausgeschlossen  werden.  Nach  den  eben  gemachten  Bemerkungen  über 
das  Verschwinde.n  von  0'  brauchen  wir  nur  zu  zeigen,  dass  das  Quadrat 
von  0'  {ii —  v)  in  sechs  Punkten  Null  von  der  ersten  Ordnung  wird; 
diese  sechs  Punkte  müssen  dann  eben  aus  drei  Paaren  von  je  zwei 
zusammenfallenden  Punkten  bestehen,  damit  0'  (?/  —  v)  in  ihnen  un- 
endlich von  der  ersten  Ordnung  werden  kann.  Wir  bezeichnen  des- 
halb im  Folgenden  mit  2  V  die  zu  suchende  Zahl  der  Verschwindungs- 
punkte  von  [0' (w  —  v)Y,  dann  ist  V  die  entsprechende -Zahl  für 
0'  {u  -  v). 

Die  Function: 

[0'  (u  -  v)Y'  =  &'  {ur  —  ^  A,)  c"3  4-  02  {uv  +  ^  Ay)  e-"> 
+  20  {ur  ~  l  Ay)  .  Q  {u^ -{-  ^  A^) 

ist  in  der  durch  die  Schnitte  a,  &,  c  zerschnittenen  Fläche  sonst 
überall  eindeutig  und  stetig;  nur  in  den  Punkten  |  und  r]  wird  sie 
algebraisch  unendlich  von  der  ersten  Ordnung.  Es  ist  also  nach  einem 
bekannten  Satze: 

(14)     /*^logr0T'=2   r^  =  2i7t{2V—  1  —  l)=4:i7t(V  —  1), 

wenn  man  das  links  stehende  Integral  über  die  ganze  Begrenzung  der 
zerschnittenen  Fläche  führt,  d.  h.  in  beiden  Richtungen  über  alle 
Schnitte  «,  b,  c.     Dies  Integral  ist  andererseits  gleich 

2fd  (log  0'+  -  log  0'-) , 

geführt  in  nur  einer  Richtung  über  die  Schnitte  a,  b,  c.  Nun  folgt 
aber  aus  (10)  und  (12)  für  die  Schnitte  a  und  c: 

log  0'  {u  —  v)+  —  log  0'  (m  —  y)-  =  0 
und  für  die  Schnitte  h: 

C(d  log  0'  (w  —  v)+  —  d  log  0'  {ii  -  v)-\     =  Cduh  =  27ti . 

Aus  (14)  erhalten  wir  somit: 

fdlogQ'  EEE4:i7i  =  2t7C  (r—  1), 
oder:  V  ==  3  ,  q.  e.  d. 

Es  kommt  jetzt  weiter  darauf  an,  die  Abhängigkeit  dieser  drei 
Verschwindungspunkte  der  Function  0'  (w—  v)  von  den  gegebenen 
Constanten  f,,  ^2,  v-_^  näher  zu  bestimmen:  Wir  werden  zu  zeigen 
haben,  dass  diese  Abhängigkeit  eben  durch  die  Gleichungen  (7)  unseres 
Umkehr  Problems  dargestellt  wird,  wenn  man  auf  den  rechten  Seiten  der- 
selben noch  gewisse  Constante  hinzufügt  (oder  —  was  dasselbe  ist  — 
ohne  Vermittlung  solcher  Constanten,  wenn  man  die  unteren  Grenzen 
c^')  passend  wählt).     Die   drei  Verschwindungspunkte  von   0'  (u  —  v) 


372  Sechste  Abtheilung. 

würden  dann  mit  den  in  (7)  auftretenden  Punkten  a:<'>,  x^'^^,  x^^^  zu- 
sammenfallen und  sollen  dalier  sogleich  mit  diesen  .Buchstaben  be- 
zeichnet werden. 

Auf  der  Begrenzung  der  durch  die  Linien  a,  b,  c  zerschnittenen 
Fläche  nehmen  wir  nun  irgendwo  drei  Punkte  ^^^^,  ^<^',  ^'^)  an.  Von 
^<*)  aus  legen  wir  eine  Schleife  l^,  welche  den  Punkt  x^^^  umkreist 
und  dann  zu  ^'^'  zurückkehrt;  ebenso  verbinden  wir  die  Punkte  x^'^\ 
a;'3)  bez.  mit  den  Punkten  t,^^\  g^^)  durch  Schleifen  /j,  /g  und  denken 
uns  die  Fläche  längs  der  Linien  /,  ,  l^,  /g  aufgeschnitten ;  endlich 
legen  wir  noch  einen  Schnitt  rty  um  die  Punkte  |,  rj  und  verbinden 
ihn  durch  einen  weiteren  Schnitt  mit  der  Randcurve  unserer  Fläche.  In 
der  so  zerschnittenen  Fläche  ist  jetzt  log  0'  {u  —  v)  eine  überall  endliche 
stetige  und  eindeutige  Function  des  veränderlichen  Punktes  x ;  Gleiches 
gilt  von  den  Integralen  u^,  u^  und  daher  besteht  die  Relation: 

W  =/log  0'  («  —  v)  .  dify  =  0         (v  =  1 ,  2) , 
wenn   man   das  links  stehende  Integral  über  die  ganze  Randcurve   der 
Fläche  erstreckt,  d.  h.  in  beiden  Richtungen  über  alle  Schnitte  a^,  a^, 
^3>  ^17  ^2)  ^n  ^2}  h>  hj  h'     Andererseits  ist  dieses  Integral  gleich  der 
Summe  der  Integrale 

W  =   Tjlog  0'  {u  -  v)+  —  log  0'  {u  —  v)-\dur, 

geführt  über  alle  Linien  «,  b,  c,  /.     Nun  haben  wir  aber 
an  den  Linien  l^,  l,,  l^:    log  0'+ —  log0'-=  —  2 in, 
„      „         „        c^,  c,       :    log0'+— Iog0'-  =  O, 
„     „        „        «A  :    Iog0'+-Iog0'-  =  2<7A^Ä      (Ä  =  l,2,3), 

„      „         „        bv  :    log  0'+— log0'-=  w,.  — y,.  +  iö,,  +  2Ävi3r. 

Es  bedeuten  hier  die  Grössen  ff  und  h  ganze  Zahlen^  welche  hinzu- 
gefügt werden  müssen,  da  die  Differenzen  von  log  0'  nur  bis  auf 
Vielfache  von  2  in  definirt  sind.  Bezeichnen  wir  nun  mit  a^M^  c:,/^)^ 
«„(3)  die  Werthe  von  w,,  in  den  Punkten  ^(«,  ^^^\  t^^\  mit  «,('»,  «„(2)^  «^(S) 
die  in  den  Punkten  x^'\  so  wird: 


CdW=  2  in   CdUr  =  («,(')  —  «„<'')  2  in  , 

I  dW  =  2nigy  j  diir  =  2ffr in  .  Uhr,        (h  =  \,2) 

C dW=2ing^  fdur  =  0 

I  dW  =  I  Uh-duv  -\-  {\ahh  —  v/i  +  2hhni)  j  du,.  , 
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Hier  ist  y^?«,.  gleich  2  ni  oder  0,  je  nachdem  A  =  v  oder  h  >  v,  das 

Integral  Ju/rduv  hängt  nur  von   dem   constanten  Anfangswerthe  des 

Integrals  w,.  ab;  ebenso  sind  die  Integrale  a,/'^  von  den  x^'^  unab- 
hängig. Bezeichnen  wir  also  mit  kv  solche  von  den  a;''^  unabhängige 
Constante ,  so  wird  schliesslich  für  v  =  1 ,  2 : 

0  =  ^r zz  (a„(i)  +  är„<2)  -|-  «,/=5)  —  z;,+  2  hrin  +  ^^  «j ^  -j-  g^a^r  +  k^)  2i7t . 

Eine  ganz  analoge  Gleichung  leitet  man  aber  in  derselben  Weise  auch 
für  u^  ab.  Es  wird  also  schliesslich  bis  auf  vollständige  Perioden- 
systeme für  V  =  1,  2 ,  3 : 

=  w^-\-  Ar  —  b,M^  —  b/^)  —  bj^^  =  ^^;v  +  >c,. , 

wo  br^'^  den  Werth  des  Integrals  w,,  im  Punkte  c<')  bedeutet,  wo  ferner 
die  Xr  neue  Constante  sind,  und  die  iVv  mit  den  in  den  Gleichungen 
(7)  gegebenen  Grössen  übereinstimmen  sollen.    Wir  haben  also  den  Satz: 

Setzt  man  die  Argumente  der  Function  0',  welche  durch  (9)  definirt 
ist,  gleich  Uy  —  iVy  —  ;«,, ,  ivo  die  Xr  gewisse  Constante  und  die  w^,  durch 
(7)  gegeben  sind,  so  verschwindet  die  Function  0'  in  den  drei  Punkten 
x(^),  a;(2),  a:(3). 

Um  die  Constanten  k^,  x.^,  x.^  genauer  zu  bestimmen,  verfahren 
wir  nun  in  folgender  Weise.*)  Die  constante  untere  Grenze  der 
Integrale  soll  mit  ft  bezeichnet  sein;  dann  verschwindet  nach  dem 
eben  ausgesprochenen  Satze  die  Function 

.r(l)  ^(2)  .r(3) 

0'  (    /  du,,  —  1  duu  —    l  duh  —   I  du,,  —  x^j 

C-  cd)  c(2)  c(3) 

für  X  =  a:*^>  unabhängig  von  den  Punkten  .r<2)^  o;'^';  oder  mit  anderen 
Worten:     Die  Function 

cd)  .r(2)  ^(3) 

(15)  0'  (  jdun  —  I  du/,  —   1  dUh  —  Xh\ 

^  c(2)  c(3) 

verschwindet  unabhängig  von  der  Lage  der  Punkte  a;'^),  .r(3). 

Die  Punkte  c^^),  c^^ ,  c<^)  sind  hier  noch  ganz  beliebig;  mit  ihnen 
müssen  nur  immer  die  Grössen  x^,  x^,  Xg  gleichzeitig  passend  ge- 
ändert werden.     Wir  bestimmen  dieselben  jetzt  durch   folgende  Con- 


*)  Diese  Bestimmungsweise  der  Constanten  ist  Jer  von  Weber  (Crelle's  Jour- 
nal, Bd.  70)  für  das  Jacobi'sche  Umkehrproblem  gegebenen  nachgebildet.  Das 
Resultat  stimmt  mit  dem  bei  Cl.  u.  G.  A.  F.  p.  184  auf  anderem  Wege  (für  den 
allgemeinen  Fall)  gewonnenen  überein. 
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struction.  Die  Tangente  der  6^,  im  Punkte  ^  schneidet  die  6',  noch 
in  zwei  Punkten ;  durch  letztere  legen  wir  einen  Kegelschnitt,  welcher 
die  C^  noch  in  drei  Punkten  berührt  und  nicht  durch  den  Doppel- 
punkt geht.  Solche  Kegelschnitte  gibt  es  in  endlicher  Zahl;  und  mä 
den  drei  Bei'üJwungspunklen  eifies  zimächsl  heliehig  ausgewählten  lassen 
wir  die  Punkte  c^^\  c^'^\  c^^^  zusammenfallen.  Es  soll  dies  jedoch  ein 
eigentlicher  Kegelschnitt  der  Art  sein,  d.  h.  er  soll  nicht  in  die  Tan- 
gente von  ^  selbst  und  eine  Doppeltängente  der  C^  zerfallen,  j^un 
schneidet  die  Verbindungslinie  von  a;^^)  und  x^^^  die  C^  noch  in  zwei 
Punkten,  die  mit  y'^',  y(^'  bezeichnet  seien.  Dann  ist  nach  dem  Abel'- 
schen  Theoreme  für  ä  =  1,  2,  3: 

ft  ^(2)  ;r(3)  j/{2)  „(3) 

(16)  2  /  dUh  +   /  duk  +  /  duh  +   /  duh  +  /  du/,  =  0  . 

cd)  c<2)  c(3)  c'2)  <;(3) 

Hieraus  folgt,  da  0'  eine  gerade  Function  ist,  dass  neben  der  durch 
das  Verschwinden  von  (15)  gegebenen  Gleichung  auch  die  Gleichung 
besteht : 

c(l)  v(2)  j/(3) 

(17)  0'  i  CdUh  —  [dUh  —  jduA  +  ic,\  =  0, 

/*  cm  c(3) 

und  zwar  unabhängig  von  g^^^,  g^^K  Man  kann  also  in  letzterer 
Gleichung  auch  ?/^2)  =  ^^(2)^  ^^(3)  __  -^.(3)  setzen;  und  dann  stimmt  die 
Gleichung  (17)  mit  (15)  bis  auf  das  Vorzeichen  von  x/^  überein. 

Statt  X  =  x^^^  zu  setzen,  hätte  man  aber  auch  x  =  x^^^  und  x^'^^ 
nehmen  können.  Es  ergibt  sich  somit,  dass  unabhängig  von  dem 
Vorzeichen  der  Grösse  x^  die  Function  ^ 

a:  ^(»)  .r(2)  J3) 

0'  (  /  duk  —  /  duA  —  j  dUh  —  /  dUh  +  ^^  ) 

M  c(l)  c(2)  <;(3) 

für  X  =  x^^"^ j  X  ==  x^^\  X  =  x^^^  verschwindet.  Dies  ist  aber  nur 
möglich,  wenn  sich  die  Argumente  der  von  -\-  Xv  und  der  von  —  'Hy 
abhängenden  Function  0'  um  ein  Vielfaches  von  Periodensystemen 
unterscheiden;  d.  h.  wir  haben: 

^i=^(2lL^7ti-\-  il^.i)     +f*3-0     +yi«ll  +  y2«22) 
'«a^Kf^l-O     4-2^2^«*+/*3   -0     +  yi«21   +r2«22) 

»«3  =  i  Cl^i  •  0   +  /^2  •  0   +  2  ^3?;r  +  j/j  ^,  +  ^2^3)  , 
wo  nun  die  Zahlen  \i,  y,  ganz  bestimmt  gegebene  Werthe  (^  0  mod.  2) 

haben  und  eben  dadurch  definirt  sind,  dass  die  Function  Q'{JdUh  -f-  Ky) 

in  den  drei  Punkten  c*')  verschwindet. 


runktsysteme  auf  einer  Curve.     Abersche  Integrale.  875 

Legt  man  durch  die  beiden  weiteren  Schnittpunkte  der  Tangente 
von  ^  mit  der  Cj  einen  anderen  Kegelschnitt,  der  die  C^  in  den 
Punkten  «<*),  «(-',  a(3>  berührt,  so  ist  nach  dem  A b e l'schen  Theoreme : 

a(>)  a(2)  a(3) 

(18)  /  du/,  +  /  du/,  +  /  diik  EEE  ^kh , 

^1)  c(2)  c(3) 

wenn   A-^    ein    bestimmtes    Periodensystem    bedeutet.      Die    Function 

0'  (/+  \  kh  +  a"^/')  verschwindet  dann  in  den  drei  Punkten  «<'>,  a^^^, 

«PI  Besonders  ausgezeichnet  ist  aber  hierdurch  das  System  von  Punkten 
«(0^  für  welches  kh  =  j<ä  w;/rfi,  ivelches  also  die  Eigenschaft  besitzt^  dass 

die  Function  Q'ifduh)  in  de?i  Punkten  a(^>,  a^^\  a'^^  iV«^/  wird. 

Es  ist  daher  zweckmässig,  dieses  bestimmte  Punktsystem  für  die 
unteren  Grenzen  der  Integrale  in  den  Gleichungen  (7)  zu  wählen,  wie 
es  im  Folgenden  (analog  unseren  früheren  Bemerkungen  über  das 
Jacobi'sche  Problem  p.  835  f.)  geschehen  soll.  Es  sei  noch  hervor- 
gehoben, dass  der  in  diesen  ausgezeichneten  Punkten  a^^  berührende 
Kegelschnitt  im  Allgemeinen  nicht  in  die  Tangente  von  ft  und  eine 
Doppeltang ente  der  C^  zerfallen  kann.  Alsdann  nämlich  wäre  der  Punkt 
^   unter    den    Punkten    «^'^    enthalten,    und    es    müsste  die   Function 

.r 

Q'  (fdu/t)  für  X  =  [i  verschwinden,  d.  h.  die  Gleichung  bestehen: 

0'(O,  0,  0)  =  0, 
was  im  Allgemeinen  offenbar  nicht  eintritt. 

Auf  die  Doppeltangenten  der  C\  kommen  wir  sogleich  noch 
zurück.  Zuvor  mögen  die  bisher  gewonnenen  Resultate  für  die  Lö- 
sung des  in  den  Gleichungen  (7)  gegebenen  ümkehrproblems  benutzt 
werden.  Dasselbe  erledigt  sich  einfach,  wenn  man  die  Function  0' 
anwendet.  In  der  That  verificirt  man  leicht  die  Richtigkeit  der 
Gleichung : 

(19)  n.  (l)  =  log --, V-  , 

wo:  r^9  \cc)==  2  f  ^^^^ '         ^^"^21  ^"^' ' 

man  braucht  zu  dem  Zwecke  nur  die  Periodicitäts  -  Eigenschaften  sowie 
die  Null-  und  Unendlichkeitspunkte  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung 
zu  vergleichen.  Damit  ist  dann  nach  den  obigen  Bemerkungen  (p.  869) 
das  erweiterte  Umkehrproblem  gelöst.  — 
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Letzteres  kann  man  nun  zur  Bestimmung  von  Berührungscurven 
benutzen,  ivdche  durcli  den  Doppelpunkt  nicht  hindurchgehen,  wie  wohl 
nicht  weiter  ausgeführt  zu  werden  braucht  (vgl.  p.  838  ff.).  Es  sei 
nur  bemerkt,  dass  jetzt,  wie  man  leicht  übersieht,  die  Gleichungen: 

^.(1)  ,^(2)  ,^(3) 

(20)  CdUh  +   Iduu  +   Iduu  =  I  (y^  +  kn), 

ad)  «(2)  a(3) 

WO  die  v/,  Constante,  die  k^  Periodensysteme  bedeuten,  r"  =  r^v-V^ 
Lösungen  erlauben.*)  Für  r  =  2  folgt  hieraus,  dass  es  31  Systeme 
von  je  einfach  unendlich  vielen  eigentlichen  Kegelschnitten  gibt,  ivelche 
nicht  durch  den  Doppelpunkt  gehen  und  die  C^  überall  berühren,  wo  sie 
ihr  begegnen;  denn  unter  den  zunächst  gefundenen  32  Systemen  ist 
das  der  doppelt  ifählenden  Geraden  mit  enthalten.  — 

Von  besonderem  Interesse  ist  hier  indess  wieder  das  auch  für  den 
Fall  j9  =  3  schon  behandelte  Problem  der  Doppeltangenten ,  zu  dessen 
Erledigung  wir  jetzt  übergehen.  Haben  wieder  a^^\  a^^\  «(3)  ^[q  an- 
gegebene Bedeutung,  und  sollen  x^^^ ,  x^'^^  die  Berührungspunkte  einer 
Doppeltangente  sein,  so  bildet  letztere  zusammen  mit  der  Tangente 
von  ft  eine  C2,  für  welche  nach  dem  Abel'schen  Theoreme  analog 
zu  (18)  die  Gleichungen  bestehen: 

(21)  tdu,  +   Cdu,  +  CduA  =  \k,         (Ä  =  1 ,  2,  3), 

a(3)  «(1)  «(2) 

WO  die  kh  Periodensysteme  sind.  Hier  haben  wir  aber  drei  Gleichungen 
zur  Bestimmung  der  zef;^^  Unbekannten  a;''),  a:^^';  sollen  dieselben  zusam- 
men bestehen  können,  so  muss  also  zwischen  den  in  ihnen  vorkommen- 
den Constanten  noch  eine  Relation  erfüllt  sein.  Die  letztere  nun  ist  uns 
sofort  durch  den  oben  bewiesenen  Satz  gegeben,  dass  die  Function: 

/.  ,,(1)  ,ß) 

&  (  i  dUh-\-  j  duh  +  /  duA 

„(3)  «(1)  «(2) 

unabhängig  von  den  Punkten  y^^\  y^^^  verschwindet.  Setzen  wir  also 
yW  =  a:<^),  y<2)  =  x'^^  so  haben  wir  die  Bedingung,  dass  die  Gleichung 
erfüllt  sei: 

^(1)  .r(2)  ^^ 

0'  (  Cduu  -f  Cdu,  +   CduiS  =  0'  {^kn)  =  0. 

ad)  «(2)  «(3) 


*)  Die  Zahl  ist  hingegen  wieder  gleich  r^'',  wenn  der  Doppelpunkt  in  einen 
Rückkehrpunkt  übergeht,  denn  dann  verwandelt  sich  das  Integral  dritter  Gat- 
tung in  ein  Integral  zweiter  Gattung;  und  letzteres  hat  keine  logarithmische 
Periode  mehr. 
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Wir  müssen  daher  fragen,  ob  es  Systeme  von  halben  Perioden 
^  Äj ,  ^  k.^ ,  \  A-.j  gibt ,  für  welche,  als  Argumente  der  Function  0',  diese 
letztere  gleich  Null  wird.     Setzen  wir  nun: 

r22'i  ky  =  2  innih  +  qi(hv  +  (h(hv       {v  =  l ,  2) 

^3  =  2  ing    +  q^  A^   +  ^2^2  • 
Die  Function  0'  (^Av,)  entsteht  dann  aus  0'  (—  ^k/^,   indem  man  die 
Argumente   der  letzteren   um  ein  ganzes  Periodensystem  kh  vermehrt; 
und  folglich  wird  nach  (12): 

\ogQ'{^k,)  =  \ogQ'{~\k,;)-\-^{q^^a^^-\-2q^q.^a^.^-\-q^^a,^-q^ky—q^k.^)-^gi^t 
=  log  0'  (—  \  ä-ä)  —  n  i  {?ni  q^  -^m^q^—  g) 
oder: 

0'  (1  A-/,)  =x  0'  (—  ^  A:)  .  (—  ]  )"'!?.+'«=<?•. -i/ . 

Da  aber  0'  eine  gerade  Function  war,  so  ist  auch 

0'(iyt,)  =  0'(-|Ä-,). 

Beide  Gleichungen  können  nur  zusammen  bestehen:  entweder,  wenn 
m^q^  -\- m.^q^  —  g  eine  gerade  Zahl  ist,  oder  wenn  0'(|-A-/j)  =  O  ist. 
Letzteres  tritt  also  immer  ein^  wenn  m^q^  -\- m^q^  —  g  eine  ungerade 
Zahl  ist,  d.  h.  wenn: 

(23)  ?n^q^  -\-  m^q^  —  ^  ^  1         (mod.  2). 

Nur  ivenn  die  Congruenz  (23)  erfüllt  ist,  können  daher  die  Glei- 
chungen (21)  zur  Bestimmung  der  Doppeltang enten  dienen. 

Hierdurch  ist  uns  nun  die  Zahl  der  Doppeltangenten  und  ihre 
gegenseitige  Gruppirung  gegeben,*)  Die  Zahl  derselben  findet  man 
gleich  16,  was  mit  den  Flacker 'sehen  Formeln  in  Uebereinstimmung 
ist  (p.  353),  und  zwar  haben  wir  für  die  mit  den  Ziffern  1,  2,  ...  16 
bezeichneten  Doppeltangenten  folgende  Werthsysteme  der  Zahlen  m,  q\ 


1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

9. 

10. 

11. 

12. 

13. 

14. 

15. 

16. 

1 
9 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

1 

1 

1 

/«, 

0 

1 

1 

1 

1 

0 

1 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

^: 

0 

1 

1 

1 

0 

1 

0 

0 

1 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

m., 

1 

0 

1 

0 

0 

1 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

1 

q-i 

1 

] 

0 

0 

1 

0 

(J 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

1 

1 

*)  Die  Untersuchung  der  Doppeltangenten  einer  C4  mit  Doppelpunkt  ist  von 
Brill  gegeben:  Math.  Annalen,  Bd.  6,  p.  66,  und  zwar  im  Anschlüsse  an  seine 
Behandlung  des  erweiterten  Umkehrproblems  für  p  =  2;  vgl.  die  Anmerkung  auf 
p.  867.     Vgl.  auch  Roch:  Crelle's  Journal,  Bd.  6G,  p.  114  ff. 
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Die  Berührungspunkte  dieser  16  Doppeltangenten  sind  auch,  wie 
schon  bemerkt  wurde,  unter  den  Lösungen  der  Gleichungen  enthalten: 

(24)  CdUf,  +  l'duu  +  Cdu,  =E^k,, 

«(1)  «(2)  «(3) 

welche  die  Berührungspunkte  der  durch  die  übrigen  Schnittpunkte  der 
Tangente  von  fx.  gehenden  Berührungs- Kegelschnitte  bestimmen:  Man 
kann  hier  eben  einen  der  Punkte  x^''^  mit  dem  Punkte  ^  zusammen- 
fallen lassen,  wenn  für  die  in  den  Grössen  k/,  vorkommenden  Zahlen 
m,  q,  ff  die  Bedingung  (23)  erfüllt  ist.  Ist  diese  Bedingung  jedoch 
nicht  erfüllt,  so  erhält  man  aus  den  Gleichungen  (24)  die  Berührungs- 
punkte eines  eigentlichen  Kegelschnittes.  Die  Zahl  der  letzteren  ist 
also  gleich  22-2-f-i  _  16  =  16. 

Zu  weiteren  Sätzen  ühSc  die  gegenseitige  Gruppirung  der  Doppel- 
tangenten gelangt  man  nun  (wie  im  Falle  p  =  3),  wenn  man  von  den 
Systemen  der  (jetzt  nicht  adjungirten)  Berührungs  -  Kegelschnitte  aus- 
geht. Die  Berührungspunkte  o:''*,  .  .  .  x^'^^  eines  solchen  bestimmen 
sich^  wenn  c'-^\  .  .  .  c<*'  die  Schnittpunkte  einer  beliebigen  Geraden 
mit  der  C^  sind  (die  doppelt  zählend  einen  Berührungs -Kegelschnitt 
gibt),  aus  den  Gleichungen: 

^(1)  ^-(2)  a-(3)  ^-(4) 

(25)  /  du/,  -f   /  du/,  +  /  du,,  -j-  /  du,,  =  ^k/,  , 

^1)  c(2)  <-(3)  c-(4) 

WO  die  k/,  wieder  durch  (22)  definirt  sind.  Es  ist  indess  bei  Lösung 
des  Umkehrproblems  geschickter  andere  Gleichungen  zu  Grunde  zu 
legen,  in  denen  die  zu  ^  gehörigen  Punkte  «('>  als  untere  Grenzen 
vorkommen.  Nun  gehen  durch  -die  beiden  übrigen  Schnittpunkte  der 
Tangente  von  fi  zwei  Curven  vierter  Ordnung,  von  denen  die  eine 
aus  dem  doppelt  zählenden,  in  a^*',  a^^\  «'^)  berührenden  Kegelschnitte 
besteht,  die  andere  durch  den  in  a;<^),  .  .  ,  x*-^^  berührenden  Kegel- 
schnitt und  die  doppelt  zählende  Tangente  von  (i  gebildet  wird.  Wir 
können  daher  die  Punkte  x^'^  auch  aus  den  folgenden  drei  Gleichungen 
bestimmen : 

Ji)  ^j2'  ^(3)  x(4)  n^ 

(26)  fdif,,  +   fdu/,  +    Cdu,,  +    i'du,,-^2  i  du,,  =  ^k,, , 

!/l)  a(2)  ad)  "„(2)  „(3) 

WO  die  k/,  von  den  in  (25)  so  bezeichneten  Periodensystemen  ver- 
schieden sind,  wenn  beide  zu  denselben  oberen  Grenzen  gehören.  In 
ihnen   kann  immer  noch   ein   Punkt  x  beliebig  angenommen  werden; 
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die  anderen  drei  sind*  dadurch  nach  den  Gesetzen  des  erweiterten  Um- 
kehrproblems  festgelegt;  in   der  That  stimmen  dann  die  Gleichungen 

(26)  mit  den  Gleichungen  (20)  überein,  wenn  man  in  letzteren  die 
Vk  passend  wählt.  Es  gibt,  wie  schon  erwähnt,  31  Systeme  eigentlicher 
Berührungskegelschnitle ;  dazu  tritt  noch  das  zweifach  unendliche  System 
der  doppelt  zählenden  Geraden,  deren  Schnittpunkte  x^'^  sich  aus  (26) 
für  A-j  =  ^2  =  Ä'a  =  0  ergeben.  In  der  That  bildet  ja  jede  Gerade 
zusammen  mit  der  Tangente  von  jt  eine  C^^  so  dass  nach  dem  Abel'- 
schen  Theoreme:  • 

(27)  Cdv,  +   Cdun  +   Cdu,,  +   C duh  +2  Cdu,,  =  0  . 

a(l)  a(2)  a(l)  „(2)  «(3) 

Soll  nun  ein  solcher  Berührungskegelschnitt,  dessen  Perioden- 
systeme kh  durch  die  Zahlen  m, ,  m.^,  q^,  q^,  9  gegeben  sind ,  in 
zwei  Doppeltangenten  zerfallen,  welche  bez.  durch  die  Zahlen  ?n{,  m^, 
q(,  q^,  g  und  w/',  m^'  <//',  q.l' ,  g"  charakterisirt  sind,  so  muss  sein 
(mod.  2): 

w,  =  m,'  +  m/',     m.,  =  m{  +  m/',    g  ^^  g  -\-  g" , 

Q\  =  Qx  +  Qx' ,     Q2  =■  Qi  +  <li  , 
m{q^' -{- m<^q^  —  g  ^l  ,     m^' q^' -\- 7n^' q^^' —  g"  ^l . 

Man  erkennt  hieraus  leicht,  dass  jedes  der  31  Sy steine,  mit  Aus- 
nahme des  durch  die  Zahlen  q^  =^  q^  =  m^  =  m.^  =  0 ,  g  ==  \  bestimmten 
4  Paare  von  Doppeltangenten  (also  je  8  Doppeltangenten)  enthält;  und 
diese  30  Systeme  werden  weiter  nach  dem  Werthe  von  g  paarweise  ein- 
ander so  zugeordnet,  dass  immer  zwei  alle  16  Doppeltangenten  enthalten. 
Jede  Doppeltangente  kann  somit,  je  nachdem  sie  mit  den  anderfi  gruppirt 
wird,  als  15  Systemen  zugehörig  betrachtet  werden,  wie  die  folgende 
Tabelle  veranschaulicht.  Dieselbe  ist  durch  die  in  der  vorstehenden 
Tabelle  eingeführte  Bezeichnung  der  Doppeltangeuten  mittelst  der 
Zahlen  1,  2,  ...  16  vereinfacht.  Die  römischen  Ziffern  beziehen  sich 
auf  die  15  Paare  von  je  zwei  Kegelschnittsystemeu,  welche  den  15 
Paaren  von  Werthsystemen  m,  q.,  g  entsprechen,  wobei  sich  letztere 
Zahlen  in  jedem  Paare  nur  durch  den  Werth  von  g  unterscheiden. 
Die  unter  einander  stehenden  Doppeltangenten  bilden  je  ein  Paar; 
den  römischen  Ziffern  sind  die  Werthe  der  zugehörigen  Zahlen  Wj, 
qy,  m.^,  q^  in  Klammern  beigesetzt,  während  die  zugehörigen  Werthe 
von  g  links  am  Rande  bemerkt  sind.     Man  erhält  die  Tabelle: 
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I.  (0011)     IL  (1101) 

III.  (1110) 

lY.  (1100) 

V.  (1001) 

^=1 

1  4  7  10 
11  12  14  16 

2  4  6  8 
11  14  15  16 

3  9  5  4 
11  15  16  13 

4  12  3 

11  12  14  13 

5  6  7  3 
11  12  14  16 

^=0 

2  5  6  13 

3  8  9  14 

3  5  7  12 
1  10  9  13 

1  6  8  12 

2  7  10  14 

5  6  7  15 

9  8  10  16 

1  2  4  13 
8  10  9  15 

VI.  (0110)   YII.  (1000)  ,  Till.  (1010)   IX.  (0101)  j  X.  (0100) 

^=1 

6  5  2  10 
11  12  15  13 

7  5  18 
LI  14  15  13 

8  9  2  7 
11  12  16  13 

9  8  10  3 
11  12  14  15 

10  9  1  6 

11  14  16  13 

^=0 

1  3  4  14 

9  7  8  16 

2  3  4  12 

9  6  10  16 

1  3  4  14 

5  10  6  15 

1  2  4  13 

6  7  5  16 

2  3  4  12 

5  8  7  15 

XI.  (1111)   XII.  (0010) 

XIII.  (0001) 

XIV.  (1011) 

XV.  (Olli) 

^=1 

2  10  7  3 
13  15  16  14 

2  5  9  1 
12  15  16  14 

3  18  6 
12  13  15  16 

10  8  4  5 
12  14  16  13 

7  6  4  9 
12  14  15  13 

J7=0 

1*5  8  11 

4  6  9  12 

3  6  7  11 

4  10  8  13 

2  5  9  11 
4  7  10  14 

1  2  3  11 

7  6  9  15 

1  2  3  11 

10  8  2  16 

In  jedem  dieser  15  Kegelschnittsysteme  ist  aber  ausser  den  vier 
Paaren  eigentlicher  Doppeltangenten  ein  Paar  uneigentlicher  Doppel- 
tangenten enthalten  (und  zwar  doppelt  zählend),  d.  i.  ein  Paar  der 
vom  Doppelpunkte  aus  an  die  C^  zu  legenden  Tangenten.  Da  näm- 
lich jeder  Kegelschnitt  eines  solchen  Systems  die  C^  zweipunktig  triiBPt, 
wo  er  ihr  auch  begegnet,  so  muss  die  in  §  berührende  C^  nothwendig 
gleichzeitig  in  rj  berühren,  denn  jede  Curve,  die  ^  enthält,  geht  auch 
durch  f]]  und  dies  ist  nur  möglich,  wenn  die  C,  im  Doppelpunkte 
selbst  einen  Doppelpunkt  hat.  Der  Berührungspunkt  ij  einer  vom 
Doppelpunkte  ausgehenden  Tangente  bestimmt  sich  nun  bekanntlich 
aus  den  beiden  Gleichungen  (v  =  1 ,  2) : 

(28)       I  duv  +  /  ^W"  ^  i  (2mv'ijt  +  ^j  "ir  +  ^a'^sr)  =  ^^v' , 

wenn  /3<^),  /S'^)  die  dem  Punkte  ^  so  zugeordneten  Punkte  sind,  dass 
die  Function  0  (Jchi^,  J  du.,)  für  x  =  /3W  und  x  =  ß^^^  verschwindet, 
und  wenn  zwischen  den  rechts  stehenden  Zahlen  die  Bedingung  er- 
füllt  ist,   welche  aussagt,   dass    die    Function    Q  {j  dity  -\-  j  dih)    ver- 


schwindet, nämlich  (vgl.  p.  850): 
(29)  m;q;  +  m^q.;=\ 


(mod.  2). 


,(2) 
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Um  jedoch  die  Gleichungen  (28)  im  Zusammenhange  mit  den 
Gleichungen  (21)  und  (26)  zu  untersuchen,  ist  es  nöthig  die  unteren 
Grenzen  in  ihnen  übereinstimmend  zu  wählen.  Nun  ist  zunächst  nach 
dfem  Abel'schen  Theoreme  (v  =  1,  2): 

adl  «(3)  „(2)  ^{i) 

(30)  i'cU'r-{'     CdUr^^    C(Uly+^    j^lUv   =    Mr  , 

wenn  /j',  ,  R.^  Periodens3'^steme  bedeuten.  In  Folge  dessen  gehen  die 
Gleichungen  (28)  über  in: 

(31)  l'(1lh-\-     l'(lUr-^{     l\lU,-^   ^    l'dlir=^l-{k;-By). 
LH)  a(3)  a(^)  .  «(2) 

Ist  ferner  /r,"  ein  anderes  Periodensystem,  dessen  Zahlen  der  Bedin- 
gung (29)  genügen  und  z  der  zugehörige  Berührungspunkt,  so  besteht 
zwischen  z  und  k^"  eine  ganz  analoge  Gleichung,  in  der  dasselbe 
Periodensystem  i?^  vorkommt.     Durch  Addition  beider  ergibt  sich: 

y  =  I  V  ^t^ 

(32)  l'du,.  +  jdur  +  l'du,  +  l'du,.  +  2  jdu,  =  ^  (A/  +  k;') , 

«(1)  «(1)  «(2)  a(2)  „(3) 

eine  Gleichung,  welche  aus  (26)  für  ?/  =  a:*^*',  ?  =  x^^\  |  =;  .r''^)^ 
r^  =  x*^^,  kr  -{- kv"  =  k^  entsteht.  Nun  geschieht  aber  die  Bestim- 
mung der  Punkte  y,  z  allein  durch  das  gewöhnliche  ümkehrproblem, 
ist  also  völlig  unabhängig  von  dem  Integrale  dritter  Gattung  Wg, 
folglich  auch  unabhängig  von  dem  Werthe  der  Zahlen  g',  g'\  g. 
Letztere  können  vielmehr  beliebig  gleich  Null  oder  Eins  gesetzt  wer- 
den. In  der  That  würde  ja  auch  die  entsprechende  Summe  von  Inte- 
gralen dritter  Gattung  einen  unbestimmten  Werth  annehmen.  Hieraus 
folgt,  dass  jede  der  vom  Doppelpunkte  ausgehenden  Tangenten  als  Doppel- 
timgente zweifach  zu  zählen  ist,  dass  je  zwei  der  30  Kegelschnittsysieme^ 
welche  zu  einem  Paare  gehören  (sich  nur  durch  den  IVerth  von  g  unter- 
scheiden)^ dasselbe  Paar  solcher  wieig entliehen  Doppellangenten  enthalten, 
und  dass  letzteres  in  jedem  der  beiden  Systeme  ah  Beriihrungskegelschnitt 
doppelt  zählt*) 


*)  In  der  That  müssen  auch  in  jedem  zu  einer  C^  gehörenden  Systeme  von 
Berührungskegelschnitten  sechs  Paare  zerfallender  C^  enthalten  sein;  denn  die 
Gleichung  eines  solchen  Systems  ist,  wenn  f  =  0,  R  =  0  zwei  t'g  desselben  sind, 
von  der  Form: 

Es  ist  dann  PR  —  Q-  =  o  die  Gleichung  der  64  und  0  =  0  die  einer  Cj,  welche 
durch  die  Berührungspunkte  von  P  =  0,  /?  =  0  mit  der  C4  geht.  Vgl.  z.  B. 
Salmon's  Higher  plane  curves,  n.  251. 

Clebscb,  Voilesungeu.  5C 
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Bezeichnen  wir  nun  mit  (m^q^m^q^  die  zu  der  in  y  berührenden 
Tangente  vermöge  (28)  und  (29)  gehörenden  Zahlen,  so  haben  wir  die 
G  Tangenten  (Berührungscurven  (n  —  S)*'""  Ordnung) : 

1'.  2'.  3'.  4'.  5'.  6'. 

(0011)      (1101)       (1110)      (1100)      (1011)      (Olli); 
und    dieselben    vertheilen    sich    auf   die    15    Paare    von    Kegelschnitt- 
systemen nach  dem  Schema: 

L        IL       III.       IV.       V.       VI.      VII.    VIII. 
2' 3'       1'3'       1'2'      5' 6'      3' 6'      2' 5'      l'ö'      2' 6' 
IX.       X.       XI.      XII.     XIII.    XIV.    XV. 
3' 5'       1'6'      1'4'      3' 4'      2' 4'      4' 6'       4' 5' 

Bas  ?>V^  System  von  BerührungskegelschnUten  endlich  enthält,  jede 
der  sechs  vom  Doppelpunkte  ausgehenden  Tangenten  als  in  eine  Doppel- 
gerade ausgeartete  Curve,  wie  man  sofort  bestätigt;  es  enthält  also  die- 
selben uneigentliehen  Doppeltangenten,  wie  das  zu  demselben  Werthe 
von  g  gehörige  32'^  System,  welches  aus  den  doppelt  zählenden  Gera- 
den der  Ebene  besteht. 

Die  uneigentlichen  Doppeltangenten  nun  stehen  wieder  zu  den  15 
Systemen  von  adjungirten  ßerührungs  -  Kegelschnitten  in  besonderen 
Beziehungen;  doch  gehen  wir  darauf  hier  nicht  mehr  näher  ein. 
Man  wird  ferner  über  die  Lage  der  Berührungspunkte  leicht  ähnliche 
Sätze  aufstellen,  wie  im  Falle  p  =  3.  So  liegen  z.  B.  die  acht  Be- 
rührungspunkte je  zweier  Paare  von  Doppeltangenten  desselben  Systems 
auf  einem  Kegelschnitte,  u.  s.  f.  — 

Nach  diesen  ausführlichen  Erörterungen  für  den  Fall  p  =  2  hat 
man  Gesichtspunkte,  um  das  erweiterte  Umkehrproblem  im  allgemeinen 
Falle  zu  behandeln.  Die  sich  dann  bietende  Aufgabe  kann  man  in 
folgender  Form  aussprechen: 

Es  seien  p  Summen  von  je  p  -\-  q  gleichartigen  Normalintegralen 
erster  Gattung  mit  den  oberen  unbekannten  Grenzpunkten  x^^\  x^^\  .  .  . 
x(P+ä')  und  den  unteren  bekan?iten  Grenzpunkten  c^^\  c^^*,  .  .  .  c^^+s') 
gleich  gegebenen  Grössen  i'j,  v,^,  ...  Vj,;  ausserdem  aber  q  Summen  von 
je  p  -{-  q  gleichartigen  Normalititegralen  dritter  Gattung  mit  den  näm- 
lichen Grenzen  gleich  gegebenen  Grössen  iv^,  w^,  •  .  •  iVqi  und  die  Unend- 
lichkeitspunkte der  letzteren  Integrale  seien  bez.  ^'^>,  t;'^';  I'^^,  iy'*^^;  ... 
|(?)^  7^'*';  d.  h.  es  seien  die  folgenden  p  -\-  q  Gleichungen  gegeben: 


(33)  ^       1  du^  =  Vi,    ...     ^       j  dUp  =  Vp  , 

(34)  V       /  rfn,(  1)^^(1)  =  m;j  ,   .  .  .      V      /  ^^|(9),(<?)  =  ^, 
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Die  Aufgabe  ist,  die  Coordinaien  der  oberen  Grenzpunkle  x^''>  als  Func- 
tionen der  Grössen  v,  w  darzustellen,  oder  als  solche  die  Coefficienten 
einer  Gleichung 

{^r'+  ^.  (ix"""+ ^■-.(:)'^'"^+ •  •  • + ^.+.-0 

darzustellen,  deren  p  -{-  Q  Wurzeln  die  den  oberen  Grenzen  entspre- 
chenden Werthe   einer  homogenen   Function  —  sind,  deren  Zähler  und 

Nenner  gleich  hohe  Ordnung  haben. 

In  dieser  Form  ist  das  Problem  zunächst  unabhängig  davon,  ob 
die  Unendlichkeitspuukte  ^''J ,  )/'>  paarweise  in  Doppelpunkten  vereinigt 
liegen  oder  nicht.  Für  die  geometrische  Anwendung  ist  jedoch  der 
erstere  Fall  von  hervorragender  Bedeutung,  und  auf  ihn  kann  der 
andere  durch  eindeutige  Transformation  der  Grundcurve  zurück- 
geführt werden.  Von  besonderem  Interesse  ist  wieder  die  Frage  nach 
denjenigen  Curven  (n  —  3)*'^'  Ordnung,  welche  durch  q  Doppelpunkte 
der  Grundcurve  nicht  hindurchgehen  und  dieselbe  überall  berühren,  wo 
sie  ihr  begegnen,  indem  dann  zwischen  den  Grössen  v^,  .  .  .  y/,  +  ^des 
Umkehrproblems,  d.  i.  zwischen  den  entsprechenden  halben  Perioden- 
systemen, noch  eine  Relation  erfüllt  sein  muss,  wenn  das  Problem 
lösbar  sein  soll.  Alle  diese  Fragen  wird  man  in  analoger  Weise  er- 
ledigen könneu,  wie  dies  für  />  =  2  geschah.  Besondere  Betrachtungen 
sind  indess  immer  anzustellen,  wenn  unter  den  q  Doppelpunkten  auch 
Rückkehrpunkte  enthalten  sind. 


XII.    Curven  vom  Geschlechte  p  =  0. 

Bei  unseren  Untersuchungen  über  die  Geometrie  auf  einer  alge- 
braischen Curve  waren  die  Fälle  p  =  0,  p=  \  zunächst  ausgeschlossen, 
wenigstens  bei  allen  Problemen,  die  sich  auf  adjungirte  Curven 
(n  —  3)'"  Ordnung  bezogen ;  denn  Schaaren  solcher  Curven  gibt  es 
eben  nicht,  wenn  p  <  2.  Diese  beiden  Fälle  sollen  nun  im  Folgen- 
den nach  einander  betrachtet  werden;  insbesondere  wird  uns  die 
Parameterdarstellung  der  Grundcurve  genauer  beschäftigen,  die  wir 
dann  auch  für  p  =  2  und  überhaupt  für  hyperelliptische  Curven  aus- 
führen wollen.*) 

Wir  beginnen  mit  den  Curven  n^"'  Ordnung  vom  Geschlechte 
p  =  0,  welche  also  )^{n  —  1)  («  —  2)  Doppel-  und  Rückkehrpunkte**) 
besitzen.     Wir  wollen  zunächst   zeigen,    dass   dieselben   immer  in  eine 


.    *)  Vgl.  Cl.  u.  G.  A.  F.  p.  67  ff. 

**)  Diese  werden  immer  getrennt  liegend  angenommen.     In  Betreff  höherer 
Singularitäten  vgl.  das  auf  p.  491  ff.  und  678  Gesagte. 

56* 
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gerade  Linie  cindentif/  iransformirt  tüerden  können. ^^  Die  Doppel- 
I)imkte  betrachten  wir  zusammen  mit  2  n  —  3  anderen  beliebig  auf 
der  Curve  gewählten  Punkten  als  Grundpunkte  eines  Büschels  von 
C'urven  {ii  —  1)'®'  Ordnung.  Dieser  Büschel  ist  dadurch  vollständig 
bestimmt,  denn  durch  die  \{ji  —  1)  (;?  -|-  2)  —  1  festen  Punkte  sind 
die  Constanten  einer  Curve  (w  —  1)*'^''  Ordnung  bis  auf  eine  gegeben. 
Sei  diese  eine,  willkürlich  gebliebene,  mit  l  bezeichnet,  so  ist  die 
Gleichung  des  Büschels  von  der  Form 

(1)  9)  +  Az/.  =  0, 

wo  cp  und  ^  Functionen  («  —  1)"'^  Ordnung  sind,  welche,  gleich  Null 
gesetzt,  irgend  zwei  Curven  des  Büschels  darstellen. 

Verbinden  wir  die  Gleichung  (1)  mit  der  Gleichung  /"=0  der 
gegebenen  Curve  und  einer  Gleichung  «/.^  =  0,  so  erhalten  wir  durch 
Elimination  der  Xi  das  Product  der  Gleichungen  der  n  [n  —  1)  Schnitt- 
punkte in  Liniencoordinaten ;  und  dieses  ist  vom  Grade  n  in  X,  vom 
Grade  n  {n  —  1)  in  den  W/.  -Die  n  [n  —  1)  Schnittpunkte  aber  be- 
stehen aus  den  ;^-  {n  —  1)  {n  —  2)  festen,  je  doppelt  zählenden  Doppel- 
uud  Rückkehrpunkten  von  /,  aus  den  2  ji  —  3  willkürlich  gewählten 
festen  Punkten  und  aus 

n  {n  —  1)  -  {n  —  1)  (w  —  2)  —  (2  «  -  3)  =  1 

beweglichen,  d.  h.  von  A  abhängenden,  Schnittpunkten.  Von  dem 
Bliminationsresultate  muss  sich  daher  ein  Factor  vom  Grade  [ti{n  —  1) — ^1] 
in  den  Vi  absondern  lassen ,  welcher  X  nicht  enthält ;  und  nach  dessen 
Absonderung  wird  die  Elimiuationsgleichung  von  der  Form: 

wo  die  fi  Functionen  n^^"  Grades  in  X  sind.  Dieses  ist  die  Gleichung 
des  beweglichen  Schnittpunktes;  seine  Coordinaten  verhalten  sich  also 
zu  einander  wie  die  /^;  und  man  hat  die  Coordinaten  x,  des  beiveglichen 
Schnittpunktes  als  rationale  Functionen  ?i'''"  Grades  eines  Parameters  X 
dargestellt  mit  Hülfe  der  Gleichungen: 

(2)  ü.r,  =  /,  ,     Qx^  =  /;  ,     Q^i  =  A  • 
wobei  Q  ein  willkürlicher  Factor  ist. 

Setzen  wir  noch  X  =  ''^* ,  so  haben  wir  die  x^  als  homogene  Func- 

tionen  w^®'  Ordnung  von  g^,  y^  dargestellt.  Sehen  wir  nun  ?/,,  y^?  2/3 
als  Coordinaten  eines  Punktes  der  transformirten  Curve  au,  so  können 


*)  Das  Folgende  gilt  jedoch  nur  für  irreducible  Curven;  so  stellt  z.  B.  eine 
allgemeine  C3  zusammen  mit  einer  Geraden  eine  C^  vom  Geschlechte  Null  dar; 
die  Coordinaten  ihrer  Punkte  können  jedoch  nicht  rational  durch  einen  Para- 
meter ausgedrückt  werden. 
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wir  die  Xi  als  Functionen  der  //,  betrachten ,  bei  welchen  y.j  =  0 ;  es 
ist  also  letzteres  die  Gleichung  der  transformirten  Curve,  d.  h.  dieselbe 
ist  eine  Gerade,  wie  es  sein  sollte. 

Wir  körinen  so  jede  Curve  mit  }^  {n  —  1)  (//  —  2)  Doppel-  und 
Rück  kehr imnkten  in  eine  Gerade  überführen  mit  Hülfe  der  Transformalion 
(2),  welche  von  der  n''"  Ordnung  und  eindeutig  umkehrbar  isl. 

Dass  umgekehrt  jede  Curve,  für  welche  sieh  die  Coordinaten  ihrer 
Punkte  rational  durch  einen  Parameter  darstellen  lassen,  vom  Ge- 
schlechte /7  =  0  ist,  ist  evident ;  denn  diese  Darstellung  ist  eben  nichts 
anderes  als  die  eindeutige  Transformation  der  Curve  in  eine  Gerade  *)  ; 
und  bei  einer  solchen  bleibt  das  Geschlecht  erhalten.  Man  kann  sich 
aber  weiter  die  Aufgabe  stellen,  wirklich  die  Gleichungen  anzu- 
geben, von  denen  die  verschiedenen  singulären  Punkte  abhängen,  und 
so  die  Plücker'schen  Zahlen  direct  bestimmen;  damit  wollen  wir  uns 
im  Folgenden  beschäftigen,  um  dann  weiterhin  noch  zu  sehen,  wie 
sich  das  Abel'sche  Theorem  und  überhaupt  die  Sätze  über  Schnitt- 
punktsysteme hier  gestalten.**) 

Wenn  wir   nun   eine   Curve  durch   die   Gleichungen   (2)   oder  für 

A  =  -  durch  die  Gleichungen: 

IQXi   =  fi   (Xp  ^2)  —  ^x" 
Qx^  =  /3  (x, ,  K2J  ^  a  x" 

gegeben  annehmen,  so  setzen  wir  dabei  voraus,  dass  die  Functionen 
/■(•  von  einander  unabhängig  sind,  vor  Allem,  dass  nicht  f^  in  der  Form 
kf^  -\-  If^  darstellbar  ist.  —  Zunächst  bietet  sich  naturgemäss  die  Auf- 
gabe, aus  den  Gleichungen  (3)  die  Gleichung  der  Curve  selbst  in 
Punktcoordinaten  herzuleiten.     Letztere   wird   dabei   von   der  Ordnung 


*)  Ist  für  eine  Curve  die  rationale  Pafameterdarstellung  gegeben,  so  braucht 
jedoch  nicht  immer  jedem  Punkte  der  Curve  auch  nur  ein  Werth  des  Para- 
meters zu  entsprechen.  Man  kann  dann  aber  immer  einen  neuen  Parameter 
einführen,  so  dass  dies  der  Fall  ist;  vgl.  darüber  Lüroth:  Math.  Annalen, 
Bd.  9,  p.  163. 

**)  Vgl.  im  Folgenden  besonders:  C  leb  seh,  Ueber  diejenigen  ebenen  Cur- 
ven,  deren  Coordinaten  rationale  Functionen  eines  Parameters  sind,  Crelle's  Jour- 
nal, Bd.  64.  Einzelne  Eigenschaften  dieser  Curven  waren  schon  früher  von 
S'almon  it^  der  ersten  Auflage  von  dessen  Treatise  on  the  higher  plane  curves 
behandelt;  vgl.  auch  den  barycentrischen  Calcul  von  Mob  ins.  —  Auf  die  Ge- 
staltung der  Sätze  über  specielle  Punktsysteme  (p.  702  ff.  und  p.  742  und  749)  im 
Falle  p  =  Q  gehen  wir  im  Texte  nicht  ein.  Dieselben  erledigen  sich  hier  wesent- 
lich einfacher,  da  man  (in  Folge  der  Parameterdarstellung)  nur  in  einem  binären 
Gebiete,  also  auf  einer  Geraden,  operirt;  vgl.  darüber  Brill:  Math.  Annalen, 
Bd.  5,  p.  395. 
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n,  denn  die  Parameter   der  Schnittpunkte   einer  beliebigen  Geraden  u  . 
mit  ihr  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung  n'^"  Grades: 

(4)  wi  cty!'  +  W2  a\"  +  ih  «"x"  =  0  . 

Die  gesuchte  Curvengleichung*)  erhält  man  durch  Elimination 
von  Q,  X,,  Xo  aus  den  Gleichungen  (3);  es  soll  auch  sogleich  noch 
gezeigt  werden,  wie  diese  Elimination  sich  in  den  einfachsten  Fällen, 
d.  i.  für  n  =  2  und  n  ==  3,  wirklich  ausführen  lässt.  Aber  auch 
für  die  Liniencoordinatengleichung  der  Grundcurve  lässt  sich  allge- 
mein ein  Bildungsgesetz  angeben.  Soll  nämlich  eine  Gerade  u  die 
Curve  berühren,  so  müssen  zwei  Wurzeln  x,  :  x^  der  Gleichung  (4) 
einander  gleich  werden;  d,  h.  die  Linienglcichung  der  Grundcui^ve  ist 
durch  das  Verschwinden  der  Discritnincmte  des  in  (4)  Imks  stehenden 
Ausdrucks  gegeben.  Andererseits  kann  man  die  Coordiuaten  einer 
Tangente  in  ihrer  Abhängigkeit  von  dem  Parameter  des  Berührungs- 
punktes einfach  darstellen.  Für  einen  zu  x  benachbarten  Punkt 
X  -f-  dx  nämlich  haben  wir  nach  (3): 

a dxi  =  a^" - ^ ctdx  ,     <j dxo  =  «x" ~ ^ a'dx  ,     odx^  =  a"y" -  ^ d'^y. . 

Die  Coordinaten  der  Verbindungslinie  von  x  mit  x  -\-  dx  sind  daher: 

ii^  =  qO  [x^dx.^  —  Xjö'.Vi)  =  a^"     ^ciy'"-  ^  {(ly.d dy.  —  d »«dy^ 

=  {xdx}  .  {a d)  fty"  — '  dx" "  ^ ,     etc. 

oder,   da  der  Factor  (jKdx)  in  den  drei  Coordinaten  gleichmässig  vor- 
kommt: 

TW,  =  {ad')  dx"^^  d'x"-^  =  O-jg , 
(5)  <  r  w.,  =  («"  d)  d'y"  -  ^  a^"  —  ^    ^^^  -O-g, , 

TW3  =  («ß')   «x""^  dx"'^  ^ -O-jj  . 

Diese  Gleichungen  stehen  den  Gleichungen  (3)  dualistisch  gegenüber; 
sie  geben  die  Parameter  dar  Stellung  für  die  Tangenten  der  Grundcurve. 
—  Man  erhält  daher  auch  bis  auf  einen  Factor  die  Gleichung  der 
letzteren  in  Punktcoordinaten,  wenn  man  die  Discriminante  des 
Ausdrucks 

gleich  Null  setzt. 

Da  nun  der  Berührungspunkt  einer  Tangente  immer  auf  der 
Tangente  selbst  liegt,  so  besteht  die  (auch  leicht  direct  abzuleitende) 
Identität : 

(6) /l^23+/2'^31+/'3^12  =  0. 

*)  Das  Resultat  der  Elimination  gibt  nichts  anderes  als  die  Relation,  welche 
nach  einer  Bemerkung  auf  p.  222  zwischen  je  drei  beliebigen  binären  Formen 
bestehen  muss;  die  drei  Formen  sind  im  Texte  nur  von  der  gleichen  Ordnung 
angenommen. 
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Für     n  =  2     würde    man    also    unter    Hinzunahme    dieser    Glei- 
chung, wenn 

^^2  =  a:,#2:)  +  ^"2^31   +^3  "^12  =  ^0^\'^  -\-^^i^\^2-\-  ^2  »«2^ 

gesetzt  wird,  die  Gleichung  des  Kegelschnittes  durch  Elimination  von 
Q,  x,2,  2xjX2.  J«2^  ^^^  (•'^)  ^^^  (^)  ^^  ^^'^  Form  erhalten: 
X,     a„       a,       rt. 


X. 


0^     -^„ 


^2 


=  0 


^1      "1 

wo  «,-,  ^if,',  rt,"  die  Coefficienten  der  drei  Formen  /"j,  /j,  /g  bedeuten. 
Eleganter  gestaltet  sich  diese  Elimination,,  wenn  man  zuerst  die  Glei- 
chung in  Liniencoordinaten  bildet.  Letztere  wird  gegeben  durch  Ver- 
schwinden der  Discriminante  der  Gleichung: 

also  durch: 

(7)      Z?iiM,2  -f-  i>22  V  +  ^33  «^3*  +  ^  ßn^.Us  +  2  D^^U.^U^  +  2/>,2?/iM2  =  0, 

wo  die  Dik  die  aus  je  zwei  Formen  fi  zu  bildenden  Invarianten  be- 
zeichnen : 

Nach  bekannten  Sätzen  der  Kegelschnitttheorie  ist  daher  die  Gleichung 
des  durch   die   Gleichungen   (3)  für  n  =  2  dargestellten  Kegelschnittes  in 

X.,  aus 


Punktcoordinaten ,  d.  i. 

das 

Resultat   der 

Elimination  von  q,  x 

den  Gleichungen  (3)*): 

Dn 

"i2     ^n     -'^x 

(8) 

^3. 

Z/22       -^23      "^2 
-^32      ^33     "^'3 

=  0. 

x^ 

•A/o                 Jbty              \J 

*)  Für  a-,  =  /", ,  X2  =  f2'>  -"^3  =  /s  ist  dies  eine  Identität,  vgl.  Clebsch:  Theorie 
der  binären  algebraischen  Formen,  Leipzig  1872,  p.  205.  —  Wegen  (5)  und  (7) 
bestehen  auch  zwischen  den  f.  und  9^^^  die  drei  Identitäten: 

WO  man  für  q  durch  weitere  Rechnung  den  Werth  findet: 

—  R  ^  —  {aa)  {a  a")  («'  a) . 

Hierin  ist  der  geometrische  Inhalt  des  von  Clebsch  a.  a.  0.  p.  418  studirten 
Dualismus  gegeben,  welcher  zwischen  den  drei  quadratischen  Formen  und  deren 
Functionaldeterminanten  besteht.  Auch  das  sogenannte  Hesse 'sehe  Uebertra- 
gungsprincip  (vgl.  Hesse:  Crelle's  Journal,  Bd.  66)  findet  in  den  Gleichungen 
(ö)  für  n  =  2  seinen  einfachsten  algebraischen  Ausdruck. 
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Für  71  =  3  haben  wir  zu  beachten,  dass  durch  jeden  Punkt  x  der 
Curve  ausser  seiner  Tangente  auch  die  Tangente  des  Punktes  ii  -\-  dy, 
hindurchgeht,  d.  h.  dass  neben  (6)  auch  die  Gleichung  besteht: 

Da  aber  immer  dx^^O,   oder   dx^  =  0  genommen  werden  darf,   so 
dürfen  wir  diese  Gleichung  und  (6)  ersetzen  durch  die  beiden  folgenden : 


(9) 


rr-S'  +  /2-^  +  /'./^  =  () 


Setzen  wir  also: 

so  erhalten  wir  für  n  =  'd  die  Gleichung  der  Curve  S""''  Ordtiung  durch 
Elimination  der  Grössen  p,  Jc,,  Xj  aus  (3)  und  (9)  in  der  Gestalt*): 


(10) 


«0 

a, 

(/., 

fh 

.r, 

«; 

«/ 

a,' 

«3' 

.-^2 

ö'o" 

"\' 

«,;' 

^'3" 

.r.3 

"^0         "^1         "^2         "^3         ^ 

^,      ^,      ^3      ^^4     0 


=  0 


Wir  gehen  dazu  über,  die  Gleichungen  aufzustellen,  von  denen 
die  Bestimmung  der  PI  ück  er 'scheu  Zahlen  für  unsere  Curve  abhängt. 
Diese  Gleichungen  sind  selbstverständlich  unabhängig  von  der  Lage 
des  Coordinatensystems,  auf  welches  sich  die  Parameterdarstellung  (3) 
gründet.  Sie  dürfen  sich  daher  nur  um  einen  Factor  (Potenz  der 
Substitutionsdeterminante)  ändern,  wenn  man  statt  der  Formen  /,  be- 
liebige lineare  Combiuationen  der  /(  zu  Grunde  legt;  und  Analoges 
gilt  überhaupt  für  Gleichungen,  welche  invariante  Eigenschaften  von 
Punktsystemen  auf  der  Grundcurve  oder  solche  Punktsysteme  selbst 
bestimmen.  Die  Unken  Seiten  aller  solchen  Gleichungen  sind  daher  Com- 
binanten  der  drei  binären  Formen  /"j,  f^,  f.y  Dass  dieselben  überhaupt 
simultane  Invarianten  der  drei  letzteren  Formen  sein  müssen,  ist  evident, 
da  die  Parameterdarstellung  von  dem  binären  Coordinatensysteme  x,  :  %., 
nicht  wesentlich  abhängt. 

Um  zunächst  die  \{n  —  1)  (n  —  2)  Doppelpunkte  der  Grundcurve 
zu  bestimmen,  gehen  wir  von  der  Bedingung  aus,  dass  drei  Punkte 
X,  A,  ^  auf  einer  Geraden  liegen,  welche  hier  in  der  Form  erscheint: 


*)  Vgl.   Rosenow:    Die  Curven  dritter   Ordnung  mit  einem  Doppelpunkte, 
Breslau  1873,  p.  48. 
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AW    AW    AW 

(11)  Ä=   /,  (A)     /:,(A)     /'3(A)   =0 

A  (^)   A  (^)   A  (f*) 

Die  links  steheude  Determinante  verschwindet  für  x  =  A  oder  l  =  ^ 
oder  fi  =  x;  sie  muss  daher  durch  (xX),  (Aju)  und  (^x)  theilbar  sein, 
d.  h.  wir  dürfen  setzen:  » 

R  =  {xX)  {l^)((i%)  .  R' , 
wo  nun  li'  symmetrisch  von  x,  l,  fi  abhängt  und  in  jeder  dieser  Ver- 
änderlichen vom  Grade  n  —  2  ist.     Symbolisch  sei  daher*) : 

so  dass  erst  je  n  —  2  Symbole  a  zusammen  mit  je  fi  —  2  Symbolen 
ß  und  je  ?i  —  2  Symbolen  y  wirkliche  Bedeutung  haben.  Sind  die 
Punkte  A,  (i  gegeben,  so  findet  man  aus  der  Gleichung  B' =  0  die 
n  —  2  weiteren  Schnittpunkte  fi  der  Verbindungslinie  von  x  und  A 
mit  der  Curve;  und  für  x  =  X  gibt  die  Gleichung  a^"  "^ßy."  -  "^y^"'  ^=0 
zu  jedem  gegebenen  Punkte  ft  die  Berührungspunkte  der  2n  —  4  von 
ft  an  die  Curve  zu  ziehenden  Tangenten. 

Doppelpunkte  der  Curve  nun  sind  diejenigen  Punkte,  für  welche 
zwei  Werthsysteme  (x,  und  A,)  des  Parameters  dieselben  Werthe  der 
Coordinaten  ergeben,  so  dass: 

(12)  (?/,  (x)=/-  (A),     (>/•(;.)=/■,  (A),     af,(x)^r,{k). 

Hier  wird  die  Verbindungslinie  der  (über  einander  liegenden)  Punkte 
X  und  A  unbestimmt;  es  besteht  also  unabhängig  von  ft,,  ^.^  die  Glei- 
chung: a^"  ~"ßx"~'^'y^"~'^  =  0,  d.  h.  wir  haben  das  System  von  n —  1 
Gleichungen : 

(13)  a/-2^^"-->,«-2=0,  «;,"-^i3/'-Vi"  ''^2=0,  . .  .  a;,"-2/3:i«-2j/2«-2=0. 

Aus  ihnen  können  wir  die  n  —  l  Grössen  Aj''-^^  A,"-^A.,,  .  .  .  A.,"-'^ 
eliminiren;  setzen  wir  also 

so  ist  ein  Doppelpunkt  x  bestimmt  durch  die  Gleichung**): 

(>0 ,  0  ?ü ,  1  •    •    •        ^0 ,  «  —  2 

Pl,  0  Cl,   1  •    •    •        Qi,  n  —  2 


(14) 


Qn  —  2,0       Qn  —  2,1 


Qn  —  2,n  —  2 


=  0 


*)  Ueber  die  Bilduug  des  Ausdrucks  R'  vgl.  Gordan,  Math.  Annalen,  Bd.  5, 
p.  118  ff.  —  Für  die  im  Folgenden  zur  Bestimmung  der  Plück  er 'sehen  Zahlen 
angewandte  Schlussweise  vgl.  auch  eine  Note  von  Weyr:  Schlömilch's  Zeit- 
schrift, Bd.  16. 

**)  Ueber  die  Bildung  dieser  Gleichung  vgl.  auch  Haase,  Math.  Annalen, 
Bd.  2,  p.  525. 
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Dieselbe  ist  vom  Grade  (n  —  'i)  {n  —  2)  in  x.  Auf  die  nümliche 
Gleichung,  geschrieben  in  A,  wird  man  auch  geführt,  wenn  man  aus 
(13)  die  Grössen  x,  eliminirt;  je  zwei  Wurzeln  von  (14)  geben  daher 
denselben  Doppelpunkt.  Es  gibt  also  in  der  Thal  ^(n  —  \)  (?i  —  2) 
Doppelpunkte^),  und  dieselben  werden  durch  (14)  bestimmt;  letztere 
Gleichung  aber  kann  auf  eine  Gleichung  vom  Grade  \{n  —  1)  (^  —  2) 
■und  auf  |  (n  —  !•)  («  —  2)  quadratische  Gleichungen  zurückgefülirt 
werden.  Letzteres  ergibt  sich  nach  bekannten  Sätzen  daraus,  dass 
man  von  je  zwei  zusammengehörigen  Wurzeln  die  eine  rational  be- 
rechnen kann,  wenn  die  andere  gegeben  ist. 

Zur  Bestimmung  der  Wendepunkte  unserer  Curve  haben  wir  die 
Bedingung  aufzustellen,  dass  drei  benachbarte  Punkte  x,  x  -\-  du, 
X  -\-  2dz  -\-  d'^%  auf  einer  Geraden  liegen.  Da  wir  nun  immer  dx.^  =  0 
annehmen  dürfen,  so  ist  für  einen  Wendepunkt  x: 


a^"-^a^ 


2  «7 


0, 


oder  nach  dem  Satze  von  den  homogenen  Functionen: 


üy"- 


ü' 


a".;' 


a^a^     a ^a ^     a  ^a  ^ 


"  2 

1 


(15)  =  {a  d)  (/i  a")  {a"  a)  a,,"  -  ^  a\"  -  ^  d\"  -  ^  =  0  . 

Die  Zahl  der  Wendepunkte  ist  daher  gleich  3  (n  —  2).**) 

Andererseits   müssen   sich    die  Wendepunkte    aus    der    Gleichung 
R'  =  0  für  X  =  l  =  ^  ergeben.     Wir  können  daher  auch  setzen : 


(16) 


A  =  cc. 


'ß." 


=  0, 


*)  Die  Zahl  der  Doppelpunkte  ergibt  sich  auch  einfach  durch  Betrachtung 
des  übervollständigen  Systems  von  Gleichungen: 

A(«)     /"aW     AW 

fiW     fzW     fsW 
welches  mit  den  Gleichungen  (12)  äquivalent  ist. 

**)  ^)ie  Wendepunkte  werden  also  unbestimmt,  wenn  die  Combinante  A  iden- 
tisch Null  ist;  dann  gebe7i  aber  die  Gleichungen  (.3)  überhaupt  rächt  die  Parameter- 
darstellung einer  Curve  n'<^^  Ordnung.  Das  Verschwinden  von  A  nämlich  sagt  aus, 
dass  die  [n  —  2)ten  Polaren  eines  beliebigen  Punktes  %  Punktepaare  einer  In- 
volution sind  (p,  520),  d.  h.  dass  unabhängig  von  v.  und  l: 

« —  2       2  '  n  —  2     '  2    I    /,       "  «  —  2  „"  2 

Insbesondere  folgt  hieraus  für  %  =  ^:  /"j  =  a/"2  +  ß/'s,  so  dass  die  Elimination 
von  V,  aus  den  Gleichungen  (3)  das  Resultat  gibt:  a-,  —  aa-j  —  ßx^  =  0\  die  Curve 
besteht  also  aus  einer  {n-fach  dargestellten)  Geraden:  ein  Fall,  der  schon  auf  p.  885 
ausgeschlossen  wurde. 
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Die  Doppeltangenten  findet  man  durch  dualistische  Uebertragung 
des  bei  Aufsuchung  der  Doppelpunkte  angewandten  Verfahrens,  d.  h. 
indem  man  die  Formen  /', ,  /l, ,  f.^  bez.  mit  den  Functionaldeterminanten 
^•'•ii  ^■i\>  ^\2  vertauscht.  Man  erhält  dadurch  zunächst  eine  Gleichung 
vom  Grade  {2  u  —  3)  (2n  —  4),  entsprechend  der  Gleichung  (14).  Es 
ist  aber  zu  bemerken',  dass  in  letzterer  Gleichung  zwei  zusammen- 
gehörige (d,  i.  denselben  Doppelpunkt  liefernde)  Wurzeln  einander 
gleich  werden  müssen,  wenn  einer  der  Doppelpunkte  in  einen  Rück- 
kehrpunkt ausarten  soll.  Da  nun  jede  Wendetangente  dualistisch 
entsprechend  als  Ausartung  einer  Doppeltangente  aufzufassen  ist,  so 
wird  die  erwähnte  Gleichung  vom  Grade  {2  n  —  3)  (2.  n  —  4)  neben 
den  Doppeltangenten  auch  je  zweifach  zählend  die  Wendetangenten 
liefern,  d.  h.  von  ihrer  linken  Seite  wird  sich  der  Factor  A'^  abson- 
dern lassen.  Weil  ferner  je  zwei  Wurzeln  der  übrig  bleibenden  Glei- 
chung sich  auf  dieselbe  Doppeltangente  beziehen,  so  ist  die  Zahl  der 
Doppeltangenten  gleich 

4-  {(2  n  —  3)  (2  w  -  4)  —  6  {n  ~  2)}  =  2  (n  —  2)  {n  —  3). 

Wenn  man  die  der  Form  A  dualistisch  entsprechende  Form  A', 
welche  vom  Grade  3  (2  n  —  4)  wird,  aus  den  Functionaldeterminanten 
d-ik  bildet,  so  würde  die  Gleichung  A'  ^=  0  nach  den  vorstehenden 
Bemerkungen  die  Rückkehrpunkte  von  /  liefern;  solche  sind  aber  auf 
der  Grundcurve  im  Allgemeinen  nicht  vorhanden  (d.  h.  wenn  die  /", 
von  einander  unabhängig  gewählt  sind),  während  andererseits  keine 
Wendepunkte  auftreten  würden,  wenn  die  ^;/.-  von  einander  unabhängig 
gewählt  werden.  Die  Rückkehrpunkte  müssen  daher  sämmtlich  durch 
die  Wendetangenten  absorbirt  sein,  d.  h.  die  Combinante  A'  7nuss  zu 
dem  Quadrate  der  Combinante  A  proportional  werden.'*) 

Die  Gleichung  (14)  muss,  wie  soeben  bemerkt  wurde,  eine 
Doppelwurzel  haben,  wenn  ein  Doppelpunkt  in  einen  Rückkehrpunkt 
übergehen  soll.  Wenn  aber  andererseits  die  Discriminante  von  (14) 
verschwindet,  so  hat  mau  zwei  verschiedene  Fälle  zu  unterscheiden, 
je  nachdem  zwei  zusammengehörige  Wurzeln  jener  Gleichung  einander 
gleich  werden,  oder  zwei  nicht  zusammengehörige.  Im  letzteren  Falle 
tritt  kein  Rückkehrpunkt  ein,  sondern  es  erscheinen  zwei  unendlich 
nahe  Doppelpunkte,  wobei  dann  freilich  auch  die  beiden  Tangenten 
eines  jeden  von  ihnen  in  eine  zusammenfallen.  Dieses  Vorkommen 
führt  keine  weitere   Reduction   der   Klasse  mit   sich,    als    diesen  zwei 


*)  Und  zwar  hat  man  nach  Gleichung  (19)  p.  207  in  Clebsch's  Theorie  der 
binären  Formen:  A'=^A^;  die  daselbst  für  n  =  2  ausgeführten  Rechnungen 
sind  nämlich  allgemein  gültig,  wenn  man  nur  alle  Gleichungen  mit  symbolischen 
Factoren  des  Typus  aj'  ~'  ^  a  ^  ~  ^  a"J'  ~  ^  multiplicirt;  in  Gleichung  (19)  daselbst 
hat  man  dann  noch  die  Indices  3,  4,  5,  6  bez.  durch  2,  8,  3,  1  zu  ersetzen. 
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Doppelpunkten  überhaupt  zukommt;  eine  solche  Reduction  tritt  je- 
doch im  zweiten  Falle  ein ,  indem  man  einen  wirklichen  Rückkehrpunkt 
erhält.  In  den  Gleichungen  (12)  hat  man  dann  nämlich  A,  =  Xj  -j-  f, 
A.^  ==  ^2  zu  setzen,  so  dass  z.  B.  die  erste  dieser  Gleichungen  über- 
geht in: 

(17)  (<^  —  1)  «x"  =  718  .  a^"  -  ^«1 
und  für  l^  =  ^2  -|-  »;,  A,  ==  x, ; 

(18)  ((?  —  1)  üy,"  =  nri  .  a^"-^a2  . 

Aus  beiden  Gleichungen  folgt  aber,  wenn  man  für  f,^  und  /^  eine 
analoge  Ueherlegung  anstellt: 

g^V -  1  f/i     =  a^" - 1  a.,     (=  «,)  , 

(19)  t,ay:"-Ui\    ^f/V'-i^/,   (=«2)5 

gö"x"  -  1  rt"j    =  «"x"  -  ^  «"2   (=  «3)  . 

Nun  wurde  die  Liniencoordinatengleichung  der  Grundcurve  durch  das 
Verschwinden  der  Discriminante  von  (4)  gegeben,  d.  h.  durch  Elimi- 
nation von  z  aus  den  beiden  Gleichungen : 

(20)  "' """  ~  ' ^'1  +  ^'2«'x" " ' «'j  +  ^3 «"x"  ~ ' «"1  =  0 

gewonnen.  Von  letzteren  aber  wird  wegen  (19)  eine  die  Folge  der 
andern;  und  die  Discriminante  muss  dann  noth wendig  den  Factor 
u^  «1  -\-  W2  «2  4"  ''3  ^3  enthalten,  durch  dessen  Verschwinden  beide  Glei- 
chungen (20)  befriedigt  werden,  wobei  nach  (3)  die  Grössen  «,  die 
Coordinaten  des  betreffenden  Rückkehrpunktes  sind.  Ist  also  y.  die 
Anzahl  von  Rückkehr p unkten ,  so  ist  die  Klasse  der  Grundcurve  gleich 
2  (n  —  1)  —  X.  In  ähnlicher  Weise  bestimmt  man  leicht  den  Ein- 
fluss  eines  Rückkehrpunktes  auf  die  übrigen  Plück  er 'sehen  Zahlen.*)  — , 

Betrachten  wir  nun  die  Schnittpimkte  der  Grundcurre  mit  einer 
anderen  Ciirvc,  so  werden  wir  wieder  auf  das  Abel 'sehe  Theorem 
geführt;  da  aber  die  Grundcurve  vermöge  der  Gleichungen  (3)  auf 
eine  Gerade  abgebildet  ist,  enthalten  die  betreffenden  Integrale  jetzt 
keine  Irrationalität  mehr  und  können  daher  einzeln  wirklich  ausge- 
werthet  werden.  Des  Näheren  gestalten  sich  diese  Verhältnisse  in 
folgender  Weise. 

Wir  setzen  der  Kürze  wegen  x,  =  A  und  7C.,=  \]  sodann  be- 
zeichnen wir  durch  «"),  öd);  a^^\  M'->',  a^^) ,  M^^{ .  .  .  «W,  &<">,  wo 
V  =  ^  (n  —  1)  (/?  —  2),  die  bez.  den  verschiedenen  Doppelpunkten 
entsprechenden  Werthepaare  von  A.  Die  Durchschnitte  der  gegebenen 
Curve  mit  einer  Curve  ^w*"^'  Ordnung 

(21)  (j  (a:,,  x^,  x.^)  =  0 


")  Vgl.  Clebsch  in  Crelle's  Journal  a.  a.  0. 
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werden  gefunden,  indem  man  in  dieser  Gleichung  für  die  .r,  ihre 
Werthe  (3)  einsetzt.  Man  erhält  dann  eine  Gleichung  in  A  von  der 
Form  : 

(22)  Q  (A)  E^  c  (A  —  A,)  (A  -  Aj)  .  .  .  (A  —  A„„,)  =  (p(xi,  x.^,  x^)  =  0, 

wo  die  Parameterwerthe  A, ,  A.,,  .  .  .  ^„,„  den  mn  Schnittpunkten  ent- 
sprechen. Setzen  wir  nun  in  (22)  A  einmal  gleich  a^'^  das  andere 
Mal  gleich  b^'\  so  bleiben  dabei  die  x  bis  auf  einen  gemeinschaftlichen 
Factor  c^,  also  auch  (p  und  Q  bis  auf  den  Factor  (c''^)'",  ungeäudert; 
und  man  erhält:  Q  (^/('))  =  (c''>)"' Q  (Z^W),  oder: 

.OQX  (./')   -  X,)  U<'>  -  A,)  .  .  ■  (a<')  -  l„,n)   _   .    (,)    „ 

für     i=\,  2,  ?>  .  ..V,     wo     V  =  |(w  —  1)  («  —  2)  .      ■ 

Diese  v  Gleichungen  sind  für  die  Theorie  der  vorliegenden  Curven 
von  der  höchsten  Wichtigkeit.  Sie  treten  hier  an  Stelle  des  Systems 
von  V  -\-  p  Gleichungen ,  welche  für  den  allgemeinen  Fall  aus  dem 
Abel'schen  Theoreme  hervorgehen,  und  welche  für  eine  Curve  vom 
Geschlechte  p  mit  v  Doppelpunkten  aussagen,  dass  mfi  Punkte  der 
Curv^  auf  einer  nicht  durch  die  Doppelpunkte  gehenden  Curve  m*^' 
Ordnung  liegen  (p.  882).  Weil  es  nämlich  für  p  =  0  keine  Integrale 
erster  Gattung  gibt,  so  bleiben  hier  nur  die  v  Gleichungen  für  Inte- 
grale    dritter     Gattung;     diese    Integrale     sind     einzeln     bez.     gleich 

log -T^j für  i=l,  2,  .  .  .  v;   und  in  (23)  treten  eben  die  Summen 

solcher  logarithmischen  Integrale  auf.*) 

fFenn  also  mn  Punkte  A, ,  Aj,  .  .  .  A„,„  äer  durch  (3)  dargestellten 
Curve  auf  einer  Curve  /w'*""  Ordnung  liegen  sollen,  so  ist  es  nothivendig 
und  hinreichend,  dass  ihre  Parameter  den  Gleichungen  (23)  genügen. 

Die  letzteren  erleiden  eine  leichte  Modification,  wenn  einer  der 
Doppelpunkte  (z.  B.  a('\  U'^)  in  einen  Rückkehrpunkt  übergeht.  Mau 
hat  dann  r/<')  =  «*'>,  Z^*')  =  a^'>  -{-  e,  c(')  ==1  —  yi^'^a,  wo  e  unendlich 
klein  ist,  und  also: 


Die   Gleichung    (23)    geht  daher  über    in    folgende    (vgl.    für    n  =  3 
p.  592): 

(24)  .     ^-r  +  löS"  +  •  •  •  +  ^r  =  '''^"  • 

Die  Integralsummen  dritter  und  zweiter  Gattung,   welche,   gleich 
Null  gesetzt,  bez.  die  Stelle  der  Gleichungen  (23)  und  (24)  vertreten, 


*)  Vgl.  für  H  =  3  p,  586  und  p.  592. 


(25) 
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wie  soeben  erwähnt  wurde,  findet  man,  indem  man  erstere  Gleichung 
logarithmisch,  letztere  gewöhnlich  diflferentiirt,  und  dann  von  ^<'>  bis 
A  bez.  von  6^''>  bis  A  integrirt.  Man  erhält  so  statt  (23)  und  (24)  die 
Gleichungen  (für  ^  =^  mn): 

J  (>■)  -  ;i)  (i<'>  -  X)   V  («('-^  -  i)  (M'>  -  A)  "^  •  •  •  "V  («"■'  -  ^)  (^"'^  -  ^) 

und  die  unteren  Grenzen  p,  (7  bestimmen  sich  aus  der  Vergleichung 
mit  (23),  (24)  durch  die  Gleichungen: 

Durch  Veränderung  des  Integrationsweges  kann  man  auf  der 
rechten  Seite  der  ersten  dieser  Gleichungen  0  in  2  hn]/ —  1  verwandeln, 
so  dass  diese  Integralsummen  die  Periode  2  in  zulassen;  die  Integrale 
der  zweiten  Gleichung  dagegen  haben  immer  die  Periode  Null,  da 
sie  nur  paarweise  zusammenfallende  Unendlichkeitspunkte  besitzen. 
Dies  kommt  damit  überein,  dass  man  in  (23)  rechts  (c('))'"e2/(iÄ  f^jj. 
(c^'))'"  setzen  kann,  während  ;«x*')  auf  der  rechten  Seite  von  (24)  sich 
durch  nichts  anderes  ersetzen  lässt.  Man  kann  sonach  folgenden  Satz 
aussprechen: 

Füf^  eine  Curve  w'*""  Ordnung  mit  \  {n  —  1)  (n — 2)  Doppel-  bez. 
Rückkehrpunklen,  ist,  wenn  (für  y,^  =  l,  y,^  =  \)  a^'),  &(')  die  Para- 
meter eines  Doppelpunktes  sind,  immer  die  Summe  gleichartiger  Integrale 

X 

(«(')  —  W)  \-rT\ \Tr\ gleich  ^hn]/ — 1,  hingegen,  wenn  a^^  der 

9 

X 

Parameter  eines  Rückkehrpimktes  ist,  die  Summe  der  Integrale   j  — 


/; dj 


l) 


gleich  Null;  ivo  die  Summen  auf  alle  Parameter  erstreckt  iverden,  ivelche 
den  Schnittpunkten  der  Grundcurve  mit  einer  anderen  algebraischen 
Curve  entsprechen. 

Hieraus  geht  sofort  hervor,  dass  alle  Aufgaben  über  Berühriings- 
curven,  welche  im  allgemeinen  Falle  mit  Hülfe  des  sogenannten  er- 
tveiterten  Umkehrproblems  der  A  b  e  Tschen  Integrale  und  der  Theilungs- 
probleme  für  die  dabei  auftretenden  Transscendenten  gelöst  werden 
(p.  866  Jf.) ,  bei  den  hier  vorliegenden  Curven  auf  die  Kreistheilung 
zurückkommen    und  auf  die   Auflösung   einer   Gleichung  ^z^"^"    Grades, 
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wenn  die  ßerührungscurve  durch  q  von  den  v  Doppelpunkten  nicht 
hindurchgehen  soll.  In  der  That  lässt  sich  dies  aus  den  Gleichungen 
(23),  (24)  direct  nachweisen.  In  allen  jenen  Aufgaben  sind  nämlich 
k  =  nm—  ^q  Schnittpunkte  gegeben  (von  denen  2  {v  —  q)  in  Doppel- 
punkten liegen),  während  von  den  übrigen  ^-mal  ^  zusammenfallen 
sollen.  Bezeichnen  wir  die  den  ersteren  entsprechenden  (gegebenen) 
Parameter  durch  /, ,  l^,  .  .  .  Ik,  die  der  gesuchten  Punkte  durch  Aj, 
A,,  .  .  .  Aj,  so  gehen  die  Gleichungen  (25),  von  denen  hier  nur  noch 
q  in  Betracht  kommen,  über  in: 


(27) 


p/„i.)_j_.      ?^>i£izii/       n^/.'"-/,. 


Diese  q  Gleichungen  genügen  völlig,  um  die  symmetrischen  Func- 
tionen der  A;.  durch  bekannte  Grössen  auszudrücken,  und  so  eine 
Gleichung  q^^"^  Grades  für  A  anzusetzen.  Man  bemerkt  zugleich,  dass 
der  Einfluss  eines  Rückkehrpunktes  darin  besteht,  eine  der  v  Perio- 
den 2  in  zu  entfernen  (indem  dieselbe  unendlich  gross  werden 
würde).  Wenn,  wie  dies  bei  den  Curven  vierter  Ordnung  noch  ge- 
schehen kann,  sämmtliche  Doppelpunkte  in  Rückkehrpunkte  über- 
gehen, so  hört  die  Benutzung  der  Kreistheilungs- Gleichungen  über- 
haupt auf.  Es  haben  dann  die  betreffenden  Aufgaben  nur  je  eine 
Lösung. 

Wie  die  Bestimmung,  der  Berührungscurven  und  der  Systeme  von 
solchen  in  einzelnen  Fällen  zu  geschehen  hat,  braucht  nach  den 
früheren  allgemeinen  Erörterungen  wohl  kaum  noch  wieder  bespro- 
chen zu  werden.  Insbesondere  ist  für  m  ^  n  —  2  und  q  =  v 
=  ^  (n  —  i)  {n  —  2)  hier  immer  die  Aufgabe  lösbar ,  durch  mn  —  v r 
Punkte  der  Curve  n''"'"  Ordnung  eine  Curve  m*^"  Ordnung  zu  legen,  ivelche 
die  erstere  in  v  Punkten  je  (r —  l) -punktig  berührt;  und  die  Gesammt- 
zahl  der  Lösungen  findet  man,  wenn  keine  Rückkehrpunkte  vorhanden 
sind,  gleich  ;•".  Ausgezeichnet  sind  jedoch,  wie  bei  den 'Curven  von 
allgemeinem  Geschlechte,  (nach  unseren  Fundamentalsätzen  über 
Schnittpunktsysteme)  die  Fälle,  wo  m  ^  n  —  3.  Z.B.  für  m==n  —  3 
sind  ^  n  [n  —  3)  Schnittpunkte  einer  nicht  durch  die  Doppelpunkte 
gehenden  d  —  z  durch  die  übrigen  \n{i}  —  3)  bestimmt;  man  kann 
daher  nur  noch  die  Forderung  stellen,  eine  C„_3  so  zu  legen,  dass 
sie  die  Cn  überall,  ivo  sie  derselben  begegnet,  also  in  ^n  {ii  —  3)  Punkten, 
berührt. 

Diese  Aufgabe  führt  zur  Aufstellung  einer  Relation  zwischen  v 
Grössen  v^'),  welche  bestehen  muss,  wenn  dieselben  gleich  Summen  von 
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je  V  —  1  Integralen  dritter  Gattung  der  obigen  Form  sollen  gesetzt 
werden  dürfen.  Wir  wollen  sie  für  n  =  4  noch  behandeln,  wo  sie 
uns  die  Bestimmung  der  Doppeltangenten  einer  C^  mit  drei  Doppel- 
punkten gibt.*)  Zuvor  sei  bemerkt,  dass  man  die  in  (23)  auftretenden 
Grössen  f<''  leicht  durch  die  «('^  und  ^' >  ausdrücken  kann,  was  für 
das  Folgende  nützlich  ist.  Sondert  man  nämlich  den  Doppelpunkt 
«<•',  &('*  von  den  übrigen  ^  n  («  —  3)  Doppelpunkten  ab,  so  bilden 
diese  übrigen  (je  dopjjelt  zählend)  den  vollständigen  Durchschnitt  der 
Cn  mit  einer  C„_3,  welche  durch  dieselben  gerade  bestimmt  ist. 
Stellt  man  nun  für  die  Schnitt jj unkte  dieser  C«_3  die  Gleichungen 
(23)  auf,  so  bleibt  nur  die  eine  Gleichung  bestehen,  welche  sich  auf 
den  Doppelpunkt  «''',  W^i  bezieht,  durch  den  die  d  -  3  nicht  hindurch- 
geht; und  in  dieser  Gleichung  hat  man  den  n  {n  —  3)  Grössen  A  die 
w  (m  —  3)  Werthe  a,  b  beizulegen,  welche  den  Index  i  nicht  haben; 
setzt  man  also  der  Kürze  wegen: 

(x  —  «(!))  (x  —  a<^'))  .  .  .  [K  —  öM)  =  9  (jc) , 
(x  —  Z^O)  (jc  ~  Z*(2))  .  .  .{k  —  b^^>)  =-  ijj  (jc)  , 
so  besteht  die  Gleichung: 
/oQx  MOV -3—       y'  («*'')  •  •0  («^'')  . 

Die  zuletzt  erwähnte   Aufgabe  gibt  nun   nach  (23)  zwischen  den 
V  —  1  Grössen  A  die  v  Gleichungen: 

Zwischen  den  Zahlen  /*(''  muss  daher,  wie  erwähnt,  noch  eine  Relation 
bestehen;  um  letztere  zu  finden,  gehen  wir  zunächst  von  dem  all- 
gemeineren Gleichun^systeme  aus: 

(30)  V---  („         "      =  ^""  (^"'0^  ^  S"-^ 

und  fragen  nach  der  zwischen  den  y('*  nothwendig  bestehenden  Rela- 
tion.**) Diese  ergibt  sich  direct  durch  Elimination  der  v  —  1  symme- 
trischen Functionen  der  A,-  aus  den  v  Gleichungen  (30)  in  der  Form: 

«(2)''-  1   _  ^(2)^(2)''  -  1  ^       «(2)"-  2  _^  ^I2)l)i2f  -  2  ^    _   .     ]    _  ^(2) 


(31) 


ai^f-'  —  ^('Ucr-^     ac>''~^  —  ^('•^Z>('')''"%  ...  1  —  i;'"» 


=  0  . 


*)  Vgl.  das  entsprechende  Problem  für  n  =  4  und  p  =  2  auf  p.  876. 

**)  Man  würde  dieselbe  natürlich  auch  aus  der  allgemeinen  Behandlung  des 
erweiterten  Umkehrprobleras  ableiten  können,  wie  dieselbe  oben  angedeutet 
und  bei  Cl.  u.  G.  A.  F.  p.  270  ausgeführt  ist. 
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Ordnet  man  die  links  stehende  Determinante  nach  den  ^<'^  und  ersetzt 
letztere  Grössen  durch  die  in  (30)  gegebenen  Werthe,  so  resultirt  eine 
Gleichung  in  den  6"',  welche  jede  dieser  Grössen  nur  auf  lineare 
Weise  enthält. 

Für  n  =  4,  d.  i.  V  =  3,  erhalten  wir  also  insbesondere  eine  Glei- 
chung der  Form*): 

(^-)  -f.  B^,  e^^'^  +  "'^^  +  Ce^^'^  +  "^'^  +  ^^'^  =  0 , 

in  welcher  die  Coefficienten  A,  B,  C  noch  näher  zu  bestimmen  sind. 
Nun  ist  zunächst: 

==  (rt(I)    _  «(2))  («(1)    __  rt(3)j  (,/(2)  _   ^^(3)^  ^ 


A== 


«(2)'       «C-^)       1 


r«2 


ß(^)-'       «(3)       1 


und  ebenso: 

<7  =  —   (i^(l)   —  Z^(2))  (/;(1)  _  ^,(3))  (^,(2)  _  ^,(3))  .  (c(l)^(2)^(3J)A  , 

Andererseits  folgt  aus  (28): 

((•«(1)  _  a(2)^  /^(1)_  „(3)^  /    (2)  _     (3)^  .2 
^       '  (  (^,(1)  _-  i(^))  (ft  (1)  _  i  (3)j   (/,  (2)  _  Ij  (3))  ) 

und  somit  wird: 

(34)  C  =  —  A. 

Für  B^  dagegen  findet  man  unter  Benutzung  von  (28): 
ß,=._(^(i)  _  «(2))  (jjW  _  «(3))  («(2)  __  a^^)  (cW)^ 

[,(I)_,(2))(,(.)_,(3))(,(l)_,(2))(,(l)_,(3)^(„(l)_5(2))(,(l)_^(3))a  _      3 

(6a)_ft:(2))(öU)_i(3))  P'  ^• 

Der  hier  rechts  stehende  Werth  ergibt  sich  aber  bis  auf  das  Vorzei- 
chen auch  für  ^237  ^-  i-  für 

^23  =  («(1)   —   &(-'))   (ft<l>    —  &(3))  (^,(2)    __  Z,(3))  (c  (2)^(3))^  , 

wenn  man  darin  c'2)  und  c<'''  nach  (28)  durch  r/,  b  ausdrückt.  Es 
folgt  also,  da  Analoges  für  B.,  und  B.^  gilt: 

(35)  B,,  =  -B,,     B,,=-B,,     B,,  =  -B,; 

,  und  die  Gleichung  (32)  geht  wegen  (34)  und  (35)  über  in : 

(36)  ^/  (l  —  e^)  +  ZBi  (e^-^''  —  e^-  "<'■>)  =  0 , 

wenn  5' ==  y''> -|- v<2) -|- v(3)  gesetzt  wird.  Diese  Bedingung  mitss  für 
n  =  4,  ?/  =  3  erfüllt  sein,  iüe?in  die  Gleichungen  (30)  znscnmnen  bestehen 
sollen. 


*)  Vgl.  die  allgemeine  Behandlung  der  Aufgabe  Lei  Clebsch  a.  a,  0. 
Clebsch ,  Vorlesungen.  57 


A<i)  =  0, 

A(2)  =  1 , 

/<(')  =  1, 

AC^)  =  1 , 

äw  =  1, 

Ä(2)  ^0^ 
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Nehmen  wir  nun,  wie  in  (29),  ?;(''=r/«(0:nrj/ —  T,  so  werden  alle  Grössen 
e"  gleich  +  l,  und  die  Gleichung  (36)  geht  einfach  über  in:  6'*^=  1,  oder: 
(37)  Ä(^)  +  Ä<2)  _|-  ^(3)  ^  0        (mod.  2) . 

Die  vier   Doppellangenien  unserer  C^   bestimmen  sich  also  aus  den 
Gleichungen  (29)  für  n  =  4,  v  =  3,  wenn  man  bez.  setzt: 
//(!)  =  0,     /i(2)  =  0,     //(■^)  =  0; 
h^^^  =  1  ; 

Ä(3)  =  1  . 

Von  Interesse  ist  hier,  wie  im  Falle  ;/  =  4  und  p  =  1,  die  Vertheilung 
der  Doppeltangenten  auf  die  verschiedenen  Systeme  von  Berührungs- 
kegelschnitten.    Letztere  bestimmen  sich  aus  den  drei  Gleichungen: 

(,,('•)  _  i^)  (^('T  _  A,)  (^'')  -  X,)  («('•'   -  ^4^  _  c^i)^,^')in 

worin  A^  noch  willkürlich  gewählt  werden  kann.  Es  gibt  daher  7 
Systeme  von  je  einfach  unendlich  vielen  Kegelschnitten  ^  ivelche  die  C^  in 
vier  Punkten  berühren;  und  es  gilt  (wie  immer)  der  Satz,  dass  die  Be- 
rührungspunkte je  zweier  Kegelschnitte  desselben  Systems  auf  einem 
Kegelschnitte  liegen.  Bezeichnen  wir  mit  (g^^^,  g^^\  g^^'>)  das  durch 
die  drei  Zahlen  g  besimmte  System,  so  sind  jene  sieben  Systeme: 

(0,0,1),  (0,1,0),  (1,0,0),  (0,1,1),  (1,0,1),  (1,1,0),  (1,1,1); 
denn  das  System  (0,  0,  0)  besteht  aus  der  Gesammtheit  der  je  doppelt 
zählenden  Geraden  der  Ebene.  Man  erkennt  hieraus,  dass  drei  dieser 
Systeme  je  zwei  Paare  von  Doppeltangenten  enthalten,  nämlich 
(0,  1,  1)  die  Paare  {(0,0,0),  (0,1,1)}  und  {(1,1,  0),  (1,0,1)}, 
(1,0,1),,  „  {(0,0,0),  (1,0,  1)}  „  {(1,1,0),  (0,1,1)}, 
(1,1,0),,  „  {(0,0,0),  (1,1,0)}  „  {(1,0,  1),  (0,1,1)}, 
Die  vier  übrigen  Systeme  enthalten  keine  eigentlichen  Doppeltangenien . 
Unter  ihnen  ist  noch  das  System  (1,  1,  1)  ausgezeichnet,  insofern 
dasselbe  drei  Paare  uneigentlicher  Doppeltangenten  enthält,  nämlich 
die  drei  Paare  von  Tangenten,  welche  man  bez.  von  den  drei  Doppel- 
punkten aus  an  die  6'^  legen  kann.  Man  überzeugt  sich  davon  leicht, 
wenn  man  beachtet,  dass  sich  z.  B.  die  von  dem  Doppelpunkte  «('),  h^^^ 
ausgehenden  Tangenten  aus  den  Gleichungen  bestimmen  (A- =  2,  3): 

und  dass  hier  wieder  A^'-*  -\-  7i(^)  ^  0  (mod.  2)  sein  muss.*) 


*)  Die  6  anderen  Systeme  enthalten  auch  Paare  uneigentlicher  Doppeltan- 
genten in  anderer  Grujjpirung,  denn  in  jedem  Systeme  müssen  G  Paare  zer- 
fallender Kegelschnitte  vorkommen;  vgl.  die  Anmerkung  auf  j).  881. 
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Diese  Resultate  erleiden  Modilicationen ,  wenn  einige  der  Doppel- 
punkte in  Rückkehrpunkte  ausarten,  wie  man  nach  dem  Obigen  leicht 
näher  verfolgt.  Tritt  ein  Rück  kehr punkt  auf,  so  hat  man  noch  zwei 
Doppeltangenten ;  und  es  gibt  drei  Systeme  von  Berührungs- Kegel- 
schnitten, deren  eines  das  Paar  der  Doppeltangenten  enthält.  Bei 
zwei  Rückkehr  punkten  ist  noch  eine  Doppeltangente  und  ein  System 
von  Berührungskegelschnitten  vorhanden;  die  Berührungsi^unkte  der 
letzteren  aber  liegen  nicht  mit  denen  der  Doppeltangente  auf  einem 
Kegelschnitte.  Endlich  bei  drei  Rückkehr  punkten  hat  man  zwar  noch 
eine  Dojipeltangente,  aber  kein  System  von  Berührungskegelschnitten 
mehr.  Die  Curve  ist  von  der  dritten  Klasse  geworden,  ihre  nähere 
Behandlung  also  ganz  analog  der  für  die  Curve  dritter  Ordnung  mit 
Doppelpunkt  früher  gegeben  (p.  587  if.).  — 

Besonders  einfach  gestaltet  sich  die  Aufstellung  der  Gleichungen 
für  die  Singularitäten  der  Grundcurve  in  dem  Falle  «  =  3;  und  bei 
diesem  wollen  wir  daher  noch  etwas  verweilen*);  dadurch  werden 
dann  gleichzeitig  unsere  früheren  Untersuchungen  über  die  Curven 
dritter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkte  vervollständigt.  Es  seien 
also  an  Stelle  von  (3)  die  Gleichungen  gegeben: 

(38)  Qx^.=  ay\     Qx^  =  dy/',     Qx^  =  a"x^. 

Wir  haben  zunächst  die  Form  a-^ßzy^i  aufzustellen,  deren  Ver- 
schwinden aussagt,  dass  die  Punkte  x,  X,  ^  auf  einer  Geraden  liefen. 
Nun  war  aber: 


f/v*     a  y'     a 


Ky.ßxYl-i  •  {'^^)  {^ii)  (/^5t)  =  I  «/i^      fi'i^     a'i^ 

Die  hier  rechts  stehende  Determinante  ändert  sich  nicht,  wenn  man 
a  mit  X,  d  mit  A,  d'  mit  fi  vertauscht;  sie  muss  daher  neben  dem 
wirklichen  Factor  (jcA)  (Aft)  {^y)  auch  den  symbolischen  Factor  {ad) 
{ad')  {a" a)  enthalten.  Der  übrig  bleibende  Factor  muss  linear  und 
symmetrisch,  sowohl  in  x,  A,  ^.,  als  in  a,  d,  a"  sein;  er  hat  daher 
den  Werth: 

dyJIXd^i'  +  Cf^cdy'd?''  +  ttia^üy    . 

Bezeichnet  also  Ay,^  wieder  die  in  (15)  eingeführte  Combinaute,  von 
welcher  die  3  Wendepunkte  abhängen,  so  kann  man  setzen**): 

*)  Vgl.  Rosenow  a.  a.  0.,  sowie  die  Anmerkung  auf  p.  584, 
**)  Nicht   .so  einfach  gestaltet   sich    die    Berechnung    der  Determinante  (II), 
wenn  n  ^  3.     Man  hat  dieselbe  dann  mit  Hülfe  der  Reihenentwicklungen  zu  be- 
handeln,   welche    für    binäre  Formen    mit   mehreren  Reihen  von  Veränderlichen 
gelten  (vgl.  Clebsch's  Theorie  der  binären  Formen,  p.  15  ff.);  dabei  können  in 


900  Sechste  Abtheihing. 

(39)  a^ßxY^  =  C.l^y.^x^^, 

.WO  C  einen  Zahlenfaetor  bedeutet. 

Die   Gleichung  A;tA;iA/<  =  0  sagt  sojiach   avs,    dass   die  Funkle  x, 
A,  ft   in  einer  Geraden  liegen;   A^- A^  =  0    gibl    die   zwei  Berührungs- 


der  Entwicklung  der  Form  aj'  "  ß/'  ^  y  "  "  nur  gerade  Potenzen  von  (h  X), 
(X/ti),  (fix)  auftreten,  denn  diese  Form  lindert  sicli  nicht,  wenn  man  zwei  der 
Grössen  v.,  l,  ,«■  mit  einander  vertauscht.  In  Rücksicht  hierauf  findet  man  z.  15. 
für  71  =  4 : 

«x^  h'  y/  =  /'  ^.'^l'  A/  +  q  { (K  Xf  D^^  +  (A  fO^  0/  +  (f^  h)^  /)/  }  , 

wo  ;j,  <7  Zahlenfactoren  bedeuten,  wo  A^*"'  durch  (15)  definirt  ist,  und  v/o: 

i)^2  =  {ad)  [da')  («"«)  {(a'rt")'«x'  +  («  "«)'«V  +  (««')'«V  }  • 
Insbesondere   kann  hier  die  Form  Dy}  identisch  Null  sein;   dann   sagt  die   ein- 
fachere   Gleichung   Ax^Aa^A^2  =  0    aus,    dass  x,  ;i,  fi   in   gerader  Linie   liegen; 
und  hieraus   findet  man  leicht,    dass  die  Berührungspunkte  der  vier  Doppeltan- 
o-enten  durch  die  Hesse'sche  Form  von  A,  d.  i.  durch  die  Gleichung: 

Hj  =  (AA')2A^''AV  =  0 

gegeben  werden,  die  Paare  von  Parameterwerthen  für  die  drei  Doppelpunkte 
dagegen  durch  die  Gleichung: 

j  =  (AA?  CA'A")2  (A"A)2A^2AVA'V  =  0  .  . 
Die  geometrische  Bedeutung  dieses  Falles  ergibt  sich  durch  folgende  Ueber- 
legung.  Man  kann  drei  binäre  biquadratische  Formen  immer  als  zweite  Polaren 
einer  Grundform  6ter  Ordnung  auffassen,  wie  in  Rücksicht  auf  die  typische  Dar- 
stellung der  Formen  gerader  Ordnung  durch  quadratische  Covarianten  (vgl. 
Clebsch  a.  a.  0.)  oder  nach  dem  Hesse'schen  Uebertragungsprincipe  (vgl. 
p,  887,  Anmk.)  daraus  folgt,  dass  ein  Kegelschnittnetz  im  Allgemeinen  Polai-en- 
netz  einer  C^  ist.     Sei  also  f=ay'^  diese  Grundform,  so  kann  man  setzen: 


/  =  «/  «/  .        «'/  =  (3/  ßx  ß2  .        «".'  =  Y.'  T?  ■ 


und  es  wird: 


A  =  i  {aßY  ißyY  {yccf  c^.'ßy'y^'  =  ij/- 
D^^==-i  [aßf  (ayy  ((3y)»  «^.^  =  -  i  {i,  fh  =  -  i  l , 
wenn  i  und  /  die  bei  Clebsch  (a.  a.  0.  p.  283  ff.)  so  genannten  Formen  sind. 
Ist  aber  l  =  0  und  i  <  0,  so  kann  man  setzen  (a.  a.  0.  p.  446):  /"=  xj"  +  K2^ 
und  dann  wird  auch  j.  z;  0.  Dieser  Fall  gibt  keine  eigentliche  C^.  Ist  dagegen 
^^0  dadurch,  dass  i  identisch  verschwindet;  dann  zerfallen  die  6  Grundpunkte 
von  f  (wie  bei  der  Covariante  T  einer  biquadratischen  Form)  in  drei  Paare,  von 
denen  je  zwei  zu  einander  harmonisch  liegen  (ib.  p.  447),  und  man  kann  setzen: 
/•=  >t,«2  (»ti"  —  '<2^);  dann  wird  aber  1/^  =  A  =  -  j^s  Kj^a  (x/  —  xg^)  =  —  ytg/". 
Es  wird  daher  auch  Jj  zu  A  proportional;  d.  h.  die  sechs  Wendepunkte  liegen 
paarweise  in  den  Doppelpunkten  vereinigt,  ßurrh  die  Bedingung  Dx-  =  0  sind 
also  diejenigen  C^  charakterisirl ,  welche  in  jedem  Doppelpunkte  gleichzeili()  zwei  fVende- 
punkle  haben  (es  sei  denn,  dass  keine  eigentliche  C^  überhaupt  vorliegt;  vgl. 
p.  890,  2.  Anmk.).  Ein  Beispiel  hierfür  gibt  die  gewöhnliche  Lemniscate ;  bei  ihr 
liegen  zwei  Doppelpunkte  in  den  imaginären  Kreispunkten. 
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pii/iA/e  X  der  von  X  ausgehenden  Tangenten  oder  den  Tangentialpunkl  X 
des  Punk/es  x,  und  A,,^  =  0  gibt  die  drei  Wendepunkte. 

Ist  insbesondere  x  ein  Wendepunkt,  d.  i.  eine  Wurzel  von  A;t''  =  0, 
so  besteht  die  erste  Polare  von  x  in  Bezug  auf  A  aus  dem  Punkte  % 
selbst  und  dem  vierten  harmonischen  Punkte  v  von  x  in  Bezug  auf 
die  beiden  andern  Wurzeln  von  A  (wobei  dann  v  ein  Wurzelpunkt 
der  Covariante  Q  von  A  ist).  Die  Gleichung  A^A^A^j  =  0  sagt  dann 
also  aus,  dass  A  und  ^  zu  x  und  v  harmonisch  liegen;  diese  Bedingung 
ist  aber  nach  dem  eben  Gesagten  erfüllt;,  wenn  X ,  ^  die  beiden  anderen 
Wendepunkte  von  A  sind;  und  somit  ergibt  sich  der  bekannte  Satz, 
dass  die  drei  Wendepiinkte'^uf  einer  Geraden  liegen. 

Die  Bestimmung  des  Doppelpunktes  geschieht  vermöge  obiger  Glei- 
chung (14),  d.  h.  durch  Elimination  von  X  aus  den  beiden  Gleichungen: 

A;,AaA,  =0,       A;,AiA2  =  0. 

Die  beiden  Parameter  des  Doppelpunktes  sind  daher  die  Grundpunkte  der 
YLesse' sehen  Form  ty-  von  A,  d.  h.  die  Wurzeln  der  Gleichung: 

T^-'  =  2  (A A) Aj  A2'  A^  A;,'  =  (A A')^  A^ A/  =  0  . 

Gleichzeitig  folgt  hiei'aus,  dass  das  Verschwinden  der  Determinante 
von  X,  d.  h.  der  Invariante  R  =  (tt')'  von  A,  die  Bedingung  für  das 
Auftreten  eines  Rückkehrpunktes  liefert. 

Aber  auch  für  die  Polare  ryXi  von  Ty}  ist  leicht  eine  Bedeu- 
tung anzugeben.  Die  Gleichung  Tyt},  =  0  nämlich  ergibt  sich  durch 
Elimination  von  ^  aus  den  beiden  Gleichungen: 

A.^A,,  =  0,       A,^A,,  =  0. 
Zunächst  erhält  man  das  Resultat  (A A') A^- A'r  =  0.     Nun  ist  aber: 
(AA')  A.2A',2  =  HAA')  (A.2A',2  -  A.^A'.^) 
=  i-  (AA7  (A;, A'a  +  A, A',)  {xX) 
==  (AA')2A;,A'a  (xA)  =  TyXi  .  (xX) . 

Die  Gleichung  r»  r^  ==  0  sagt  also  aus,  dass  die  Punkte  x,  X  einen  ge- 
meinsamen Tangentialpunkl  haben'^);  d.  h.  dass  sie  ein  conjugirtes  Pole- 
paar auf  der  Grundcurve  bilden,  wenn  man  letztere  als  Hesse  "sehe 
Curve  einer  anderen  Curve  dritter  Ordnung  auffasst  (was  beim  Auf- 
trete^  eines  Doppelpunktes  nur  noch  auf  eine  Weise  möglich  ist). 

Besonders  ausgezeichnet  sind  noch  auf  der  Curve  die  Berührungs- 
punkte A  der  drei  von  den  Wendepunkten  x  ausgehenden  Tangenten. 
Dieselben  findet  man  durch  Elimination  von  x  aus  den  Gleichungen: 


*)  Hierin  liegt  dann  wieder  der  auf  p.  587  im  Anschlüsse  an  die  kanonische 
Form  von  'A  nämlich  (A  =  A^  -j-  a^\  ausgesprochene  Satz  über  die  von  den  Ver- 
bindungslinien zweier  Punkte ,  die  gemeinsamen  Tangentialpunkt  haben ,  mit  dem 
Doppelpunkte  gebildete  Involution. 
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Letztere  kann  man  aber  durch  einfachere  ersetzen.  Da  nämlich  die 
eine  der  beiden  vom  Wendepunkte  ausgehenden  Tangenten  mit  der 
Wendetangente  zusammenfällt,  so  bildet  der  Wendepunkt  x  mit  dem 
zugehörigen  Berührungspunkte  X  selbst  ein  conjugirtes  Polepaar,  so 
dass  Ty.tx  =  0;  und  die  Elimination  von  k  aus  dieser  Gleichung  und 
aus  AxA;.-  =  0  gibt: 

0  =  g,^  =  {AT)ArT,  =  0. 

Die  Grunclpimkte  der  Covariante  Q  von  A  sind  also  die  Berührungs- 
punkte der  von  den  Wendepunkten  ausgehenden  Tangenten.'*) 

Die  Bedeutung  der  Polaren  der  Form  Q  endlich  ergibt  sich  in 
folgender  Weise.  Es  seien  x,  yl,  ^  die  drei  Punkte  einer  Geraden,  in 
ft  ziehen  wir  die  Tangente,  welche  die  Curve  noch  in  dem  Tangential- 
punkte  ,a'  von  ^  triflPt;  von  ft'  aus  ziehen  wir  die  zweite  Tangente, 
deren  Berührungspunkt  /x"  sei,  so  dass  jt  und  ii"  ein  conjugirtes  Pole- 
paar bilden.     Dann  bestehen  die  Gleichungen: 

A;,A;iA^  =  0,       r,,T,,..  =  0; 

und  durch  Elimination  von  /x  ergibt  sich: 

A^Axtf,'  (At)  =  0. 
Nun  ist  aber: 

^gx'f/^c'■  =  (At)  {A>c'T^r  -f-  2Ay.A^,'ty,j 

=  (Ar)  {3  A;,2t,,..  -{-2Ay.  {A^^^^ty.  —  r,<Ax)} 
=  3  (Ar)  Ax^T,...  -  2  (Ar)2  A.  .  {x^") . 

Da  aber  nach  Gleichung  (10)  p.  219  die  zweite  Ueberschiebung  von 
A  mit  r  identisch  Null  ist,  so  wird  q^-q^- =  {Ar)- A^-r^r\  und  also 
auch  durch  Polareubildung : 

q^<^xq^i•^  =  {ArYAy.AiXyC'  • 

Die  Gleichung  qy.qvhi-  =  ^  sagt  somit  aus,  dass  die  Verbindungs- 
linie von  X  und  A  die  Grundcurve  in  einem  dritten  Punkte  trifft,  xuelcher 
durch  pü'  zu  einem  conjugirten  Polepaare  ergänzt  ivird."^*) 


*)  Es  sei  bemerkt,  dass  drei  binäre  Formen  dritter  Ordnung  keine  anderen 
Combinanten  haben,  als  die  Formen  A,  r,  Q  iind  R;  vgl.  Gordan:  Math.  Anna- 
len,  Bd.  5,  p.  117  ff. 

**)  Hieraus  folgt  dann  weiter,  dass  x,  A,  ft"  drei  Punkte  sind,  in  denen  ein 
Kegelschnitt  je  einfach  die  Grundcurve  berühren  kann,  denn  die  Tangential- 
punkte  von  x,  X,  (i"  liegen  wieder  in  einer  Geraden  (p.  533);  vgl.  auch  Steiner 
in  Crelle's  Journal,  Bd.  66  und  Schröter's  Bearbeitung  von  Steiner's  Vor- 
lesungen über  synthetische  Geometrie,  Bd.  2. 
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Mit  Hülfe  der  entwickelten  Relationen  kann  man  nun  weiter  die 
Probleme  des  fortgesetzten  Tangentenziehens  (p.  588)  und  andere 
Fragen  der  Art  behandeln;  doch  soll  darauf  hier  nicht  näher  einge- 
iiansfen  werden.  Es  sei  nur  noch  bemerkt,  dass  sich  die  vorstehenden 
Sätze  über  die  Schnittpunkte  einer  Geraden  mit  der  Curve  dritter 
Ordnung  unmittelbar  auf  die  Schnittpunktsysteme  von  je  drei  beweg- 
lichen Punkten  übertragen  lassen,  welche  auf  einer  6'„  mit  p  =  0  von 
den  zweifach  unendlich  vielen  Cn-2  ausgeschnitten  werden,  die  durch 
^  n  (n  —  3)  Doppelpunkte  und  durch  n  —  3  feste  einfache  Punkte  der 
Cn  hindurchgehen.  Von  je  di^i  solchen  Punkten  nämlich  ist  (wie  bei 
der  C^)  einer  durch  die  beiden  anderen  bestimmt;  und  man  kann 
daher  durch  Benutzung  eines  solchen  Netzes  von  C„_  2  die  vorliegende 
Cn  in  eine  Curve  3"='  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkte  eindeutig 
transformiren ;  auf  letzterer  Avird  dann  eben  die  entsprechende  zweifach 
unendliche  Sehaar  von  je  drei  Punkten  durch  die  geraden  Linien  der 
Ebene  ausgeschnitten.  , 

XIII.    Die  Curven  vom  Geschlechte  i>  =  l. 

Gehen  wir  jetzt  zu  den  Curven  n*°''  Ordnung  mit  ^  n  (n  —  3) 
•Doppelpunkten  über,  für  welche  p  ==  l  ist.  Wir  untersuchen  zuerst 
(wie  bei  p  =  0)  die  rein  algebraischen  Fragen ,  welche  sich  den  be- 
treffenden allgemeineren  Erörterungen  nicht  unterordnen*);  nämlich: 
die  Transformation  auf  eine  Nornialcurve  und  die  Bestimmung  von 
Anzahl  und  Bedeutung  der  Moduln.  Daran  knüpfen  wir  dann  noch 
einige  Bemerkungen  über  die  Einführung  der  elliptischen  Functionen 
und  Integrale;  bei  letzteren  können  Avir  uns  kurz  fassen,  da  dieselben 
nur  Anwendungen  unserer  allgemeinen  Theorien  bieten,  und  da  wir 
entsprechende  Verhältnisse  bei  den  Curven  dritter  Ordnung  schon  ein- 
gehend besprochen  haben. 

Als  Nornialcurve  findet  man  hier  die  allgemeine  Curve  dritter  Ord- 
nung, und  zwar  in  folgender  Weise.**)  Man  betrachte  die  ^n  (^n  —  3) 
Doppel  -  und  Rückkehrpunkte  nebst  2  w  —  3  anderen,  auf  der  Curve 
beliebig  gewählten,  festen  Punkten  als  die  l  («  -|~  -)  ('*  —  ^)  — ^ 
Grundpunkte  eines  Curvennetzes  der  (n  —  1)*^"  Ordnung.  Die  Cui'ven 
des  letzteren  treffen  die  C„  dann  noch  in 

n  {n  —  1)  —  n  {n  —  3)  —  (2  n  —  3)  =  3 


*)  Durch  die  \  n  (?^  —  3)  Doppelpunkte  nämlich  ist  im  Allgemeinen  gerade 
ei7ie  adjungirte  f^„_3  bestimmt;  dieselbe  schneidet  /"aber  sonst  nicht,  so  dass 
die  früheren  Untersuchungen  über  C^^_.^  illusorisch  werden. 

**)  Vgl.  Clebsch:  lieber  diejenigen  Curven,  deren  Coordinaten  sich  als  ellip- 
tische Functionen  eines  Parameters  darstellen  lassen,  Crelle's  Journal,  Bd.  64 
und:  Cl.  u.  G.  A.  F.  p.  69  ff. 
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beweglichen  Punkten;  benutzt  man  sie  also  als  Trausformationscurven, 
so  resultirt  in  der  Tliat  eine  Curve  der  dritten  Ordnung.  Eine  weitere 
Eeduction  der  Ordnung  ist  nicht  möglich,  da  es  eine  Curve  von  nie- 
drigerer als  der  dritten  Ordnung  mit  dem  Geschlechte  p  =  l  nicht  gibt. 

Bei  der  Transformation  entsprechen  den  Curven  des  Netzes,  welche 
durch  einen  beliebigen  Punkt  x  der  C„  gehen,  eindeutig  die  Strahlen 
des  durch  den  entsprechenden  Punkt  y  der  C^  gehenden  Büschels, 
insbesondere  also  den  vier  berührenden  Curven  jenes  Curvenbüschels 
die  vier  Tangenten  dieses  Strahlbüschels;  und  daraus  folgt,  dass  das 
Doppelverhältniss  der  vier  Tangenten  jener  vier  Curven  in  einem  der 
Basispunkte  (z.  B.  x)  des  Büschels  gleich  ist  dem  (von  y  unabhängigen) 
Doppelverhältnisse  der  vier  von  y  aus  an  die  Cg  gehenden  Tangenten 
(vgl.  p.  578  und  715).  Dieses  Doppelverhältniss  gibt  daher  den  einen 
Modul  unserer  elliptischen  Curve;  dass  letztere  in  der  That  auch  nur 
einen  Modul  besitzt,  erkennt  man  daraus,  dass  die  C3  auch  gegenüber 
linearen  Transformationen  nur  eine  absolute  Invariante  hat  (nämlich 
eben  jenes  Doppelverhältniss).  Da  nun  das  Doppelverhältniss  der  vier 
von  y  ausgehenden  Tangenten  unabhängig  Von  der  Lage  des  Punktes 
y  auf  der  C^  ist,  so  können  wir  auch  folgenden  Satz  aussprechen: 

In  einem  Büschel  von  adjungirten  Curven  {n —  IJ"''  Ordnung ,  von 
dessen  Basispunkten  2  ?i  —  3  in  einfachen  Punkten  der  Grundcurve  n'*"' 
Ordnung  (vom  Gescidcchte  Eins)  liegen,  gibt  es  im  Allgemeinen  vier 
Curven,  welche  diese  C,,  in  einem  Punkte  berüJiren,  der  mit  keinetn  der 
2n  —  3  Basispunkte  zusammenfällt,  und  das  Doppelverhältniss  der  vier 
Tangenten  dieser  Curven  in  einem  der  Basispunkte  ist  unabhängig  von 
der  Lage  dieser  letzteren  auf  der  C„.  Dasselbe  gibt  gleichzeitig  den 
Modul  der  Curve. 

Statt  der  Curven  {ji  —  1)*"  Ordnung  hätten  wir  aber  auch  irgend 
ein  Netz  von  adjungirten  Curven  6-'"  Ordnung  zur  Transformation  be- 
nutzen können,  w^elche  die  C„  in  drei  beweglichen  Punkten  treffen; 
und  ein  solches  ist  auch  immer  angebbar,  wenn  nur  5  >  ??  —  3.  Man 
hat  nämlich  nur  *noeh  n  {s  —  n  -\-  o)  —  3  feste  Punkte  auf  der  C„  be- 
liebig anzunehmen*),  dann  ist  die  Zahl  der  beweglichen  Schnittpunkte 
in  der  That  gleich 

ns  —  n  {n  —  3)  —  n  {s  —  n  -\-  ?»)-{-  ^  =  ?> . 

Hieraus  folgt,  dass  der  zidetzt  für  Curven  {n  —  l)''^'"  Ordnung  aus- 
gesprochene Satz,  ebenso  für  Büschel  von  adjungirten  Curven  s'"'  Ordnung, 
von   deren   Basispmikten  n  (s  —  n  -^  3)  —  2  in   einfachen  Punkten    der 


*)  Das  Netz  selbst  ist  dann  im  Allgemeinen  noch  nicht  nothwendig  völlig 
bestimmt,  wohl  aber  die  Schaar  ^73*^^  von  Durchschnittspunkten,  welche  von  den 
Curven  desselben  auf  der  Cn  bestimmt  werden. 
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C„  liegen,  güllhj  isl ,  wenn  nur  *•  >  ?i  —  o*);  und  dies  gdl  auch  insbe- 
sondere wieder  für  eine  Grundciirre  dritter  Ordnung.  In  der  That  hängt 
ja  die  Zahl  der  berührenden  Carven  eines  Büschels  nur  von  der  Zahl 
der  bewegliehen  Schnittpunkte  und  dem  (jeschlechte  der  Grundcurve 
ab  (p.  460),  ist  also  von  .v  nicht  wesentlich  abhängig. 

Die  Coordinaten  der  Punkte  einer  allgemeinen  Curve  vom  Ge- 
schlechte Eins  kann  man  nun  in  ganz  ähnlicher  Weise  als  Function 
eines  Parameters  darstellen,  wie  dies  bei  den  Curven  dritter  Ordnung 
gelang  (p.  627  und  Gi7  fF,).  Diese  Darstellung  ist  von  selbst  gegeben, 
sobald  die  Trausformation  der  vorliegenden  C,,  auf  die  C^^  und  die 
(Jmkehrung  derselben  bekannt  ist;  man  kann  sie  aber  auch  direct  in 
folgender  Weise  herstellen.  **)  Wir  betrachten  einen  Büschel  qp  -[-  A  i/;  =  0 
von  adjungirten  Curven  {n  —  1)'«'  Ordnung,  welche  sämmtlich  durch 
2 «  —  2  beliebige  Punkte  der  Cn  hindurchgehen  und  also  die  C„  in 
zwei  beweglichen  Punkten  treffen.  Die  Gleichung  der  letzteren  in 
Liniencoordinaten  u,  ergibt  sich  durch  Elimination  der  .r,-  aus  den 
Gleichungen: 
0)  /-^O,      (p-f/li/;  =  0,     ?/,.  =  0. 

Von  der  Resultante  wird  sich  ein  Factor  vom  Grade  //  (»  —  1)  —  2 
in  den  Ui  absondern,  welcher  l  nicht  enthält ;  die  erwähnte  Gleichung, 
dargestellt  durch  Nullsetzen  des  übrig  bleibenden  Factors,  wird  daher 
von  der  Form: 

(2)    0  =  ?r, ,  ?/|  -  +  ?^02  W)*  +  ?''33  ";i'  +  ^  W;.,3  ?/.,  ?'3  +  2  tV^^  W3  ?/,  -^  2  IV y,  Uy  u.^ , 

wo  die  iVjk  Functionen  /i"^"  Grades  in  X  sind.  Da  die  rechte  Seite 
sich  in  zwei  lineare  Factoren  auflösen  lässt,  so  verseh windet  die 
Determinante  der  ?r,/,,  d.  h.  es  ist: 

«^11       ^12       «^13  1 

^  "  ■'1 

,  W'3l       ^^\V>       "^33  1 

Die  Coordinaten  der  beiden  beweglichen  Schnittpunkte  sollen  nun  bez. 
mit  .r,,  x\,  x.^  und  ^, ,  t^i  ^3  bezeichnet  werden;  es  seien  ferner  /,, 
/., ,  /.j  die  Coordinaten  der  Verbindungslinie  von  x  und  ^.  Dann  Icann 
man  setzen : 

(2)  iruc  =  —  iihO, 

wenn  Wn;  die  Uuterdeterminanten  der  Determinante  W  bedeuten ;  die 
Grössen  /,-,  //,-,  Q  hängen   hier  selbstverständlich  von  l  ab,  und  zwar 


W 


*)  Vgl.  auch  Cayley:  Proceedings  of  the  London  Mathematical  Society, 
16.  Octb.  1865. 

**)  Für  das  Folgende,  sowie  auch  für  die  weiterhin  gegebenen  Anwendungen 
der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  vgl.  immer  Clebsch  a.  a.  0.,  Crelle"s 
Journal,  Bd.  64. 
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iu  sogleich  noch  zu  bestimmender  Weise.  Für  die  Coordinaten  Xi, 
^i  selbst  findet  man  zufolge  früherer  Betrachtungen  die  Relationen*): 

(3)  ^it,  =  w^r,-{-  l^yö     a;.,^2  =  ^^22  x.,t,-=w.^^  —  l^]/0 

Hieraus  erhält  man  aber  unmittelbar  die  Verhältnisse  der  Grössen  x 
und  |.  Durch  Einführung  willkürlicher  Grössen  >',,  y.,,  y^,  mit  denen 
wir  bez.  diese  Gleichungen  multiiiliciren  und  dann  addiren,  erhalten 
wir  für  Q  =  y^^^  -\~  Y->i->  ~\~  73^3  f'^6  Verhältnisse  der  X;  insbesondere 
in  der  Form: 

QX^  =  ?t',i7i  +  u\.,y.^  +  w^^y.;^  +  (yj.^  —  y.^Q  j/O 

(4)  QX,=^  w,^y^  -\-  w^,y,  +  2^^23/3  +  (^3^1  —  TiQ  VO 

Q^^  =  "'31^1  +  i^'s-y-i  +  "'33^3  +  iri^2 ~  r-ih) VO- 

Lässt  man  hier  das  Vorzeichen  von  ]/ Q  unbestimmt,  so  geben  diese 
Gleichungen  sowohl  die  x  als  die  t,,  indem  man  der  Wurzel  nur  ein- 
mal das  positive,  einmal  das  negative  Zeichen  beizulegen  braucht.**) 
Es  kommt  jetzt  nur  noch  darauf  an,  den  Grad  der  Function  Q  in 
dem  Parameter  A  anzugeben.  Die  Gleichung  Q  =  0  bestimmt  offenbar 
diejenigen  Curveu  des  Büschels  q)  -\-  Xip  =  0,  welche  die  Grundcurve 
berühren;  andererseits  wissen  wir,  dass  es  vier  Curven  dieser  Art  in 
dem  Büschel  gibt:  Die  Function  Q  ist  also  vom  vierten  Grade  iu  l] 
die   Grössen  k  werden  dann  nach  (2)  in  X  vom  (n  —  2)*^^"  Grade.***) 


*)  Vgl.  die  Gleichungen  (9)  auf  p.  104;  es  ist  daselbst  a  durch  x,  ß  durch  |, 
p2  =  —  u,  durch  Q,  |  durch  /  zu  ersetzen. 

**)  Die  Ausdrücke  (4)  gestatten  eine  sehr  einfache  geometrische  Deutung. 
Betrachtet  man  nämlich  die  y,-  als  Coordinaten  einer  Geraden,  so  sind  die  Coef- 
ficienten  von  Yq  die  Coordinaten  des  (veränderlichen)  Punktes ,  in  dem  die  will- 
kürlich (aber  fest)  gewählte  Gerade  y  von  der  Linie  l  (d.  i.  der  Verbindungslinie 
,der  beiden  beweglichen  Punkte)  getroffen  wird.  Die  ersten  Theilc  der  rechten 
Seiten  sind  die  Coordinaten  des  Poles  von  y  in  Bezug  auf  jenes  Puuktepaar 
selbst,  d.  i.  die  Coordinaten  des  Punktes,  welcher  mit  dem  erwähnten  Punkte 
und  mit  dem  Paare,  zu  welchem  x  gehört,  auf  der  Linie  /  ein  harmonisches 
System  bildet. 

***)  Für  X  =  A,  :  A2  können  wir  also  die  Gleichungen  (4)  in  der  Form  schreiben: 

"  n    ,       "  n  —  2 1/71 . 

Dann  wird: 

y^\Q dx,  +  x,dQ)=n a{.  - 1  «.a"/??  +  ('^  -  2)  «/'  "' ""dX  1?'  +  2 «/  ~ '  Qx    IdX  > 

u.  s.  f. 
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Nach  den  Gleichungen  (2)  ist  also  die  Parameterdor Stellung  der  Curve 
n'"''  Ordnung  vom  Geschlechte  Eins  rational  bis  auf  die  Quadrativurzcl 
aus  einem  Ausdrucke  Q  der  vierten  Ordnung;  letzterer  ist  maltiplicirt  in 
rationale  Functionen  der  {n  —  2)*"'  Ordnung ,  die  übrigen  Theile  der 
Ausdrücke  xi  sind  rationale  Functionen  w'®'"  Ordnung;  die  Grössen  y^ 
kommen  in  den  Gleichungen  (4)  nur  formell  vor,  wie  aus  den  Glei- 
chungen (3)  hervorgeht. 

Durch  die  Gleichungen  (4)  ist  übrigens  auch  wieder  die  Abbil- 
dung der  Cn  auf  eine  C,  von  selbst  gegeben,  wie  hier  noch  kurz 
erwähnt  sein  möge.     Schreiben  wir  nämlich  Q  in  der  Form 

Q^  (A  _  «,)  {l  —  a.,)  (/l  -  r/.j)  (A  -  a,) 

und  setzen: 

Vö 

(5)     yj  =  (A  -  «i)  («3  —  «,) ,     y.,  =  (A  -  <■/,)  (^3  -  ^/,) ,     ij,y.,  =  -^, 


m'  = 


{"3  —  «i)  («1  —  "zT-  ("3  —  "if 
so   lassen   sich   die   ?6'//,,  /,  als   Functionen  Z6',//,  //  in  y, ,  y^  darstellen, 
welche   in  letzteren   Grössen   von   demselben   Grade  sind   wie  die  tva-, 
li  in  A,  und  ]/Q  wird    bis  auf  eine   Constante  tn   gleich    y^y-y      Mau 
findet  daher  die  xi  in  folgender  Weise  ausgedrückt: 

(6)  QXi  =  yiiVii  -f  y2iOi2  +  n^^-s'  +  ^"'  irOtyi !/■.', » 

wo  (yl')i  =  y-J-i  —  yJ-^\  ßtc.  Die  xi  sind  also  als  ganze  Functionen 
w'®"^  Ordnung  der  yi  dargestellt,  und  zwischen  letzteren  besteht  nach 
(5)  die  Identität: 

(7)  F  (y)  =  y^hj,  -  y,,  {y,  -  y,)  iv,  -  '^"u-^  =  0  , 

wo  A-  =  "^^"^  .  ^^^"^  : 

^3  «1        04  flj 


Somit  findet  man  für  die  Coordinaten  u-  der  Tangente  des  Punktes  x: 

Ciij  =  X  {xydx2  —  x^dxi) 

=  2  n  ^/  { («  a)  a{  "  '  a{  "  ^  +  («  d)  a/  "  '  a\"  "  ' } 


u.  s.  w. 


Dadurch  ist  auch  die  Parameterdarstellung  der  Cn,  aufgefasst  als  Tangentengebilde, 
gegeben.  Dass  die  letzten  Gleichungen  in  der  That  eine  Curve  2  72ter  Klasse  dar- 
stellen ,  wie  es  sein  soll ,  erkennt  man  auf  analogem  AVege ,  wie  im  Texte  sogleich 
gezeigt  werden  wird,  da?s  die  durch  (4)  dargestellte  Curve  nur  von  der  ?jten  Ord- 
nung ist,  indem  die  Ordnungen  der  rechts  stehenden  Ausdrücke  noch  reducirt 
werden  können. 
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iti  der  That  die  Gleichung  einer  Curve  dritter  Ordnung,  deren  Doppcl- 
vcrhältniss  (Modid)  gleich  A*  /.</.  Die  Gleielumgeu  (6)  geben  also  die 
Uiiikelirung  der  Formeln  ()y,=  0/  (.r),  durch  welche  dieselbe  Trans- 
t'ormatiou  hergestellt  wird,  wenn  O,  ==  0,  ^2  =  0,  03=0  drei  zu 
der  gegebenen  Cn  adjungirte  Curvenaus  einem  Netze  mit  drei  beweg- 
lichen Schnittpunkten  sind.  Man  kann  übrigens  auch  aus  den  Glei- 
chungen  (())   wieder   umgekehrt  die  tji  als  Function  der  xi  berechnen-, 

denn  es  ist  A  =  —  —  eine  rationale  Function  der  x;,   wodurch  y, ,  y.^ 

sofort  dargestellt  sind,  nnd  y^  kommt  in  den  Gleichungen  (6)  nur 
linear  vor. 

Geht  man  andererseits  von  der  Curve  (7)  aus,  die  durch  die 
Formeln  (6)  in  eine  C„  trausforniirt  werden  soll,  so  müssen  durch  die 
Gleichungen,  w^elche  entstehen,  wenn  man  die  rechten  Seiten  der 
Ausdrücke  (6)  gleich  Null  setzt,  drei  Curven  //*"  Ordnung  dargestellt 
Averden,  und  die  Curven  des  durch  sie  bestimmten  Netzes  müssen  die 
C.  noch  in  n  beweglichen  Schnittpunkten  treffen;  d.  h.  es  miiss  anf 
der  Cg  (7)  2n  feste  Punkte  geben,  durch  tuclche  alle  Curven  des  so  ent- 
stehenden Netzes  ?i*'^''  Ordnung  hindurchgehen.  Diese  2  n  Punkte  kann 
man  nun  auch  leicht  direct  aus  den  Formeln  (6)  bestimmen.  Be- 
trachten wir  die  durch  irgend  eine  lineare  Verbindung  der  rechten 
Theile  von  (6)  dargestellte  Curve,  bilden  also  mittelst  der  drei  will- 
kürlichen Grössen  /!3, ,  ß^,  ß.^  die  Gleichung: 

(8)  EEyißkiv^k  +  my,y.,  (yl'ß)  =  0  . 

Diese  Curve  enthält  ebenfalls  jene  2  n  constanten  Schnittpunkte.  Aber 
in  der  Nähe  "von  y^^  =  0,  y^r^  0  geht  (8)  in  den  Büschel  von  n  —  1 
Geraden 

y,  .  (yßt)  =  0 

über.  Die  Curve  (8)  hat  also  im  Funkte  y,  =  0,  2/2  =  ^  einen 
{n  —  1) -fachen  Punkt,  dessen  eine  Tangente  (y,  =0)  die  Curve  (7) 
berührt.  Daher  fallen  in  diesen  PunJd  71  Schnittpunkte  der  beiden 
Curven  (7)  und  (8).     Ferner  folgt  aus  (8): 

(9)  {EEr^ßiW,,;f  =  mhj.hj,'^  (yßiy  , 

wo  nun  ^3-  mit  Hülfe  von  (7)  eliminirt  werden  kann.  Aber  dann 
wird  nach  (2)  und  (5) 

(10)  mhj.^y^^Ulk  =  Ql'iK  =  -  Wi,:  , 

wenn  mit  IFjk  die  aus  den  iVi/:'  zu  bildenden  ünterdeterminanten  be- 
zeichnet werden;  und  die  rechte  Seite  von  (9)  geht  daher  über  in. die 
Determinante 
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Wy: 

^n 

rx 

ßx 

fV,,' 

w,.; 

r-1 

ß-z 

w  ' 

^33' 

rs 

ß. 

r-i 

Vi 

0 

0 

ß. 

h 

0 

0 

W,, 
^:n 

7i 

ßi 

{uuioi.'nß.y  —  {ui:wikrin){^^iOi,:ßißk) . 

Die  Gleichung  (9)  zerfällt  daher  in  die  beiden  Gleichungen: 

2J2Jwiu  Ti  yic  ==  0  ,     2;  2:  Wik  ßi  ßk  =  0. 

Nur  die  zweite  von  den  letzteren  ist  von  den  speciellen  Constanten  ß 

der  Curve  (8)  abhängig;  die  erste  liefert  also  n  constante  Verhältnisse 

y,  :?/.^,  und  jedem  solchen  Verhältnisse   entspricht  aus  (8)  ein  Werth 

von  y.(,   welcher  gleichfalls   von  den  ß  unabhängig  ist,    so    class    man 

am  der  Gleichung: 

(11)  i:EiUi,:yiyu  =  ^ 

in    Verhindwxg   mil  (8)   die  n   iveiteren    constanlen    Schnillpuuhie   findet. 

Was  nämlich  den  Werth  von  ^3  betrifft,  so  ist,  wenn  wirklich  der  aus 

(8)  gefundene  Werth  von  den  ßi  unabhängig  sein  soll,  nothwendig: 

7111/  y  ^^'it'yi+'<'i2'y2+»^i3'y3^^M'2/yi+M'2a'y2+'^Wy3^^M'3i'yi+»'3/y2+M'?3'y3 » 

'^  Yilz'  —  Yih'  Yih'  —  Ysli'  Yzh'  —  Yxk' 

Setzt  man   aber  diese  Quotienten  paarweise   einander    gleich,    so    hat 
man  die  drei  Bedingungen: 

yrEEtVikfilk  —  l,.'2:2Ji0ikyiyk  =  0       0'  =  1,  2,.  3), 
welche  sich  wegen  (11)  auf  die  eine  Bedingung 

2:i:wi,;yiik  =0 

reduciren.     Letztere  aber  geht,  mit  m^y^y.^'ln   multiplicirt,  wegen  (10) 
über  in : 

ZEwikyi  Wuh  =  W  .  y;,  =  0  ; 

i    k 

und  diese  Bedingung  ist  in  der  That  erfüllt,  da  die  Determinante  W 
der  Grössen  iVjü  verschwindet.  — 

Durch  die  Gleichungen  (6)  ist  nun  auch  die  Einführung  der 
elliptischen  Functionen  sofort  gegeben.  Mittelst  derselben  werden 
nämlich  die  Punkte  der  Curve  (7)  nach  Früherem  dargestellt  durch 
die  Gleichungen  (p.  604): 

QiJi  =  shi^  am  u ,     qi/,,  =  sin  am  n ,     Qy.^  =  cos  am  u  .  A  am  n  , 

Dividirt  man   also  in   (G)  auf  beiden  Seiten   mit  sin"  am  u,  so  erhält 
man  Formeln  von  der  Gestalt: 
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(12)  '       öXi  =  F^')  (sin2  am  ?/)  +  /'V'-^)  (sin^  am  u)  ^^^— , 

wo  der  Grad  der  Functionen  /'',  in  ihrem  Argumente  durch  den  oberen 
Index  angezeigt  ist;  diesen  Grad  können  wir  indess,  wie  sich  weiter- 
hin ergeben  wird,  noch  mehr  erniedrigen. 

In  die  Gleichungen  (12)  kann  man  (analog  wie  auf  p.  629)  die 
Function  H  {ii)  statt  sin  am  u  einführen,  um  sodann  sofort  wieder  auf 
das  Abel'sche  Theorem  geführt  zu  werden.  Jeder  der  in  (12)  rechts 
stehenden  Ausdrücke  verschwindet  nämlich  für  2  n  Werthe  des  Argu- 
ments n.     Bezeichnen  wir  diese  Werthe  bez.  mit 

ßj  ,       K^  1      •    •   •  O^n  )       ß^«  +  1  j      ...    0^2« 

//  ir  1/  ti  II 

I     >  2    ?     •    .    •   "n    )  f*"«  +  1    ;  •    .    •   Ct2  n 

III  III  III  III  III 

«1     ,  «2     ,...««     ,  «„4-1     ,  .    .    .   «2«      , 

so  wii'd  nach  den  schon  bei  den  Cg  benutzten  Satze*),  wenn  wir  für 
0  0'"  (?/)  wieder  6  schreiben  und  unter  den  C,-  Constante  verstehen: 

(13)  6Xi  =  C,H  {xi  —  a/'>)  .Will  —  a,^'^)  .  .  .  H  (?/  -  «.„(')) . 

Die  Linie  a;,- =  0  schneidet  aber  die  6'„  nur  in  n  Punkten;  es  müssen 
daher  n  von  den  2  n  Verschwindungswerthen  des  Arguments  «,  welche 
rechts  auftreten,  für  uns  unbrauchbar  sein,  indem  sie  den  drei  Linien 
*x^  =0,  .To  =  0,  X3  =  0  gleichmässig  zukommen.  Dies  bestätigt  sich 
in  der  That  direct  aus  den  Gleichungen  (4).  Bestimmt  man  nämlich 
den  Schnitt  einer  beliebigen  Geraden  /3^  =  0  mit  der  C„,  so  muss  dies 
durch  eine  Gleichung  ?^*^°  Grades  für  den  Parameter  A  geschehen. 
Setzt  man  jedoch  in  /3^-  =  0  die  Werthe  der  Xi  aus  (4)  ein,  so  kommt: 

und  dies  ist  wegen  (5)  wieder  die  Gleichung  (8) ,  von  welcher  wir 
bereits  nachgewiesen  haben,  dass  sie  n  von  den  /3,-  völlig  unabhängige 
Wurzeln  besitzt,  nämlich  die  Wurzeln  der  Gleichung  (11).  Wir  können 
also  setzen: 

«„4-i  =  a"„+  1  =  «"'„+!,  a'„^2  =  «'/i  +  2  =  ci^  "h  +  2,  •  •  .  «2«  =  «  2«  =  «  '2«; 

und  wenn  wir  dann  den  in  allen  drei  Gleichungen  (13)  auftretenden 
Factor 

H  (w  —  a'w+i)  .  H  {ii  —  «'„  +  2)  .  .  .  H  («  —  ß'2«) 

in  den  Proportionalitätsfactor  6  eingehen  lassen,  so  wird: 

(14)  GXi  =  Ci  H  (m  -  «1«)  .Will  —  «./))  .  .  .  H  (m  —  «/>) . 


*}  Dieser  Herrn ite 'sehe  Satz  ist  im  Grunde  für  ;»  =  l  identisch  mit  dem 
auf  p.  831  erwähnten  allgemeinen  Satze  über  die  üarstellbarkeit  algebraischer 
Functionen 'durch  Quotienten  von  0- Functionen. 
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Für  die  w/«  Argumente  «,,  a.^  .  .  .  «„,„  der  Schnittpunkte  unserer 
C„  mit  einer  Curve  w'"  Ordnung  wird  jetzt  nach  dem  bekannten 
Her  mite 'scheu  Satze  (p.  G29  f.),  wie  wohl  nicht  noch  einmal  aus- 
geführt zu  werden  braucht: 

(15)  «,  -f  «0  +  .  .  .  «,««  =  w^ ,  *' 

wenn  ■9-=  —  a„^i  —  «'»+'>  .  .  .  —  cc^,,,  und  dies  ist  wieder  nichts 
anderes,  als  das  Abel'sche  Theorem,  denn  der  Parameter  u  ist  eben 
gleich  dem  einen  zu  der  C„  gehörigen  endlichen  Integrale  (p.  603) : 


"=/nr 


dz  f... 

lur     z  =  sm  am  u . 

Auf  Anwendungen  des  AbeTschen  Theorems  zur  Bestimmung 
von  Berühruugscurven  (p.  838)  soll  für  diesen  besonderen  Fall  (/>=  1) 
hier  nicht  noch  einmal  eingegangen  werden.  Es  sei  nur  daran  erin- 
nert, dass  auch  hier  das  erweUerie  Umkelirproblem  zur  Anwendung 
kommen  muss  (p.  8G(3),  sobald  man  Curven  betrachtet,  welche  nicht 
durch  sämmtliche  Doppelpunkte  der  Grundcurve  C„  hindurchgehen.*)  — 

Wie  bei  den  Curven  vom  Geschleckte  Null  (p.  889)  kann  man 
nun  auch  hier  wieder  umgekehrt  fragen,  ob  durch  Gleichungen  der  Form 
(4)  oder  (14)  immer  eine  Curve  vom  Geschlechte  Eins  dargestellt  wird, 
und  wie  sich,  wenn  dies  der  Fall. ist,  die  Singularitäten  dieser  Curve 
bestimmen.  Dass  erstere  Frage  im  Allgemeinen  zu  bejahen  ist**), 
bedarf  kaum  der  Erörterung;  was  die  andere  Frage  angeht,  so  sollen 
hier  noch  die  Doppelpunkte  der  C„  aus  der  Parameterdarstellung  be- 
stimmt werden,  wodurch  dann  übrigens  auch  erstere  Frage  mit  erledigt 
ist.  Es  könnte  dies  zunächst,  indem  man  die  Gleichungen  (6)  in 
Verbindung  mit  (7)  zu  Grunde  legt,  in  der.  Weise  geschehen,  wie  es 
in  der  allgemeinen  Theorie  der  eindeutigen  Transformationen  gelehrt 
wurde  (also  mittelst  der  Curve  J/ =  0,  vgl.  p.  644);  es  soll  jedoch 
hier  unsere  Aufgabe  sein,  diese  Bestimmung  unter  alleiniger  Benutzung 
der  in  den  Gleichungen  (4)  eingeführten  binären  Veränderlichen  zu 
leisten. 


*)  Vgl.  in  Betreff  des  Näheren  Clebsch  a.  a.  0.  Man  findet  daselbst  genauer 
die  Curven  4'ei  Ordnung  mit  zwei  Doppelpunkten  als  Beispiel  behandelt,  insbe- 
sondere auch  die  Bestimmung  ihrer  Doppeltangenten.  —  Rein  algebraisch  sind 
diese  Curven  (doch  in  wesentlich  anderer  Richtung)  von  Casey,  Chasles, 
Quetelet,  Cayley,  Hart  untersucht;  vgl.  darüber  Salmon's  Higher  plane 
curves.  Besonders  sind  die  metrischen  Eigenschaften  von  Curven  4i'i  Ordnung 
studia-t,  deren  beide  Doppelpunkte  in  den  Kreispunkten  liegen, 

**)  Ausnahmen  könnten  z.  B.  bei  zerfallenden  Curven  vorkommen. 
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Zu  dieser  Untersuchung  sind  jedoch  letztere .  Gleichungen  selbst 
nicht  ohne  Weiteres  brauchbar.  Wir  haben  nämlich  gesehen,  dass 
die  in  ihnen  rechts  stehenden  Ausdrücke  gleichzeitig  verschwinden, 
sobald  die  Bedingung  EEiVikYtyk  =  0  erfüllt  ist;  und  zwar  muss  dies 
dadurch  geschehen,  dass  alle  drei  Ausdrücke  den  Factor  j/UUwik'yiyk 
enthalten,  denn  das  Quadrat  des  letzteren  trat  als  Factor  der  durch 
Quadriren  aus  (8)  entstandenen  Gleichung  (9)  auf.  Um  nun  die 
rechten  Seiten  von  (4)  durch  eine  irrationale  Substitution  in  eine 
möglichst  einfache  Gestalt  zu  bringen,  knüpft  man  am  besten  wieder 
an  die  Darstellung  durch  elliptische  Functionen,  d.  i.  an  die  Glei- 
chungen (12)  und  (14)  an.  In  ihnen  führen  wir  an  Stelle  von  u  einen 
neuen  Parameter*) 

(16)  ^  =  ^-^ 

ein  und  an  Stelle  der  a  die  constanten  Werthe: 

so  dass  man  die  Gleichungen  (14)  in  der  Form  schreiben  kann: 

(17)  Qx^  =  CM  {v  -  ß,^'>)  .  H  (y  -  ^,('))  .  .  .  H  (^'  -  /3J')) . 
wo  nun :  ^ 

^^(0  _!_  ß.^i)  +  .  .  .  4-  ß„i')  =  0       (/  =  1,  2,  3) . 

Wegen  der  letzteren  Relation  kann  man  jetzt  nach  der  Umkehrung 
des  mehrfach  benutzten  Hermite 'sehen  Satzes  den  Gleichungen  (17), 
wenn  n  gerade  ist,  die  Form  geben: 

(18)  p.r,  =  C,  {pß)  iii)  +  yjr{l  -  ft)  (1  -  Ä-V)  .  Fi\~^)  (ft)}, 

wo  ft  ==  sin-  am  v,  und  wo  die  oberen  Indices  der  Fi  wieder  die  Ord- 
nungen dieser  Functionen  anzeigen,  dagegen,  wenn  n  ungerade  ist**): 

(19)  QXi==Ci  {Fii^^')  (ft)//ft  +  /(i^ir^TTÖ^:^^)  •  ^A~^^  (f*)}. 

oder  wenn  wir  auf  den  rechten  Seiten  mit  j/^  multipliciren : 

(19*)  QX,  =  6',-  {f\^)  (iü)  +  /^  _  ft)  (1  -  /r»  .  fS~^)  {(i)}. 


*)  Analog  wie  bei  den  Cg  auf  p.  630. 

**)  Die  Modification  jenes  Satzes  für  diesen  Fall  kann  man  aus  dem  vorigen 
dadurch  ableiten,  dass  man  etwa  ß}'^  =  0  nimmt,  dann  muss  sich  links  ein 
Factor  KfÄ=  sin  am  u  absondern;  und  es  bleiben  die  hier  angegebenen  Aus- 
drücke, Das  in  (19*)  gewonnene  Resultat  stimmt  mit  dem  für  die  Curven  Si«?'" 
Ordnung  auf  p.  G47  gewonneneu  übereiu,  denn  für  sie  ist  i  (n+l)  =  2,  ^  (w  ~  3)  ==  0. 
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In    die    Gleichungen  (4)  hatten   wir    die    elliptischen   Functionen 
eingeführt  mittelst  der  Substitution: 

(20^  ^~'''-  ■  "^^-^  =  k'  =  sin2  am  u  . 

^         ^  X  «2       "3  Ol 

Die  jetzt  in    (18)   und   (19)   auftretende   Variable   fi   dagegen  hat   die 
Bedeutung: 


r)(i  — AU') 


(21)  j/(i  =  sin  am  [ii  —  J  = i-k^n' 

wo  A'  durch  (20)  definirt  ist,  und  s  durch: 

(22)  y  s  =  sm  am  —  , 

fFir  sind  also  von  den  Gleichungen  (4)  zu  den  reducirlen  Gleichungen 
(18)  und{\^)  mitielsl  einer  irrationalen  Substitution  (21)  übergegangen,  welche 
die  Entfernung  der  überflüssigen  Factoren  ermöglichte.  Denken  wir 
uns  schliesslich  statt  ^  wieder  einen  neuen  Parameter  z  eingeführt,  so 

dass  u  =  "'-^-l^,  so  können  wir  die  gewonnenen  Resultate  in  folgen- 

der  Form  aussprechen: 

Die  Coordinaien  eines   Punktes  einer  Curve  2m^'"'  Ordnung  vom  Ge- 
schlechte p  =  l  lassen  sich  immer  in  der  Form  darstellen: 


QXi  =  /■/'")  {z)  ±  cpi^"'-'^  (z)  j/B^'^ {z) 

und  diejenigen  eines  Punktes  einer  Curve  {2  m  -\- 1)'*""  Ordnung  in  der 
Form : 

Q  Xi  =  /•,(»')  (z)  ]/W{z)  ±  cp-y"  - 1)  (z)  yWlz) . 

Beide   Darstellungen   können   wir  für  eine  Curve  n*"  Ordnung  in 
der  einen  Formel  zusammenfassen*): 

(23)  QXi  =  /•/^■)(2)  ]/M±  cpf>'){z)  yW, 

wenn  wir  festsetzen,  dass  k  ^^n,  h  <.^n  und  immer  h  -{-  k  =  n  —  2, 
dass  ferner  M  von  der  Ordnung  n  —  2  k,  N  von  der  Ordnung  n  —  2h 
sei  (so  dass  das  Product  MN  immer  von  der  4**="  Ordnung  ist).  Die 
Gleichungen  (23)  stellen  dann  in  der  That  immer  eine  C„  dar,  denn 
für  die  Schnittpunkte  mit  einer  Geraden  ^^  =  0  findet  man  die  Glei- 
chung ;<'^"  Grades  in  z: 

(^/,  +  ß^r,  +  ßM'M  -  iß.cp^  +  ß,<p,  +  ß,cp,yN=^o . 

Die  Doppelpunkte  der  Curve  (23)  bestimmen  sich  nun  dadurch,  dass 


*)  Dies  Resultat  hätte  man  auch  ohne  Vermittelung  der  H  -  Functionen  directer 
finden  können  (vgl.  den  folgenden  Abschnitt) ;  mit  Hülfe  der  elliptischen  Functionen 
konnten  wir  indess  auch  in  (21)  die  Substitutiun  ivirktith  angeben,  welche  die  ver- 
langte Umformung  leistet. 
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sich  für  zwei  verschiedene  Werthe  ~,  z  einander  proportionale  Werthe 
der  Xi  ergeben.     Dann  müssen  also  die  Gleichungen  bestehen: 

(24)  /,  y'M^  <pi  j/N  =  6  (/•/  j/W  +  (p!  yW) , 

wo  auf  der  rechten  Seite  die  oberen  Striche  auf  das  Argument  z  hin- 
weisen sollen.  Die  dreigliedrigen  Determinanten,  welche  man  aus 
dem  Schema 

/'i     <Pi     A'     ^\ 

fi     (Pi     A'     9^2 

/:?     %^     fi     ^:{  ^ 

durch  Weglassen  je  einer  Verticalreihe  bilden  kann,  dividirt  durch 
z  —  z' ,  bezeichnen  wir  bez.  mit 

F,       0,       F',       *'; 

so  dass  diese  Functionen  in  z  bez.  von  den  Ordnungen  sind: 

//  —  1,     A-  —  1 ,     //  4-  A  —  ] ,     h  -\-  k  —  l 
und  in  z'  bez.  von  den  Ordnungen: 

h-\-  k  —  l,     Ä  +  A-  —  1 ,     h  —  l,     A-  —  1 . 
Dann  folgt  aus  (24) 

//¥ :  j/N  :  a  j/W :  a  ]/¥'  =  F  :  cj)  :  //'  :  0' , 
oder: 

F2  iV  —  02  M  =  Q  (z,  z')  =  0, 

^     ^  F'-'N'  -  0'2y>7'  EE^  Q  {z,  z)  =  0  . 

Beide  Gleichungen  sind  für  das  erste  Argument  vom  Grade  7i  —  2, 
für  das  zweite  vom  Grade  2n  —  6,  und  beide  unterscheiden  sich  nur 
durch  Vertauschung  von  z  mit  z.  Eliminirt  man  also  z'  aus  ihnen, 
so  ist  das  Resultat  durch  Q  [z,  z)  theilbar,  und  also  der  nach  Ab- 
sonderung dieses  Factors  übrig  bleibende  Ausdruck  vom  Grade 

(n  —  2)2  +  (2n  -  6)^  —  3w  —  8  =  (n  -  3)  (pfi  —  16) . 

Aber  auch  die  so  erhaltene  Gleichung  besitzt  noch  einen  über- 
flüssigen Factor;  denn  die  Gleichungen  (25)  bedingen  rückwärts  die 
Gleichungen  (24)  nur  dann,  wenn  nicht  F,  0,  F\  0'  gleichzeitig 
verschwinden.  Letzteres  kann  aber  in  der  That  eintreten.  Von  den 
Gleichungen : 
(26)  F  =  0,     0  =  0,     F'  =  0,     0'  =  0 

ist  nämlich  die  dritte  und  vierte  immer  eine  Folge  der  beiden  ersten. 
Denn  da  zufolge  der  Entstehung  dieser  Ausdrücke  immer  identisch: 

Ff,  -\-<^(Pi-\-  F'fl  -f  0/9d/  =  0 , 
so  finden  für  /"  =  0,  0  ='0  immer  die  drei  Gleichungen  statt: 
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aus  denen  im  Allgemeinen  immer  F'  =  0 ,  0' =  0  folgt  (d.  h.  wenn 
nicht  gleichzeitig  etwa  /,'  =  0,  (p^'  =  0  und  /'2V/  —  /;{'P2'  =  ^)'  Nun 
sind  nach  dem  Obigen  die  Ordnungen  von  F  und  O  in  z  gleich 
h  —  1  und  k  —  1,  in  z'  gleich  h  -{-  k  —  1.  Die  Zahl  der  den  Glei- 
chungen F  =  0,  0  =  0  gemeinsamen  Werthepaare  z ,  z   ist  also  gleich 

[li  4-  Ä-  —  1)  (Ä  +  /.■  —  2)  =  (n  —  3)  (n  —  4) . 

Es  ist  aber  jede  der  Gleichungen  (25)  in  Folge  von  (20)  quadratisch 
erfüllt;  betrachten  wir  dieselben  daher  als  Gleichungen  zweier  Curven 
in  den  Coordinaten  z,  z ,  so  sind  die  jenen  (n  —  3)  {11  —  4)  Werthe- 
paaren  2-,  z  zugehörigen  Punkte  der  Ebene  Doppelpunkte  beider 
Curven;  und  folglich  fallen  in  diese  Punkte  4  {n  —  3)  {11  —  4)  Schnitt- 
punkte derselben.  Von  der  durch  Elimination  von  z  aus  (25)  ent- 
stehenden Gleichung  muss  sich  daher  ein  Factor  vom  Grade  4(n  —  3) 
.  («  —  4)  absondern  lassen ;  der  Rest  bleibt  dann  vom  Grade 

(n  —  3)  (5«  —  16)  —  4  (n  -  3)  {11  —  4)  =  n  (w  -  3)  . 

Dies  stimmt  mit  der  Existenz  von  \n  {ri  —  3),  Doppelpunkten 
überein,  da  jedem  Doppelpunkte  zwei  Argumente,  also  zwei  Wurzeln 
dieser  Gleichung  zukommen.  Die  letztere  hat  zugleich  die  Eigenschaft, 
dass  aus  (25)  immer  eine  Wurzel  z  eine  rationale  Function  einer  be- 
stimmten Wurzel  z  wird  und  z  dieselbe  rationale  Function  von  z  . 
Man  löst  also  jene  Gleichung  n  {n  —  3)'^^^  Grades  mit  Hülfe  einer 
Gleichung  vom  Grade  ^  n  {n  —  3)  und  ^n  {n  —  3)  quadratischer 
Gleichungen.  « 

XIV.    Die  Curven  vom  Geschlechte  p  =  2. 

Wir  wollen  endlich  noch  die  Curven  n*"'  Ordnung  vom  Geschlechte 
p  =  2  näher  studiren.  Schon  aus  unseren  früheren*  allgemeinen 
Untersuchungen  ging  hervor,  dass  diese  Curven  immer  zu  den  hyper- 
elliptischen gehören  (vgl.  p.  717,  Anmk.),  d.  h.  dass  .man  einen 
Büschel  von  adjungirten  C„_3  angeben  kann,  welcher  sie  nur  in  zwei 
beweglichen  Punkten  trifft  (auf  der  C„  eine  ^2^'^  ausschneidet);  und 
daraus  folgte  dann  weiter,  dass  Jede  Curve  vom  Geschlechte  p  =  2  in 
eine  Curve  vierter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkte  übergeführt  werden 
kann,  und  zwar  immer  in  die  Form  (p.  720): 

(I)  x^'^cp^  (x,,  0-3)  —  ^^  (x^,  0:3)  =  0. 

Dass  hier  ein  solcher  Büschel  von  C„--a  existirt,  ist  in  der  That 
evident;  denn,  da  />  —  1  =  1  und  2p  —  2  =  2,  gibt  es  eben  nur  eine 
e/wfach  unendliche  Schaar  von  je  zivei  Punkten,  die  durch  adjungirte 
C„  _  3  ausgeschnitten  werden  kann. 
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Diesen  Büschel  von  C„_3  wird  man  nun,  ganz  wie  den  Büschel 
yon  Cn-i  bei  den  Curven  vom  Geschlechte  p=  \,  zur  Durchführung 
der  Parameterdarstellung  unserer  d  benutzen  können.  Dies  Verfahren 
ist  jedoch  ebenso  bei  hyperelliptischen  Curven  höheren  Geschlechtes 
anwendbar;  wir  wollen  daher  im  Folgenden  die  Parameterdarstellung 
sogleich  für  beliebige  hyperelliptische  Curven  durchführen.  Eine  solche 
war  ja  dadurch  definirt,  dass  auf  ihr  eine  Schaar  ^o^'^  existirt;  es  gibt 
also  jedenfalls  einen  Büschel 

(2)  %^+^X,-^ 

von  C„-z,  welcher  die  g.^^^^  ausschneidet.  Durch  Elimination  der  a',- 
aus  (l),  (2)  und  aus  den  Gleichungen  u,^  =  0  erhält  man  wieder  mit 
Uebergehung  der  von  X  unabhängigen  Factoren*)  das  Product  der 
Gleichungen  der  beiden  beweglichen  Schnittpunkte  in  der  Form: 

(3)  EEwikUiUk  =  0. 

wo  die  iViu  ganze  Functionen  w**"'  Ordnung  in  l  sind,  deren  Deter- 
minante verschwindet.  Man  hat  daher  auch,  wie  im  Falle  />  =  1,  für 
die  Coordinaten  der  beweglichen  Schnittpunkte  als  Functionen  von  A 
die  Ausdrücke  (p.  906): 

(4)  QXi  =  iVixyi  +  ^^'^•2  72  +  Wi^y^  -f  {yl)i  j/'Ö , 

wo  wieder  die  yi  willkürliche  Grössen  sind,  und  Q,  l^,  l^,  l^  ratio- 
nale Functionen  von  A,  so  dass 

(5)  lil,Q=-Wiu. 

Aber  Äer  Grad  der  Function  Q  in  l  ist  jetzt  ein  anderer  als  im 
Falle  p  =  \.  Er  ist  nämlich  offenbar  wieder  gleich  der  Zahl  der  im 
Büschel  (2)  enthaltenen  berührenden  Curven,  d.  h.  (nach  p.  460) 
gleich**) 

2(2+/;-l)  =  27;-f  2. 

Wegen  (5)  werden  dann  die  U  vom  Grade  n  — p  —  1  in  A,  denn  die 
Wik  sind  ja  vom  Grade  2  n. 
Setzt  man  also : 

(6)  Q={1  —  a^)  (A  —  «2)  .  .  .  (A  —  ^/2p+2) , 
und  sodann: 


*)  Es  liegen  nämlich  noch  2 ;;  —  4  Basispunkte  des  Büschels  (1)  in  festen 
einfachen  Punkten  der  C„ .  —  Für  p  =  2  sind  unter  Benutzung  eines  Büschels 
A'on  Cn  —  I  analoge  Betrachtungen  wie  im  Texte  bei  Cl.  u.  G.  A.  F.  p.  77  ge- 
geben; vgl.  dazu  einige  Correctionen  von  Clebsch:  Math.  Annalen,  Bd.  1,  p.  170. 
—  Für  beliebige  hyperelliptische  Curven  vgl.  auch  die  auf  p.  720  erwähnte  Note 
von  C  r  e  m  0  n  a. 

**)  Man  bestätigt  dies  wieder  direct  durch  Untersuchung  der  Functionaldeter- 
minante  von  /",  Xn  X-ii  welche  ja  die  Berührungspunkte  auf /'=0  bestimmt. 
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(  yi  =  ('^  —  «i)  (^"^3  — '«•j);     !/i  =  (^  -  <h)  i^h  ~  ^i) 

l'ji'j-i'ji  iux  —  ^mVo)  iy\  —  ^^2)  •  •  •  (yi  —  ^'^P-2>j2)  =  „f , 

wo  zur  Abkürzung: 

^    ^  «3-«l      «r+3-   «2  ^  '  ^  /? 

SO  kanu  man  die  Functionen  tVik,  U  als  homogene  Functionen  Wik 
n^^''  und  //  (n  —  j!>  —  1)*^''  Ordnung  in  y, ,  y.^  darstellen  und  erhält  so 
für  die  x  die  in  den  y  rationalen  Ausdrücke: 

(10)  Qx,=yitva  +  72 u^^  +  y^ ivd  +  m (y  l')iy^y2yi i^i  — -^i V2)  •  •  •  i'Ji— f^''^P-2{/-^  ■ 

Ferner  ergeben  sich  aus  (7)  und  (8)  die  Relationen : 

i/i—  y2  =  (<^i  —  ^'2)  (^  —  «3) 

"r  +  3         "2 

SO  dass  wegen  (6): 

(12)    Q=m}  .  y^y.,iyi  —  y.){y^  —  k^^y.i){y^  —  k.^y.^)  .  .  .  (y,  -  k2p-ihj.^). 
Zivischen  den  y  selbst  besteht  demnach  wegen  (7)  die  Gleichung: 

ll3)  y-i^y^ijoigi—k^-y^) ...{y^ -kp-2y2)=iyi—y-2i iy\  —k'^p-iy-x) ■■■iyi  —khp- ly^). 

Durch  die  Substitution  (11)  ist  also  unsere  d  ivirklich  auf  die  früher 
angegebene  und  näher  char akter isirte  Normalfortn  gebracht  (vgl.  p.  720). 
Denkt  man  sich  wieder  umgekehrt  die  Gleichung  (13)  gegeben 
und  die  dadurch  dargestellte  C^  +  2  mittelst  der  Formeln  (10)  in  eine 
Cn,  f  ipc)  =  0,  transfdl-mirt,  so  müssen  den  durch  das  Verschwinden  der 
in  (10)  rechts  stehenden  Ausdrücke  dargestellten  drei  Curven  w*^''  Ord- 
nung sämmtliche  Schnittpunkte  mit  der  Curve  (13)  bis  auf  n  gemein- 
sam sein;  d.  h.  wenn  ß^,  /S.,,  ß^  homogene  Parameter  sind,  so  dürfen' 
die  Curven  des  Netzes: 

(14)     SEiVikYißk  +  m  ißyl')  y^y-^y^iy^  —  k^hj.;) . . .  (y,  —  A-2^  _2?/,)  =  0 

die  in  (13)  gegebene  Curve  (p  -f  2)*"  Ordnung  nur  in  n  beweglichen 
Punkten  treffen.  Letzteres  bestätigt  man  ebenso  wie  im  Falle  p  =  1. 
In  der  Nähe  des  Punktes  y^  =  0,  y.^  =  0  nämlich  kann  man  die 
Curve  (14)  ersetzen  durch  das  System  von  (n  —  1)  Ueraden: 

(ßrO yi>J> (i/i  —  ^"iVi)  •  •  •  (yi  -  f^-p-i^y^)  =  ^h 

von  denen  p  unabhängig  von  den  ßi  und  gleichzeitig  Tangenten  der 
Cpj^-z  in  deren  p-fachem   Punkte   sind.     lu   letzterem   haben  also  alle 
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Curven  des  Netzes  (14)  einen  (n  —  1) -fachen  Punkt;  es  fallen  in 
ihm  daher 

(n  —  \)  p-^  p  =  np 

Schnittpunkte  jeder  dieser  C„  mit  der  Cp  +  2.  Man  weist  ferner  (analog 
wie  auf  p.  90'J)  leicht  nach,  dass  weitere  7i  (/?  -j-  2)  feste  Punkte  jenes 
Netzes  durch  die  Gleichung: 

auf  der  C'^4.2  gegeben  sind.  Dann  ist  aber  die  Zahl  der  beweglichen 
Schnittpunkte  der  letzteren  und  der  Curven  des  Netzes  in  der  That 
gleich 

n  {p  -\-  2)  —  np  —  n=  n  . 

Die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  (10)  können  noch  in  der 
Weise  reducirt  werden,  dass  in  ihnen  keine  gemeinsamen  Verschwin- 
dungspunkte   auftreten;  und  zwar   in  folgender  Weise.     Der  Quotient 

—  ist  eine  algebraische  Function  von  y^  :  1/2  und  2/3  :  y.,  •>  deren  Irratio- 

nalität  nur  durch  die  Gleichung  (13)  bedingt  wird,  und  welche  in  n 
Punkten  unendlich  klein,  in  «  anderen  Punkten  unendlich  gross  von  der 
»'«°  Ordnung   wird,  in  allen  anderen  Punkten  der  Curve  (13)  dagegen 

endlich   bleibt.     Von   den  7i  Verschwindungspunkteu   der  Function  - 

sind  dabei  nach  den  Sätzen  über  Schnittpunktsysteme  (oder  nach  dem 
Abel'schen  Theoreme)  p  durch  die  übrigen  n — ;;  bestimmt;  und 
Gleiches  gilt  von  den  n  Unendlichkeitspunkten  jener  Function ;  in  der 
That  stellen  ja  x^  =  0,  x.2  =  0  zufolge  unserer  letzten  Betrachtungen 
Curven  dar,  die  jedenfalls  zu  der  Grundcurve  Cp  +  2  adjungirt  sind,  und 
deren  Ordnung  grösser  als  p  —  1  vorausgesetzt  wurde  (denn  bei 
hyperelliptischen  Curven  mit  p  >  2  konnte  ja  ^in  Netz  von  adjun- 
girten  C„_3  nicht  zur  Transformation  benutzt  werden,  vgl.  p.  687). 
Ist  min  erstens  n  r/trade:  n  =  2m,  so  können  wir  eine  Function 
von  genau  denselben  Eigenschaften  auch  in  der  Form 

darstellen,  wenn  die  /;,  tpi  homogene  Function  von  y^,  y^  tler  Ordnung 
m  bez.  m  —  p  —  1  bedeuten,  und  wenn: 

(15)  Y  =  y,  y.2  (^1  —  yj)  (^'i  —  ^C'y2)  •  •  •  (Z/i  -  ^'^^p  - 1*^2)  • 

Der  Zähler   des  angegebenen  Quotienten  nämlich  verschwindet  in  der 

That  in  2  m  =  n  Punkten ,  bestimmt  durch  die  Gleichung : 

W'Kyu  y^)]^-  [9'i^"'-^-'Kyi;  2/2)]'  J'=o, 

und  derselbe  enthält  2  m  —  p  willkürliche   Constanten,   so   dass  man 
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2  m  —  7>  dieser  Verseliwindungspunktc  mit  2  in  —  p  Verschwiiidungs- 
puukten  von  x^  zusammenfallen  lassen  kann*);  nach  den  Schnittpunkt- 
sätzen müssen  dann  auch  die  übrigen  /;  übereinstimmen,  denn  die 
durch  Verschwinden  des  Zählers  obiger  Function  dargestellte  Curve 
(wenn  man  vermöge  (7)  ij^  statt  ]/ ¥  einführt)  ist  ja  zu  der  Grund- 
curve  adjungirt.  Analoges  gilt  für  den  Nenner;  man  kann  daher, 
wenn  C  eine  Constante  bedeutet,  setzen: 

^,  _  f.  A'"''  Cv. .  y^)  +  91 '"  "  ^ - ''  (//.  ,y2)yy_ 
fs^'-Hy^yz)  +  <Ps  ^'"-""'^  {yu  y.)  Vr 
und  ebenso,  unter   C  eine  zweite  Constante  verstanden: 

aja  _  ^,  U^'"Hyi ,  y^^  +  92  ^"-^  -  ^>  (?/. ,  ya)  F^ 
A""^ (.y. ,  2/2)  +  93 ""-''  ~  '^  (y. ,  2/2)  yy 
Damit  ist  die  erwähnte  Reductiou  der  Parameterdarstellung  geleistet. 

Ist  ziveitens  n  ungerade'.  ;?  =  2m-{-  1,  so  beweist  man  auf  ana- 
loge Art  die  Richtigkeit  folgender  Gleichungen  (/  =  1 ,  2) : 

'  ■  A^""  (y  1 ,  ya^  Kyi  +  9."" "  "^  (y. ,  ya)  Ki^' ' 
wo:  r  =  ?/2  (yi  —  y,)  (y,  —  A'i^y,)  .  .  .  (y,  _  A22p_iy,)  . 

Die  so  gewonnen  Resultate  lassen  sich  noch  in  mannigfach  anderer 
Weise  aussprechen  je  nachdem,  wie  man  die  verschiedenen  Factoren 
von  Q  auf  die  beiden  Wurzelzeichen  vertheilt.  Allgemein  können  wir 
sie  daher  in  folgendem  Satze  zusammenfassen: 

Die  Coordinaten  der  Punkte  einer  hyperelliptischen  Curve  n''''  Ord- 
nung vom  Geschlechje  p  lassen  sich  als  Functionen  eines  Parameters  z 
darstellen  in  der  Form: 

(16)  QXi=^  U')  {z)  J/M  +  cpi^'')  {z)  J/N  , 

■too  immer:  k  <^-n,  h^^n,  h  -\-  k  =  n  —  p  —  \,  und  wo  M  von 
der  Ordnung  n  —  2  k,  N  von  der  Ordnung  n  —  2  h  in  z  sein  muss. 

Die  Gleichungen  (16)  kann  man  zunächst  wieder  benutzen,  um 
die  Doppelpunkte  der  C„  zu  bestimmen.     Die   Zahl  der  letzteren  ist 


*)  Schreibt  mau  kurz  //  lÜr  ,y,  r  u^  und  /'  (jj) ,  tp  {y)  statt  /"  (y,,  y.^) ,  qp  (y, ,  y^,  iiuleni 
man  gleichzeitig  die  Indices  an  A  und  qp,  ibrtlässt,  und  bezeichnet  diese  n  —  ;; 
Punkte  durch  y, ,  y^,  ys,  ...  y„_., ,  so  kann  man  den  Zähler  in  der  Form  dar- 
stellen {v  =  2m  —  p): 

y"'-P-^yr    ,       y"'-''-'^Vr    ,...rF   ,       y'\       y"'-\...y,      1 

y^-^-Yn.  2/v"'-^-Y^"--/'^.  u:\  y;"-s...y„  1 
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gleich  der  Zahl  der  Werthepaare  z,  z',  welche  den  Gleichungen 
genügen : 

Bildet  man  hier,  wie  auf  p.  914,  die  Functionen  F,  <t>,  F',  <i>'  und 
mit  Hülfe  derselben  die  Gleichungen: 

p2  jy  _  02  jjf  =  Q  (j,  z')  =  0, 

F' 2 N'  —  (D'  2  M'  =  Q  {z,  z)  =  0 , 

so  sind  letztere  für  das  erste  Argument  vom  Grade  n  —  2,  für  das 
zweite  Argument  vom  Grade  2  n  —  2  p  —  4 ;  und  durch  Elimination 
von  z'  ergibt  sich  (nach  Absonderung  eines  Factors  Q  (z,  z)  von  dem 
Resultate)  eine  Gleichung  vom  Grade 

{n  —  2)2  -f  4  (n  —  p  —  2f  —  (3  n  —  2  /;  —  6) . 

Von  den  Lösungen  der  letzteren  sind  noch  je  vierfach  zählend  die 
den  Gleichungen  F=0,  0=0  zugleich  genügenden  Werthepaare 
2,  z   abzuziehen,  deren  Zahl  gleich 

(Ä  +  A-  —  1)  {h-\-  k  —  2)  =  {n—p  —  2)  {n~p  —  3) 

gefunden  wird.     Es  bleibt  daher,  wie  es  sein  muss,  eine  Gleichung  vom 

Grade 

(n  — 2)'^  +  4(n— p  -  2Y-'  _  (3  y<  —  2/?  —  6)  —  4  (n  -/>  -  2)  (n  — p  -  3) 

=  C/^-  l)(n-2)-2p, 
von  deren  Wurzeln  je  zwei  zu  einem  Doppelpunkte  gehören. 

Dass  unsere  frühereu  Erörterungen  über  das  Abel'sche  Theorem, 
über  das  Jacobi'sche  und  das  erweiterte  ümkehrproblem*)  und  über 
Berührungscurven  hier  ebenso  gültig  bleiben,  daran  braucht  wohl 
nur  kurz  erinnert  zu  werden.  Hervorgehoben  mag  indess  werden, 
dass  für  die  Normalform  (13)  der  hyperelliptischen  Curven,  jede  ad- 
jungirte  C„_3  (d.  i.  hier  t'p  —  i)  in  /?  —  1  Gerade  durch  den  y^- fachen 
Punkt  zerfällt.  — 

Schliesslich  wollen  wir  noch  kurz  auf  das  Problem  der  Drcitheilung 
im  Falle  p  =  2  hinweisen,  welches  ausführlich  in  rein  algebraischer 
Weise  behandelt  worden  ist  und  so  zu  interessanten  Fragen  aus  der 
Theorie  der  binären  Formen  geführt  hat.  Die  Gleichung  der  Grund- 
curve  [C^)  sei: 


*)  In  Betreff  der  hyperelliptischen  Integrale  vgl.  das  auf  p.  777  Gesagte,  und 
für  das  Abel'sche  Theorem  den  auf  p.  815  erwähnten  Aufsatz  von  Abel,  lieber 
die  Lösung  des  Umkehrproblems  vgl.  die  auf  p.  765  genannten  Arbeiten  von 
Weierstrass,  Neumann  und  Prym;  für  p  =  2  insbesondere  den  auf  p.  803 
genannten  Aufsatz  von  Rosenhain.  Das  erweiterte  Umkehrproblem  für  p  =  2 
ist  oben  (p.  866  ff.)  behandelt;  vgl.  auch  den  dort  erwähnten  Aufsatz  von  Brill. 
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(17)  ^>  —  0  =  0, 

wo  qp,  i/»  homogene  Functionen  bez.  2"^'  und  3**^'"  Ordnung  in  .*;,  y 
sind.  Wir  bezeichnen  durch  *■  und  t  die  beiden  Normalintegrale  erster 
Gattung;  die  oberen  Grenzen  deuten  wir  durch  hinzugefügte  obere 
Tndices  an;  die  untere  Grenze  wählen  wir  constant,  so  dass,  wenn 
(?,  X  gegebene  Grössen  sind,  das  Jacobi'sche  ümkehrproblem  in 
folgenden  Gleichungen  auftritt: 

s  -\-  s  =  (3  j     t  -\-  t'  =  X  . 

Es   sei   nun  v  eine  noch  unbestimmte  homogene  Function  dritter 
Ordnung  in  x,  ij\  die  Gleichung 

(18)  zq>  —  v  =  <) 

stellt  dann  eine  Curve  dritter  Ordnung  dar,  welche  ebenfalls  in  x  =  0, 
y  ==  0  einen  Doppelpunkt  hat,  uud  zwar  berühren  dessen  Zweige  die 
Zweige  der  Curve  (17).  Von  den  zwölf  Schnittpunkten  beider  Curven 
fallen  daher  sechs  in  den  Doppelpunkt;  die  übrigen  erhält  man  aus 
der  Gleichung  6*"^"  Grades: 

(19)  v-  —  (pil}  =  0    oder     v"^  —  /■=0,     wenn    /" ^z  q)  .  il^ . 

welche  aus  (17)  und  (18)  hervorgeht.  Insbesondere  wollen  wir  aber 
solche  Functionen  v  suchen,  dass  die  zugehörigen  Curven  (18)  die  C^ 
in  zwei  verschiedenen  Punkten  je  zweipuuktig  berühren  (dreipuuktig 
schneiden).  Für  diese  muss  die  Gleichung  (19)  zweimal  drei  gleiche 
Wurzeln  haben,  es  muss  also  identisch 

(20)  v"'  —f=  W.3 

werden,  wenn  u  eine  quadratische  Form  bezeichnet;  oder  —  was  das- 
selbe ist  —  die  gegebene  Form  sechster  Ordnung  f  (=  9 1\})  muss  in  die 
Form  f  =  V'  —  m^  gebracht  luerden  können*)  Jeder  Art,  die  Function 
/'  in  dieser  Form  darzustellen,  entspricht  eine  der  gesuchten  Berühruugs- 
curven,  oder  vielmehr  deren  zwei,  welche  durch  die  Gleichungen 

z{f  —  y  ==  0     und     zfp  -\-  v  =  ^ 
gegeben  sind. 

In  transcendeuter  Form   wird   dasselbe  Problem  dargestellt  durch 
die  Gleichungen: 

3  (s(i)  _|_  ^-(2))  ^  c ,     3  (^<"  +  ^('^0  =  y  , 
wo  c  und  y  Constanten   bedeuten,  welche   unabhängig   von  den  Con- 


*)  Dies  Transformationsproblem  wurde  zuerst  von  Cayley  behandelt:  Qua- 
terly  Journal,  Bd.  9.  Vollständig  und  im  Zusammenhange  mit  der  Dreitheilungs- 
aufgabe  erledigt  findet  man  dasselbe  bei  Clebsch:  Abhandlungen  der  K.  Gesell- 
schaft der  Wissenschaften  zu  Göttingen,  Bd.  14,  1869;  vgl.  die  Noten  dazu  von 
Brioschi:  Annali  di  matematica  Serie  2,  t.  VII. 
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stanten  der  Function  v  sind.  Aber  die  Gleichung  (18)  wird  offenbar 
auch  in  der  hier  verlangten  Weise  befriedigt  durch  eine  uneigentliche 
Curve  dritter  Ordnung,  welche  aus  einer  dreifach  zählenden,  durch 
den  Doppelpunkt  gehenden  Geraden  besteht.  Mag  irgend  eine  Linie 
dieser  Art  die  gegebene  Curve  in  zwei  Punkten  schneiden,  denen  die 
Integrale  (?*^),  a'^^\  r^^',  r'^)  entsprechen;  man  hat  dann  auch: 

3  (ad)  4-  (j(2))  =  c,     3  (t(»)  +  t(2))  =  y  ; 

oder  endlich^  wenn  P,  Q  Systeme  zusammengehöriger  Periodicitäts- 
modulu  bezeichnen: 

s(i)  +  i-'-^»  =  a'i»  +  (j(-')  +  I  P, 

was  die  Gleichungen  des  Problems  der  speciellen  Dreitheilung  sind 
(vgl.  p.  840).  Für  P=0,  0  =  0  hat  man  wieder  die  eben  ange- 
deutete uneigeutliche  und  zugleich  unbestimmte  Lösung.  Es  bleiben 
noch  3^  —  1  =  80  eigentliche  Lösungen  übrig y  ivelche  den  verschiedenen 
Arien  entsprechen,  die  Function  f  auf  die  Form  v-  —  u^,zu  bringen. 

Aber  von  diesen  80  Lösungen  stehen  immer  zwei  in  solcher  Be- 
ziehung zu  einander,  dass  wenn  die  eine  auf  v  führt,  die  andere  —  v 
ergibt.  In  der  That,  betrachten  wir  zwei  Lösungen,  für  welche  die 
Perioden  P,  Q  einander  entgegengesetzt  sind  (sich  nur  durch  das 
Vorzeichen  unterscheiden),  bezeichnen  wir  die  der  einen  zugehörigen 
Integrale  durch  die  Lidices  1  ,  2,  die  der  andern  durch  3,  4,  so  ist 
nach  (21): 

S(l)  _f_  ^(2)  _|_  s(3)  _[_  ^(4)  _j_  (j(l)  -(_  ö(2)  =  3  ((jU)  -j_  0(2))  ==  c 

tW   4-  ^(2)  -\-t^i)   ^  ;W  +   xW  -f  t(2)  =  3  (t(1)    -f  t(2))  =  y   .  . 

Die  Berührungspunkte  der  beiden  benutzten  Berührungscurven  liegen 
also  mit  den  Punkten,  in  welche  eine  durch  den  Doppelpunkt  ge- 
zogene Gerade  schneidet,  in  einer  Curve  dritter  Ordnung  der  Schaar 
(18).  Aber  letztere  wird  von  der  beliebig  durch  den  Dopj^lpunkt 
gelegten  Geraden  in  vier  Punkten  geschnitten,  besteht  also  aus  ihr 
und  einem  Kegelschnitte;  dieser  endlich  muss  die  C^  im  Doppelpunkte 
noch  in  vier  Punkten  sehneiden,  also  in  ihm  selbst  einen  Doppelpunkt 
besitzen,  d.  i.  in  zwei  Gerade  zerfallen.  Daher  liegen  die  Berührungs- 
punkte der  einen  Berühruugscurve  mit  denen  der  andern  auf  zwei 
durch  den  Doppelpunkt  gehenden  Geraden,  und  zwar  so,  dass  jede 
der  Geraden  einen  Berührungspunkt  von  jeder  der  beiden  Curven 
dritter  Ordnung  enthält,  denn  andernfalls  müssten  auch  Gleichungen 
der  Form  bestehen: 

aa) -\- a^i)  =  c' ,     r(i)  +  T-''  =  /. 
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Die  Gleichung  v'  — /'=0  muss  also  für  beide  Curveii  dieselben 
Wurzeln  liefern,  d.  h.  die  entsprechenden  beiden  Functionen  v  können 
sich  nur  durch  das  Vorzeichen  unterscheiden.*)  Zwei  solche  Lösungen 
führen  also  auf  dieselbe  Transformation  von  /;  und  man  hat  nur  40 
wesentlich  verschiedene  Lösungen.  Die  letzteren  zeigen  nun  Aveiter 
eine  sehr  merkwürdige  Grupjjirung  zu  einander,  wie  sich  einerseits 
aus  der  Theorie  der  binären  Formen,  andererseits  aber  auch  aus  der 
Theorie  der  Theilungsgleichungen  für  p  =  2  ergibt.**)  Es  ist  hier 
jedoch  nicht  der  Ort,  noch  näher  auf  diese  Untersuchungen  einzu- 
gehen. Wir  begnügen  uns,  nochmals  auf  den  innigen  Zusammenhang 
rein  algebraischer  Fragen  mit  denjenigen  Problemen  hinzuweisen, 
welche  aus  dem  Umkehr-  und  dem  Theilungsprobleme  der  Abel'schen 
Integrale  entspringen,  ein  Zusammenhang,  den  wir  für />  =  1  schon  bei 
Betrachtung  der  Punktsysteme  auf  einer  Curve  dritter  Ordnung  wieder- 
holt hervorgehoben  und  erläutert  haben  (vgl.  besonders  p.  648  ff.). 


*)  Dies  folgt  übrigens  auch  schon  aus  dem  völlig  symmetrischen  Verhalten  der 
Gnmdcurve  gegen  die  Linie  :  =  0. 

**)  Vgl.  Camille  Jordan:  Comptes  rendus,  April  1869. 


Siebente  Abtheilung. 
Die  Couuexe. 

I.    Ternäre  algebraische  Formen  mit  mehreren  Reihen  von  Veränder- 
lichen. —  Aequivalente  Systeme. 

Als  Gegenstand  unserer  Untersuchung ,  als  Grundgebilde,  betrach- 
teten wir  bisher  meist  eine  einzelne  Curve,  sei  es,  dass  wir  dieselbe 
als  Punkt-  oder  als  Linien  -  Gebilde  auffassten,  oder  —  algebraisch  zu 
reden  —  als  Grundform  nahmen  wir  eine  einzelne  ternäre  Form  au, 
deren  Verschwinden  eben  jene  Curve  darstellte;  und  das  Studium  der 
Invarianten,  Covarianten  und  Zwischenformen  dieser  Grundform  er- 
wies sich  als  wesentlich  identisch  mit  dem  Studium  der  projectivischeu 
Eigenschaften  jener  Grundcurve  und  der  aus  ihr  abgeleiteten  Gebilde. 
Die  Algebra  an  sich  jedoch  muss  sich  die  Aufgabe  stellen,  auch  alle 
Grundformen  zu  untersuchen,  Avelche  mehrere  Reihen  von  Veränder- 
lichen, sowohl  Punktcoordinaten  Xi,  yi,  ...  als  Liniencoordinaten 
Ui,  Vi,  .  .  .  enthalten,  wie  ersteres  z.  B.  schon  bei  den  Polaren  einer 
Curve  der  Fall  ist;  eine  Forderung,  welche  ihrer  Allgemeinheit  wegen 
der  Geometrie  zunächst  ferner  liegen  würde.  Da  ist  es  aber  sehr 
wichtig,  dass  das  Studium  dieser  ganz  allgemeinen  Bildungen  immer 
zurückgeführt  tverden  kann  auf  das  Studium  eines  simultanen  Systems 
von  Formen,  deren  jede  nur  eine  Reihe  von  Punkt-  oder  nur  eine  Reihe 
von  Linien-  oder  je  eine  Reihe  von  Punkt-  und  Linien- Coordinaten  ent- 
hält (vgl.  auch  p.  269).  Mit  der  Curve  (als  Punkt-  oder  Tangenten- 
gebilde) algebraisch  in  diesem  Sinne  gleichberechtigt  tritt  hier  also 
das  durch  Nullsetzen  einer  beliebigen  Zwischenform*)  dargestellte  Ge- 
bilde auf,  welches  man  als  Connex  bezeichnet,  und  dessen  nähere  Be- 
trachtung nun  auch  von  der  Geometrie  gefordert  werden  muss,  wie 
ja  überhaupt  Algebra  und  Geometrie  bestimmt  sind,  sich  in  beständi- 
ger Wechselwirkung  gegenseitig  anzuregen  und  zu  fördern.  Ehe  wir 
jedoch   auf   die   Connexe    weiter    eingehen,    mögen    die    angedeuteten 


*)  Bisher  hatten  wir  dagegen  Zwischenformen  nur  insofern  berücksichtigt, 
als  dieselben  unter  den  Functionalinvarianten  einer  Form  mit  einer  Reihe  von 
Veränderlichen  auftreten. 
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algehraischen  Theorien  hier  mit  einigen  Worten  erörtert  und  an  Bei- 
spielen erläutert  werden,  ohne  dass  es  dabei  in  der  Absicht  liegen 
kann,  Vollständigkeit  zu  erreichen. 

Zwei  Systeme  von  algebraischen  Formen  wollen  wir  äquivalent 
nennen,  wenn  sämmtliche  Functionalinvarianten  des  einen  unter  denen 
des  andern  vorhanden  sind,  und  umgekehrt,  wenn  also  die  Gesammt- 
heit  der  zu  bildenden  Functionalinvarianten  für  beide  Systeme  identisch 
ist;  und  dies  wird  immer  und  nur  dann  eintreten,  wenn  alle  Formen 
des  einen  Systems  simultane  Covarianten  der  Formen  des  andern  Sy- 
stems sind,  und  umgekehrt.  Für  ein  gegebenes  System  wird  man 
daher  auf  sehr  mannigfache  Weise  äquivalente  Systeme  finden  können ; 
man  wird  aber  je  nach  den  für  die  Untersuchung  als  massgebend  ge- 
wählten Gesichtspunkten  besonders  passende  Systeme  auswählen.  Für 
unseren  Zweck  ist  besonders  ein  solches  System  von  Wichtigkeit,  wel- 
ches wir  als  „das  reducirte  äquivalente  System"  der  vorliegenden  Formen 
bezeichnen  wollen,  und  welches  eben  dadurch  ausgezeichnet  ist,  dass 
jede  Form  desselben  nur  eine  Reihe  von  Coordinaten  gleicher  Art 
enthält,  wenn  auch  in  der  Grundform  mehrere  Reihen  derselben  Art 
vorkommen  sollten.  Hervorgehoben  sei  dabei  sogleich,  dass  jede  Form, 
welche  aus  einer  gegebenen  Form  TT  durch  den  invarianten  Process: 

an      ,  an      ,  8TT 

dx^  y^  "T"  dx.,  ^2  -t-  g^^  Vi , 

d.  i.  durch  Polarenbildung,  abgeleitet  wird,  als  Covariante  der  Form  TT 
zu  betrachten  ist,  wie  dies  in  der  That  auch  immer  mit  den  Polaren 
einer  Grundcurve  geschah.  Das  äquivalente  System  also  einer  Form 
mit  z.  B.  zwei  Reihen  von  Veränderlichen  (xi,  yi),  welche  Polare 
irgend  einer  Ordnung  einer  Form  mit  nur  einer  Reihe  von  Punkt- 
coordinaten  ist,  besteht  einfach  aus  dieser  letzteren  Form  selbst.  Die 
vorliegende  Fragestellung  wird  daher  erst  von  Interesse  bei  Formen, 
die  symbolisch  in  der  Gestalt*): 

(1)  f=a,,'-b,/ 

darstellbar  sind,  ohne  doch  aus  der  Form  a-^"'b,r"  durch  Polarenbildung 
zu  entstehen.  Der  einfachste  Fall  ist  hier  der,  wo  w  =  n  =  1 ;  dann 
stellt  die  Gleichung  ö.,,^,/  =  0  die  allgemeinste  dualistische  Verwandt- 
schaft dar,  indem  (für  a,i.  =  aib/^)  jedem  Punkte  y  eine  Gerade  mit 
den  Coordinaten: 

zugeordnet  wird.  Nur  für  den  Fall  «//,  =  «a,  ist  diese  Verwandtschaft 
identisch  mit  der  durch  den  ICegelschnitt  El^au^XiXu  =  0,  d.  i.  a^h^  =  0, 


*)  Diese  Symbolik  wurde  schon  gelegentlich  auf  p.  44G  ft'.  benutzt. 
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begründeten  Polarreciprocität ;  nur  in  diesem  Falle  also  ist  ä'.röy  die 
Polare  der  Form  fl'.v&.r.*) 

Wir  wollen  uns  im  Folgenden  auf  das  eben  angeführte  Beispiel 
beschränken,  d.h.  auf  den  Fall,  dass  zwei  Reihen  von  Punktcoordinaten 
in  einer  Grundform  (1)  auftreten.  Es  wird  dies  hinreichen,  um  an 
ihm  das  Wesentliche  der  betreffenden  Untersuchungen  zu  erläutern.  **) 
In  diesem  Falle  behaupten  wir ,  dass  ////'  7n  >  n  das  System  der  Formen : 

mit  der  Form  f  =  cij"l),f  in  angegebenem  Sinne  äquivalent  sei.  Die 
Form  /  ist  dann  also  durch  eine  Reihe  von  Formen  ersetzt,  die  in- 
sofern einen  einfacheren  Charakter  zeigen,  als  nur  eine  unter  ihnen 
von  demselben  Gesammtgrade  wie  /  ist,  dabei  aber  nur  eine  Reihe 
von  Punktcoordinaten  enthält,  die  anderen  Formen  dagegen  sämmtlich 
von  niedrigerem  Gesammtgrade  sind,  wenn  man  unter  Gesammtgrad 
die  Summe  der  Grade  in  den  x  und  u  versteht,  also  hier  bez.  die 
Zahlen : 

7n  -{-  n  —  1 ,     771  -\-  n  —  2 ,  ...  m  . 

Wir  haben  nun  zu  zeigen,  dass  die  qp,-  Functionalinvarianten  von 
/  sind,  und  dass  umgekehrt  f  eine  simultane  Covariante  der  qo,-  ist. 
Ersteres  aber  ist  schon  aus  dem  symbolischen  Bildungsgesetze  der  9?,- 
deutlich;  überdies  sei  erwähnt,  dass  die  <pi  aus  f  durch  wiederholte 
Anwendung  eines  invarianten  Processes  entstehen  (p.  269).  Es  entsteht 
nämlich  cp^  einfach  aus  /",  indem  man  x  =  y  setzt,  und  in  derselben 
Weise  entstehen  go, ,  cp^,  ...  aus  den  folgenden  Bildungen: 
7n  ncpi  =  m  w  «.^-"' "  ^  b,/  -  ^  {a  bti) 

{77i-l){7i-\)(p2'={m—l){n—l)a^"^-Hy"~\abiiy- 

V^^a^ys       dxzdyz)   ^~^\dx^dyi       dxidyzj  ^  '   \3^i^y2       dx^dyi)   •" 
u.  s.  f.     Man  hat  dann  also: 

*)  Auf  die  bilinearen  Formen  ß^Ä  werden  wir  im  Folgenden  nicht  zurück- 
kommen. Es  sei  daher  hier  bemerkt,  dass  dieselben  unter  den  verschiedensten 
Gesichtspunkten  näher  untersucht  sind.  Für  die  algebraische  Theorie  vgl.  beson- 
ders die  Aufsätze  von  Krön  eck  er  in  den  Monatsberichten  der  Berliner  Akademie 
vom  Jahre  1874. 

**)  Allgemein  ist  das  Problem  für  Formen  mit  beliebig  vielen  Veränder- 
lichen und  mit  beliebig  vielen  Reihen  von  solchen  behandelt  von  C leb  seh  in 
der  auf  p.  269  erwähnten  Abhandlung,  welche  den  Ausführungen  des  Textes  zu 
Grunde  liegt.  Eine  Inhaltsübersicht  über  dieselbe  findet  man  auch  in  Math. 
Annalen,  Bd.  5,  p.  427. 
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Es  bleibt  uns  jetzt  nur  noch  zu  beweisen,  dass  auch /" eine  simul- 
tane Functionalin Variante  der  (pi  ist.  Dies  geschieht,  indem  wir  /" 
direct  als  Aggregat  von  Formen  darstellen,  welche  aus  den  Formen 
(fi  durch  einen  invarianten  Process  entstehen.  In  letzteren  nämlich 
setzen  wir  zunächst: 

v^  =  x.^y,i  —  x^ij.^ ,         W2  =  x^y^  —  ^1^/3  ?         ^'a  =  ^"^'i  ^-2  —  ^-iVx  '■> 
d.  h.  wir  bilden  aus  ihnen  die  Formen: 

rs)        ^^  ^  ^"'"'  ^* ' '       ^'  ^  ^^"'  ~  ^  ^•'■"  ~  ^  ^"'''  ^^  ~~  ^^  ^""'^ ' 

t2  =  a^"'-^b.v"  -  2  {rf.rhy  —  b^.a^y,  ...  ^„  =  «/'-''  (aJ,,,-~h^.ayY . 
Ferner  bezeichnen  wir  mit  D  den  invarianten  Polarenprocess: 
n-n        ^TT  ,    ^TT  ,     oU  -r-r, 

^n  =  ^  2/i  +  ä^,  y^  +  ä^^  2/:>.^n 
an'      ,  an'      ,  an' 


Dann  sind  offenbar  alle  Formen  B^ipi  Functionalinvarianten  der  For- 
men (pi,  und  wir  behaupten,  dass  sich  immer  die  Forin  f  =  aJ"i>iP  in 
der  Gestalt  darstellen  lasse: 

(4)  /=  «oi?-^«  +  a,D"-^il^,  +  a,Z>"-2^,  -f  .  .  .  -f  a„tn , 

lüo  die  Ui  rein  numerische,  eindeutig  bestimmte  Zahlenfactoren  bedeuten. 

Für  die  Bestimmung  der  Coefficienten  a{  ergeben  sich  in  der  That 
durch  Vergleichung  beider  Seiten  von  (4)  nur  lineare  Gleichungen, 
und  zwar  gerade  in  der  erforderlichen  Anzahl.  Sei  z.  B.  7n  =  ^, 
n  ==  2 ,  also: 

f  =  a,r^b,ß , 
und  ferner  zur  Abkürzung: 

/"  =  aj  tty  b^  by  ,         f"  =  a^,  ßy-  bj  , 
so  Avird : 

i)'^,  =  2r+i2r  +  Gr 
(5)  i>i>i=  /-+    r-2r 

t,=  f—  2r-\-  f.". 

Die  Gleichung  (4)  geht  daher  über  in: 

/•=  (2  a,  -f-  a,  +  «.,)/+  (12  a,  +  a,  -2  «,)  f  -f  (6  f.,  -  2  «,  +  «,)/"; 

und  also  hat  man  für  die  «,-  die  Gleichungen: 

2  «0  +     f^i  +     «2  =  1? 

12  a„  -j-     er,  —  2  «.,  =  ^^  7 

C)  «„  —  2  «,  -|-      a.^  =  0  y 


928  Siebente  Abtheilung, 

und  hieraus  durch  Auflösung: 

(6)  ««  =  ij'ü  ;         «1  ==  1  j         «2  =  i  > 

so  dass:  • 

/'=^V  ^'^0  +  1^^1+  -1^2- 

In  gleicher  Weise  sind  im  allgemeinen  Falle  die  Glieder  der  rech- 
ten Seite  lineare  Functionen  der  n  -\-  1   Formen: 

so  dass  aus  (4): 

/ = ßj + ^i/'  +  ß,r  +  • .  •  +  ß^j'"' , 

wo  nun  die  ß;  lineare  Combinationen  der  a,  sind ,  und  für  letztere  die 
Gleichungen  bestehen  müssen : 

A)=l,        /3,  =0,        ß.^  =  0,...ßn=0.     ■ 

Wir  haben  nur  noch  zu  zeigen,  dass  diese  letzteren  Gleichungen  immer 
ein  beslimmtes  Werthsystem  der  «,-  ergeben.  Nun  muss  die  für  /  iden- 
tische Gleichung  (4)  identisch  erfüllt  bleiben,  wenn  man  setzt: 

yi  =  Xi  -\r  Izi, 

und  zwar  unabhängig  von  A;  d.  h.  es  müssen  dann  die  Coefficienten 
gleicher  Potenzen  von  A  auf  beiden  Seiten  von  (4)  einander  gleich 
sein.     Durch  diese  Substitution  geht  aber 

1^1  über  in  A  (a^&i  —  «c^o.)  «x"'~^^.r"~^     imd 
allgemein     r/;,     „      „   l' {^a^b:,  —  Uzb^)' a^'^-'bj'-' . 

Setzen  wir  also  in  der  so  resultirenden  Gleichung  A  =  0,  so  erhalten 
wir  eine  Gleichung,  in  der  nur  o:„  vorkommt,  wodurch  diese  Zahl 
vollkommen  bestimmt  ist.  In  dem  Coefficienten  von  A  auf  der  rechten 
Seite  kommen  neben  Gliedern,  die  aus  D'^ip^  entstehen,  nur  solche 
vor,  welche  von  D"~'^iIj^  herrühren;  in  ihm  kommt  also  nur  «^  und  or, 
vor,  wodurch  auch  «j  bestimmt  ist,  u.  s.  f.  In  dem  Coefficienten  von  A' 
endlich  kommt  neben  den  jetzt  schon  bekannten  Zahlen  «q,  «i ,  .  .  .  «v-i 
nur  noch  a^  vor.  Es  sind  also  wirklich  alle  ui  successive  zu  be- 
rechnen, ivodurch  das  Bestehen  de?-  Gleichung  (4)  erwiesen  ist.*) 

Führen  wir  diese  Rechnung  noch   an  uuserm  Beispiele,   d.  i.  für 
die  Form  f  =  ajb/,  durch.     Bedienen  wir  uns  der  Abkürzungen: 

/OO  =  «^^ *^'  ;      /o i   =  «o;^  *^  &r  ,       Ao  =  «^^  «^  *^*  >      A 1  =  ^^^  ^'  *^-  ^'-  >    ^^^'^ 


*)  Die  wirkliche  Bestimmung  der  Zahlen  cc  geschieht  im  Allgemeinen,  indem 
man  von  den  entsprechenden  Reihenentwicklungen  für  binäre  Formen  ausgeht, 
wie  dieselben  von  Gordan  (Math.  Annalen,  Bd.  3)  und  Clebsch  (Theorie  der 
binären  Formen  §.  8)  aufgestellt  sind.  Vgl.  Clebsch  a.  a.  0.  und  Gordan: 
Math.  Annalen,  Bd.  5,  p.  100. 
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wo  also  die  Tndices  anzeigen  sollen,  wie  viele  symbolische  Factoren 
«r,  &.r  durch  Factoren  «;,  ^^  zu  ersetzen  sind,  so  erhalten  wir  durch 
die  Substitution  tj  =  x  -\-  Xz: 

f  =  «.-»  i:b.  +  A  ö,) '  =  U  +  2  /oi  /l  +  /„^  'l' 

/"=  «..^'..^  («.  +  la,:f  =  Ao  +  2/-,oA  H-  f^^r- . 

Es  wird  ferner  auf  der  linken  Seite  von  (4): 

und  wegen  (5)  auf  der  rechten  Seite: 

B^to  =  20 /oo  +  A  (\^U  +  24Ao)  +  ^'  (2/o2  +  12  A,  +  G^o) 
i>^,  =  .  A(3/o,     -3/,o)    +A2(^.     +Ai       -2A„) 

^2=  ^H/o.     -2/n     +Ao)- 

Es  ergeben  sich  hieraus  die  Gleichungen: 

l=20ao 

2/'oi  =  (16«o  +  3a,)   /•,i  +  (24ao-3«0/'.o 

/o2  =  (2ao  +  «i  +  «2)A)2  +  (12ao  +  «i— 2«2)Ai  +  (6«o— 2«,+a2)/'2o; 
und  also  für  die  o:,-: 

1  =  20  otq  ,        2  =  16  «0  +  3  a,  ,         1  =  2  «0  "l~  '^i  "f"  ^^2  > 
woraus  man  wieder  die  Werthe  (6)  findet. 

Aus  dem  Gesagten  wird  man  leicht  übersehen,  wie  man  beim 
Auftreten  von  mehreren  Reihen  Punktcoordinaten  oder  beim  gleich- 
zeitigen Auftreten  von  Liniencoordinaten  in  der  Grundform  f  zu  ver- 
fahren hat.  Es  soll  auch  dies  nur  an  einem  Beispiele  erläutert  wer- 
den:  Wir  suchen  das  j-educirte  äquivalente  System  der  Form: 

(7)  f=a,Hy'ua\ 

welche  zwei  Reihen  Punkt-  und  eine  Reihe  Liniencoordinaten  enthält. 
Wir  verfahren  zunächst  wie  bei  der  Form  (l),  indem  wir  nur  die  x 
und  y  berücksichtigen;  an  Stelle  der  Formen  (2)  treten  dann,  wenn 
wir  V  für  den  dort  gebrauchten  Buchstaben  u  schreiben ,  die  folgenden : 

(8)  g)„  =  ajbjua^,       g^i  =  a^h^c  (abv)  ita"^ ,        (p^  =  {abvYua^ . 

Von  diesen  Formen  gehört  die  erste  schon  dem  reducirten  Systeme 
von  /*  an.  Die  letzte  enthält  zwei  Reihen  Liniencoordinaten  (u  und  v) 
und  ist  daher  in  derselben  Weise  weiter  zu  behandeln,  wie  die  Form 
(1),  nur  dualistisch  entsprechend.  Die  Form  (p.^  ist  also  äquivalent 
mit  dem  Systeme  folgender  Formen: 

9^20  =  (« &  W)2  W«2 ^  (P-,\=^i'  (^-v  ^2)«  =  V  ,  (Pr.  =  i  (^^•*  9'2)''  = "  ; 

Cleb seh  ,  Vorlesungen,  59 
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wenn  mit  Q,^.  der  invariante  Process: 

bezeichnet  wird.     Nun  ist  aber: 

I  Q.^.qP2  =  {abv)  tta  (avba  —  h^aa) ,        \  QJ(P2  =  («ar&a  —  Kau)- 

Das  reducirte  äquivalente  System  der  Form  9).,  besteht  daher  aus  den 
Bildungen : 

(10)  (p.,Q  =  {abuyua^,  (p.2^  =  {aa:ha—ba.aa){ahu)ua,  (P22  =  {ff^v^a  —  b^aay. 

Es  bleibt  jetzt  noch  die  Form  tp^  zu  behandeln.  Dieselbe  be- 
trachten wir  zunächst  als  nur  von  u  und  v  abhängig,  wenden  also  auf 
sie  wieder  den  durch  (9)  definirten  Process  Q.^.  an,  indem  wir  nur  auf 
der  rechten  Seite  von  (9)  i/i  statt  Xi  schreiben.  Dann  wird  cp^  zunächst 
äquivalent  mit: 

(11)  (p^Q  =  {abu)  aa;b^Ua^    und    ^Q^g^i  =  {ctyba  —  ci^b,])  a^ba^Va . 

Letztere  Form  enthält  noch  zwei  Reihen  Punkt-  und  eine  Reihe  Linien- 
coordinaten ;  ihr  reducirtes  äquivalentes  System  ist  daher  wieder  wie  für 
die  Form  (7)  zu  bilden.  Lassen  wir  also  die  u  unberücksichtigt,  so 
erhalten  wir  die  Formen: 

(12)  9D11  =  {a^ba  —  Clab^)  a^ba:Ua  ,     g),2  =  —  Q/  {\  ß^gPi) , 

wenn  Q/  den  zu  Q^  dualistischen  Process  bedeutet,  d.  h.  durch  (9) 
definirt  ist,  wenn  man  auf  der  rechten  Seite  x  statt  u,  y  statt  v  und 
V  statt  X  schreibt.     Es  ist  also: 

g),2  =  —    [baUa^v'  (a^a^^b^r)  —   ClaUaQJ  {byCi^b^r)} 

=  —  {baUa  (bav)  a^  —  ««w«  (abv)  b^-}  =  (abv)  {a^^ba  +  (tab^)  Ua  . 

Die  Formen  qo^j,  qpjj  stehen  dann  zu  Q^g^i  in  derselben  Beziehung 
wie  die  Formen  (8)  zu  (7).  Es  enthält  aber  die  Form  q)^^  wieder 
zwei  Reihen  Liniencoordinaten ;  sie  ist  daher  äquivalent  mit  den 
Formen: 

(13)  (p^2  =  {abu)va{a:cba -^  ttab^)     und     %Cpyi, 
wo  nun: 

(14)  Qy 9J,2  =  (^2/*«  —  ^y  "")  {(i--t^a  +  aa  b,^)  . 

Diese  Form  aber  enthält  wieder  zwei  Reihen  Punktcoordinaten,  ist 
also  äquivalent  mit  den  Formen: 

(15)  9,2"  =  («-'*«'  —  ««' W  ,  9^12'"  =  -  i  ß«'  (^^^12)  =  («^")  ««&«  • 
Das  reducirte  äquivalente  System   der  Form  (7)  würde   daher  zu- 
nächst durch  die  neun  Formen  gpQ,  g?,o,  qp^,,  ^j,',  ^12';  ^12"?  9^20?  Tqv 
9)22  gegeben  sein,  welche  bez.  in  den  Gleichungen  (8),  (11),  (12),  (13), 
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(15),  (10)  definirt  sind.  Aber  von  diesen  Formen  sind  noch  zwei  über- 
flüssig,  insofern  dieselben  durch  einen  invarianten  Process  aus  den 
übrigen  sechs  Formen  entstehen.  Dies  liegt  daran,  dass  die  Form 
9?j  =  {abv)  aa-b^i-Ua'  der  Differentialgleichung*) 

(IG)  öcp,=^+^±-  +  f^=0 

identisch  genügt,  wie  man  leicht  verificirt,  und  dass  das  reducirte 
äquivalente  System  einer  Form  dieser  Art  überhaupt  immer  eine  geringere 
Zahl   von    Bildungen    umfasst,    als   das    einer    der    Differentialgleichung 

(16)  nicht  genügenden  Form. 

Letztere  Behauptung  ist  in  der  That  leicht  allgemein  zu  erweisen ; 
es  soll  dies  jedoch  hier  nur  für  vorliegendes  Beispiel  geschehen. 
Setzen  wir  zur  Abkürzung: 

^j  =  {abv)  a^b^^Ua-  =  rjua-v^, 
so  wird :  ^d(p^^  Vt  Ua^  r^c . 

Der  Umstand  also,  dass  g)j  der  Gleichung  (16)  genügt,  kann  da- 
durch ausgesprochen  werden,  dass  alle  mit  dem  symbolischen  Factor 
r^  behafteten,  aus  9,  ableitbaren,  invarianten  Bildungen  identisch  ver- 
schwinden. Für  das  reducirte  äquivalente  System  von  qo,  würden  wir 
dann  bei  dieser  Bezeichnungsweise  zunächst  die  Formen  haben: 

9^10  =  ^x^Wa-^T ,     9^11  =  {<3rx)  rJ^Ua ,     (py,'  =  2  (««r^  —  r^Ua)  r^Ua, 
95,2"  =  2{0tx)r:,ra,     CP12"  =  {utra  —  War^)  r^  . 

Da  wir  aber  die  Glieder,  welche  den  symbolischen  Factor  ;>  enthalten, 
auslassen  dürfen,  so  wird: 

Unabhängig  von  der  Identität  8(p^  =  0  ist  überdies 

g?!,"  =  2  {6tx)  r^Ta  =  <^9)n  • 
Hierdurch  sind   aber  die  Formen   g)j2',  ^>x^" ^  9'n     als  Functionalinva- 
rianten    bez.    der   Formen   gjjQ,  9?^,    charakterisirt  und   daher  in   dem 
mit  9?,   äquivalenten  Systeme   auszulassen.     Das  letztere   besteht   also 
aus  den  zwei  Formen: 

(17)  9?io  =  rJua^-Ut,     gj,i  =  {atx)  rJ^Ua  . 

Ebenso  gilt  allgemein  der  Satz,  dass  das  reducirte  äquivalente  Sy- 
stem einer  Form  q)  mit  zwei  Reihen  gleichartiger  (cogredienter)  Coordi- 


*)  Dass  der  Process  Scp  in  der  That  invariant  ist,  erkennt  man  sofort  an  der 
symbolischen  Darstellung  des  durch  ihn  erhaltenen  Resultats;  vgl.  auch  jd.  548. 
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nak'n  tind  mit  einer  JieiJw  zu  ihnen  vnglcicharligcr  (contragredienter) 
Coordinaten ,  ivelche  der  Gleichuny  (IG),  d.  i.  dcp  =^  0,  genügt,  gebildet 
tvird,  indem  ?7ian  nur  in  Bezug  auf  die  beiden  gleichartigen  Reilien 
reducirt  und  in  dem  so  entstandenen  Systeme  die  vorko^nmenden  gleich- 
artigen Reihen  (der  conlragredienten  Variabein)  einander  gleich  setzt.  In 
der  That  entsteht  ja  gjjj  direct  aus  der  Form  \^yfp^j  wenn  man 
in  letzterer  x  ==  y  setzt. 

Ras  reducirte  äquivalente  System  der  Form  {1),  f  =  a^by^Ua^ ,   be- 
steht also  schliesslich  aus  den  sechs  Formen: 


.     (       ajbjua^,     (abuYuJ 
Ka^.ba  —  b^aaY'^,     {abu) 


,2*,     {abu)  {a,-,ba  —  ba:ac)ua*, 

i)  a^ba^Ua-,     (a^ba  —  b:>.aa)  a^.b^Ua  , 

von  denen  die  mit  einefn  Sterne  bezeichneten  Fonnen  dadurch  ausgezeich- 
net sind^  dass  sie  der  Rifferentialgleichung  (16)  genügen. 

Man  kann  aber  die  Reduction,  welche  in  der  Einführung  des 
reducirten  Systems  liegt,  noch  einen  Schritt  weiter  fuhren.  Es  ist 
nämlich  möglich,  jede  Form  des  reducirten  Systems  auf  eine  Anzahl 
weiterer  Formen  zurückzuführen,  von  denen  jede  die  Gleichung: 

?)^  ^2  ■^i 


dx/dui         da'2dii2         (joc^duz 

befriedigt.*)  Es  folgt  daraus  dann,  dass  man  sich  in  der  Theorie  der 
ternären  algebraischen  Formen  (insofern  es  auf  Aufstellung  vollstän- 
diger Systeme  ankommt)  auf  die  Untersuchung  solcher  Formen  be- 
schränken darf,  welche  aus  jeder  Klasse  von  Veränderlichen  nur  eine 
Reihe  enthalten  und  ausserdem  der  Gleichung  (16)  genügen.  Ein  System 
der  letzteren  Art  wollen  wir  ein  eigentlich  reducirtes  nennen.  Ein 
solches  ist  z.  B.  für  die  Form  (1)  schon  durch  die  in  (2)  auftretenden 
Formen  qo  gegeben,  wovon  man  sich  leicht  überzeugt.  Die  Formen 
(18)  dagegen  bilden  noch  nicht  ein  eigentlich  reducirtes  System, 

Es  eutsteht  hier  ferner  die  Frage,  in  wie  weit,  wenn  man  die 
Coefficienten  der  Grundform  /  als  von  einander  unabhängig  voraus- 
setzt, auch  die  Coefficienten  der  Formen  des  eigentlich  reducirten 
Systems  von  einander  unabhängig  seien,  abgesehen  natürlich  von  den 
durch  (16)  gegebenen  linearen  Relationen;  und  da  zeigt  sich,  dass 
diese   Coefßcienten   in   der  That  übrigens  von   einander  unabhängig  sind. 

*)  Dass  jede  Zwischenform  0  in  eine  Reihe  der  Form: 

0  =  [0]  +  «1  y^.  [ö  J  -f  u,  uj  [0^]  +  .  .  . 

entwickelt  werden  kann,  wo  alle  [0  ■]  jener  partiellen  Diflferentialgleichung  genü- 
gen, zeigte  zuerst  Gor  dan:  Ueber  Combinanten,  Math.  Annalen,  Bd.  5,  p.  102  ff. 
—  Diese  Reihenentwicklung  ist  besonders  nützlich,  wenn  es  gilt,  von  einem  ge- 
gebenen Ausdrucke  einen  Factor  uj-  abzusondern;  sie  gibt  dafür  eine  allgemeine 
Methode,  denn  mau  braucht  dann  nur  die  Formen  [Qx\,  [0^  ^  j]  .  •  •  zu  berechnen. 
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Bei  ierniiren  Formen  ist  also  die  Theorie  einer  Form  /'  mit  beliebig 
vielen  Reihen  von  Punkt-  und  Liniencoordinateu  nicht  nur  individuell, 
sondern  auch  (jcncreU  durch  die  eines  mit  entsprechenden  Ordnungszahlen, 
übrigens  hclichig  gebildeten  simultanen  Systems  ersetzbar,  dessen  Formen 
sämmtlich  höchstens  nur  eine  Reihe  x  und  eine  Reihe  u  enthalten 
und  die  Gleichung  (16)  befriedigen.  Insbesondere  ist  aber  ein  solches 
System  für  jeden  Fall  durch  das  eigentlich  reducirte  System  auf  oben 
angedeutetem  Wege  zu  erhalten.  — 

Fassen  wir  nun  gleichzeitig  die  obigen,  an  dem  Beispiele  erläu- 
terten Schritte  zusammen,  so  geschieht  die  Bildung  des  eigentlich 
reducirteu  Systems  auf  folgende  Art. 

1.  Enthält  /  eine  Reihe  von  x  und  eine  Reihe  von  ?<,  so  bildet 
man  die  Formen :  I 


und  bestimmt  die  Zahlen  a,  ß  .  .  .  so,  dass  die  Formen 
cp=    r-{-  au^rdf    -f  ßuj  ^V  +  .  .  . 


sämmtlich  der  Gleichung  (16)  genügen.  Die  «,  /3,  .  .  .  sind  hierdurch 
völlig  und  eindeutig  bestimmt,  wie  hier  nicht  weiter  ausgeführt  werden 
soll  (vgl.  Gordan  a.  a.  0.).  Die  Formen  q)  bilden  das  eigentlich 
reducirte  System. 

2.  Enthält  f  nur  zwei  gleichartige  Reihen,  etwa  x  und  tj,  so  kann 
man  symbolisch  setzen:  f  =  aj^b,/.  Die  Formen  des  eigentlich 
reducirten  Systems  sind  dann: 

(p  =  rt/" bj' ,   fp\  =  d.v" ~  ' b,^"  -^  {ab u)  ,    qp2  =  ^'■^"'  ~ " ^•^"  -^{abuf,  etc. 

3.  Enthält  /'  mehr  als  zwei  Reihen,  so  sind  unter  diesen  minde- 
stens zwei  gleichartig.  In  Bezug  auf  diese  ersetzt  man  f  durch  die- 
selben Formen  wie  unter  2.  Die  so  entstandenen  Formen  behandelt 
man  in  gleicher  Weise  bezüglich  irgend  zweier  in  ihnen  auftretenden 
gleichartigen  Reihen  weiter  und  gelangt  so  schliesslich  zu  einem 
eigentlich  reducirten  Systeme.  Aus  letzterem  fallen  nur  verschiedene 
Formen  fort,  weil  die  Formen  tp  unter  2.  schon  die  besondere  Eigen- 
schaft haben,  der  Gleichung  (16)  in  Bezug  auf  die  Reihen  x,  u  zu 
genügen.  Die  Fortsetzung  der  hier  zu  leistenden  Operationen  führt 
daher  auf  die  folgende  Aufgabe,  durch  deren  Lösung  Alles  erledigt 
ist:     Eine  Form  f  enlhdlt  drei  Reihen  x,  y ,  ti  und  genügt  in  Bezug  avf 
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X  und  u  der  Gleichung  (16);  man  soll  das  eigentlich  reducirte  System 
von  f  angehen.  Zu  dem  Zwecke  wird  man  sich  erst  wieder  das  redu- 
cirte System  nach  dem  oben  mitgetheilten  und  an  einem  Beispiele*) 
erläuterten  Satze  (p.  931  f.)  bilden  und  mit  denjenigen  Formen,  welche 
dem  eigentlich  reducirten  Systeme  nicht  schon  angehören,  nach  dem 
unter  1.  Gesagten  verfahren. 

Für  unser   Beispiel   also   haben  wir  aus   dem  Systeme   (18)  noch 
die  Formen  cp^,  95,0,  9?,,: 

9P0  =  ^^-i-^  h,r-  Ma%       (p^(^=  {ah  U)  «  ^  6  ^  ?/„2  ,       9) , ,    =  (a  r  ha  —  ^.r  Oa)  «.r  ^.r  Ka 

auf  Formen  des  eigentlich  reducirten  Systems  zurückzuführen.  Be- 
ginnen wir  mit  der  Form  g)^.  Nach  Obigem  haben  wir  dann  zunächst 
zu  bilden: 

I  dqp„     =  (l.xb.rUa  iS'ah.v  +  &«  «^) 

1  (52g)o  =  ajh,-,"^  +  hcTuJ  -\-  4  UahaU^^h,^. 

Eine  nochmalige  Anwendung  des  d-Processes  würde  d^goQ^O  ergeh wi. 
Ferner  haben  wir  in  den  Formen 

Mo  =  ^Po  +  «w.r<5gPo  +  ßiiJö^-fPo 

(19)  [9^0]  1  =  ^  9^0  +  «'  ^'.r  ^  9^0 

die  Zahlen  a,  ß,  a  so  zu  bestimmen,  dass  d  [9>o]o  =  ^  ^^^  ^  [9^0]  t  =^  ^5 
die  Bedingung  ^  [95012  =  ^  i^^  j^  schon  erfüllt.     Nun  ist  aber: 

(20)  d  i<p,\  =  8^,  +  «d  (?/..(y<5Po)  +  ßd  (ujd'cp,)  , 

und  man  hat  allgemein  für  t^  =  7\v'"Uq"  in  Rücksicht  darauf,  dass 
d  Wj;  =  3  ist : 

2=1 

Die  rechts  stehende  Summe  ist  aber  nach  dem  Euler 'sehen  Theoreme 
gleich 

huj-^  ^  (11^  X,  +  1^  ^/,)  =  h  {m  +  /O  yJ -'t. 

Es  wird  also: 

(21)  8  (^  .  w.,/')  =  uj'  81p  -\-  h{m  -^  n  -{-  3)  ?//'  -^il^ . 
Die  Grleichung  d  [9)u]o  =  0  geht  daher  wegen  (20)  über  in 

0  =  d(po{l  -j-1  a)  -{-  i/.,6'(p^  {a  +  10/3) . 

Diese  Bedingung  soll  unabhängig  von  den  u  und  x  erfüllt  sein,  ins- 
besondere also  auch  für  ?/.i-  =  0,  .und  somit  ergibt  sich: 


*)  Es  war  dort  (p,  931)  nur  u,  v,  x  statt  x,  y,  n  genommen. 
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«  =  —  •!;      ß  =  l^> 
und : 

(22)  [^„lo  ==  9^0  —  i  «^^^9^0  +  -tV  Wr^^-g?o  • 

Zur  Bestimmung  von  [qpjjf  findet  man  in  gleicher  Weise  mittelst  (21) 
die  Relation: 

0  ==  d''q)ff  (l  +  5  a) ,     also:     a  =  —  -^ ,     und: 

(23)  [gpo]  1  =  ^  «Po  —  5  u-^  ^^  9o  • 

Das  eigentlich  reducirte  System  der  Form  q)^^  besteht  also  aus  den 
drei  Formen  (22),  (23)  und  d'(p^. 

Ebenso  findet  man  für  das  eigentlich  reducirte  System  von  g)^^ 
die  Bildungen: 

wo:  6 9)10  =  2  (abii)  {Uuh^  -\-  b^a^)  Ua  =  2(p^o', 
^^9'io=  4  (abu)  ciaba  =  4  (p^{' . 

Es  treten  hier  also  wieder  die  Formen  9^,2'  und  ^j,/"  auf,  welche  wir 
früher  aus  dem  nicht  eigentlich  reducirten  Systeme  ausschliessen 
mussten.  Das  eigentlich  reducirte  System  von  9p j,  endlich  besteht  aus 
den  Formen: 

biJo  —  9^11  —  T  Wa-^9'ii ;     ^9^11  =  a.x'ba^  —  bjaj'  =  9?,./', 

Bas  eigentlich  reducirte  System  der  Form  f  =^  aj^b,/iia~  ist 
daher  schliesslich  durch  folgende  elf  Bildungen  gegeben 

1)  [9'o]o  =  9'o  —  4-  w.r^9'o  +  7V  U.r'^^'^Q 

2)  [9^o]i  =  ^9^0  —  i«^-x-<^-9'o 

3)  Ma  =  '^■9'o  wo:     cp^  =^  ajbjua^- 

4)  (P20={abtiynj,  5)  (P2i={abii){a^ba—b,^a^)u„,  6)(p,,^=(a^^ba—b^r(faY', 

7)  [9'io]o  =  9^10  —  i«r^9'io  +  ¥T;  Wr-<529'io 

8)  [9^10]!  =  ö>iü  —  i^-v^^io 

9)  [9'io]2  =  ^-9'io  wo:     9p,,,  =  {abu)  a,^b,rUa^', 
1^)  [9'ii].)  =  9^11  —  |w^^9'ii 

11)  [9'ii]i  =  ^9'iM  wo:     rjDj,  =  («^Z>„  _  b,^aa)a^rb.rifa  • 

Jede  dieser  Formen  ist  von  gleichem  oder  niedrigerem  Gesammtgrade 
wie  die  Form  f,  und  jede  von  ihnen  genügt  der  partiellen  Differential- 
gleichung (16).  Nach  der  obigen  Bemerkung  über  die  Willkürlich- 
keit der  Coefficienten  dieser  Formen  ist  aber  auch  umgekehrt  die  Theorie 
irgend  eines  si?nultanen  Systems  von  elf  Zmischenformen,  deren  Ord- 
nung s-  und  Klassen- Zahlen  bez.  mit  denen  der  hier  angeschriebenen  elf 
Formen    übereinstimmen,    und   ivelche   sämmtlich  die  Gleichung  (IG)  be- 
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friedigen,  sonst  aber  von  einander  unabhängig  sind,  idetidsch  mit  der 
Theorie  einer  Form  f  =  rjs,j^u^^,  deren  216  Coefficienten  von  einander 
unabhängig  sind.  — 

Durch  die  vorstehenden  Entwicklungen  wird  es  hinreichend  klar 
sein,  inwiefern  die  Algebra  ein  principielleres  Studium  der  Zwischen- 
formen und  also  auch  der  durch  das  Verschwinden  derselben  darge- 
stellten sogenannten  Connexe  (p.  924)  fordern  rauss.  Letztere  Gebilde 
nun,  deren  Untersuchung  so  zu  sagen  die  ganze  analytische  Geometrie 
der  Ebene  (d.  i.  Algebra  der  ternären  Formen)  in  sich  schliesst,  in 
einigen  ihrer  wesentlichen  Beziehungen  und  Eigenschaften  darzulegen, 
ist  der  Zweck  der  folgenden  Erörterungen;  auf  eine  vollständigere 
Theorie  derselben  müssen  wir  natürlich  noch  verzichten.  Es  sei  so- 
gleich hervorgehoben,  dass  wir  zunächst  ganz  allgemeine  Connexe 
/^  ax"'Ua"  =  0  betrachten  wollen,  ohne  darauf  Rücksicht  zu  nehmen, 
dass  dieselben  noch  auf  „Normalconnexe",  d.  i.  solche,  für  welche  die 
Gleichung  (16)  erfüllt  ist,  zurückgeführt  werden  können.  Es  fehlt 
uns  eben  noch  die  Möglichkeit,  der  erwähnten  Gleichung  einen  geo- 
metrisch direct  verwerthbaren  Inhalt  abzugewinnen. 

IL    Connexe.  —  Coincidenzen.  —  Curvenpaare. 

Das  Gebilde,  um  dessen  Untersuchung  es  sich  nunmehr  handelt, 
wird  durch  eine  algebraische  Gleichung  gegeben,  welche  die  Coordi- 
naten  eines  beweglichen  Punktes  (x)  und  einer  beweglichen  Geraden 
(m)  je  in  homogener  Weise  enthält,  d.  h.  durch  eine  Gleichung  der 
Form 
(1)  /(x,  w):zE  «,.'«?/„"  =  0, 

wenn  in  ihr  die  Xi  zur  z;?'^",  die  w,  zur  ?i^^"  Dimension  vorkommen. 
Wir  bezeichnen  dieses  Gebilde  als  Co7inex  m''""  Ordnung  und  n'"""  Klasse, 
oder  kürzer  als  Connex  {m ,  n). 

Einem  solchen  kommt  eine  eigentliche  geometrische  Gestalt  nicht 
mehr  zu;  vielmehr  kann  man  zu  jeder  Linie  u  der  Ebene  noch  un- 
endlich viele  Punkte  x  und  zu  jedem  Punkte  x  noch  unendlich  viele 
Linien  u  finden,  welche  der  Gleichung  der  Connexes  genügen:  Jeder 
Geraden  u  entsprechen  im  Allgemeinen  vermöge  (l)  unendlich  viele 
Punkte  x,  welche  eine  Curve  6',«  der  w'*""  Ordnung  bilden;  jedem 
Punkte  X  unendlich  viele  Geraden  u,  welche  eine  Curve  K„  der  n**^" 
Klasse  umhüllen.*)  So  gehört  z.  B.  für  m  =  \  ,  w  =  1  zu  jedem  Punkte 
X    ein    anderer    Punkt    tj    als    Träger    des    von    den    entsprechenden 


*)  Gleichungen  zwischen  einer  Reihe  Punkt-  und  einer  Reihe  Liniencoordi- 
naten  werden  auch  bei  Plücker  kurz  erwähnt:  Analytisch -geometrische  Ent- 
wicklungen, Bd.  2,  Essen  1831,  yt.  255. 
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Linien  u  gebildeten  Strahlbüschels  (Curve  l''""  Klasse)  und  jeder  Ge- 
raden u  entspricht  wieder  eine  Gerade  v  (Curve  l"^'"  Ordnung).  In 
der  That  gibt  ja  in  diesem  Falle  die  Gleichung 

/'{X,  U)  ^ElClxUu  —  2Ji:ßi/<Xillk  =  0 

nur  eine  besondere  Darstellung  der  allgemeinen  Collineation ;  denn  für 
die  Coordinaten  des  zu  x  gehörenden  Punktes  y  findet  man: 

und  für  die  Coordinaten  der  zu  u  gehörenden  Geraden  v: 

GVi  =  ßilHi  +   ßi2l(2   +   ßi3lf3  . 

Da  hier  Punkt  und  Gerade  immer  zusammen  auftreten^  ist  es  zur 
einfacheren  Auffassung  dieser  Verhältnisse  zweckmässig,  weder  den 
Punkt  noch  die  Gei'ade  an  und  für  sich  als  Grundelement  der  Ebene 
zu  betrachten;  vielmehr  wollen  wir  als  „Element  [x,  ii)"  jede  Comhhut- 
iion  eines  Punkten  x  der  Ebene  mit  einer  Geraden  u  derselben  bezeichnen. 
Die  Gesammtheit  der  Elemente  [x,  u)  erhält  man  also,  indem  man 
jeden  der  zweifach  unendlich  vielen  Punkte  x  mit  jeder  der  zweifach 
unendlich  vielen  Geraden  u  combinirt.  Die  gescimmlen  Elemente  bilden 
sonach  ein  vierfach  unendliches  System  (erfüllen  eine  Mannigfaltigkeil  von 
vier  Dimensionen);  und  die  Ebene  ist  der  Träger  dieser  Mannigfaltig- 
keit. Aus  ihr  hebt  die  Gleichung  eines  Connexes  die  (//^-Zfach  unend- 
liche Schaar  der  Elemente  heraus,  welche  derselben  genügen.  Das 
Obige  kann  man  dann  auch  in  folgender  Form  aussprechen:  Die 
Punkte,  ivelche  mit  einer  gegebenen  Geraden  Elemente  eines  Connexes 
(w,  n)  bilden,  liegen  auf  einer  Curve  6'„,  der  m'''"  Ordnung;  die  Geraden, 
ivelche  mit  einem  gegebenen  Punkte  Elemente  des  Cofinexes  bilden,  iimhülleii 
eine  Curve  Kn  der  n^"^"-  [{lasse.  Sämratliche  so  entstehenden  Curven 
Kn  bilden  ein  doppelt  unendliches  System,  dessen  Parameter  die  Ver- 
hältnisse der  Xi  sind;  ebenso  bilden  die  C,,,  ein  doppelt  unendliches 
Curvensystem ,  welches  die  Verhältnisse  der  Ui  zu  Parametern  hat. 

Nur  in  besonderen  Fällen  kann  es  eintreten,  dass  jeder  Punkt 
der  Ebene  mit  einer  bestimmten  Geraden  oder  jede  Gerade  mit  einem 
bestimmten  Punkte  der  Ebene  ein  Element  des  Connexes  bildet:  So 
bildet  z.  B.  in  dem  Connexe 

Xj  cp  (w)  -\-  x^  t  (u)  =  0 

der  Punkt  a'j  =  0,  x.,  =  0  mit  jeder  Geraden  u  ein  Element.  Solche 
Punkte  bez.  Gerade  sollen  Fundamental -Punkte  bez.  -Gerade  genannt 
werden.  Dieselben  können  bei  besonderen  Connexen  in  beliebig  grosser 
Anzahl  auftreten;  ja  ihre  Zahl  kann  unendlich  gross  werden.  Dies 
letztere  tritt  bei  irreducibeln  Connexen  z.  B.  ein,  wenn  die  Gleichung 
f=0  die  X  oder  u  gar  nicht  enthält.  Enthält  sie  die  u  nicht,  so 
hat  man  die  Gleichung  einer  Curve  in  Punktcoordlnaten  vor  sich;  sie  ist 
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als  Coiinex  so  aufzufassen,  dass  jeder  Punkt  der  Curve  mit  jeder  be- 
liebigen Geraden  der  Ebene  ein  Element  des  Connexes  bilden  kann, 
dass  aber  andere  (nicht  auf  der  Curve  gelegene)  Punkte  sich  mit 
Geraden  überhaupt  nicht  zu  Connexelementen  vereinigen  lassen.  Das 
dualistisch  Entsprechende  tritt  ein,  wenn  f  ==  0  die  x  nicht  enthält 
und  also  die  Gleichung  einer  Curve  in  Liniencoordinaten  darstellt.  Ein 
anderes  Beispiel  der  Art  bietet  der  reducible  Connex 

cp  {x)  .  il)  (ii)  =  0 . 

Hier  bildet  jeder  Punkt  von  cp  =  0  mit  jeder  beliebigen  Geraden  ein 
Counexelement;  jeder  andere  Punkt  der  Ebene  dagegen  bildet  nur 
mit  allen  Tangenten  von  tb  =  0  Elemente  des  Connexes.  — 

Die  Gesammtheit  der  Elemente,  welche  in  einer  Ebene  existiren, 
bildet,  wie  schon  erwähnt,  eine  Mannigfaltigkeit  von  vier  Dimensionen. 
M«»n  hat  daher  vier  Abstufungen  geometrischer  Gebilde  zu  unterschei- 
den, je  nachdem  1,  2,  3  oder  4  Gleichungen  zwischen  den  Coordinaten 
x^  u  des  Elementes  gegeben  sind;  und  jede  von  diesen  muss  sowohl 
in  Bezug  auf  die  x  als  auf  die  u  homogen  sein,  um  geometrischer  Inter- 
pretation fähig  zu  werden  (d.  i.  für  sich  einen  Connex  darzustellen). 
Durch  vier  Gleichungen  ist  schon  eine  endliche  Zahl  von  Elementen 
bestimmt;  es  tritt  dann  also  nicht  mehr  ein  continuirliches  Gebilde, 
sondern  eine  Gruppe  discreter  Elemente  auf.  Die  übrigen  drei  Stufen 
bleiben  zu  betrachten,. 

Die  erste  Stufe  ist  durch  den  einzelnen  Connex  selbst  gegeben. 

Die  Gesammtheit  der  ziveifach  unendlich  vielen  Elemente,  welche 
zwei  Connexen  geineinsam  sind,  nennen  wir  eine  Coincidenz.  Für  den 
Fall  aber,  wo  diese,  beiden  Connexen  gemeinsame,  Mannigfaltigkeit 
reducibel  ist,  soll  auch  jeder  irreducible  Theil  derselben  einzeln  als 
Coincidenz  bezeichnet  werden,  ebenso  wie  unter  Raumcurve  jeder 
irreducible  Theil  des  Durchschnittes  zweier  algebraischen  Flächen  ver- 
standen wird.  Demnach  ist  analytisch  die  Coincidenz  gegeben  ent- 
weder durch  zwei  Gleichungen  zwischen  den  x  und  den  w,  oder  durch 
mehr  als  zwei  Gleichungen,  welche  aber  eine  doppell  unendliche  Schaar 
gemeinsamer  Lösungen  gestatten.  Innerhalb  einer  Coincidenz  gehört 
zu  jeder  Geraden  im  Allgemeinen  eine  endliche  Anzahl  (|u.)  von  Punk- 
ten, welche  mit  ihr  ein  Element  bilden  können;  ebenso  gehört  zu 
jedem  Punkte  eine  endliche  Anzahl  [y)  von  Geraden.  Man  kann  dann 
fi  die  Ordnung,  v 'die  Klasse  der  Coincidenz  nennen,  und  diese  selbst 
als  Coincidenz  (/i,  v)  bezeichnen.  Man  findet  die  zu  einem  Punkte 
gehörigen  Geraden,  indem  man  die  gemeinsamen  Tangenten  aller 
Curven  K  sucht,  welche  in  den  einzelnen,  die  Coincidenz  bestimmen- 
den Connexen  dem  Punkte  entsprechen.  Ebenso  findet  man  die  zu 
einer  Geraden  gehörigen  Punkte,  indem  man  in  allen  jenen  Connexen 
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die  ihr  entsprechenden  Curven  C  aufsucht  und  deren  gemeinsame 
Schnittpunkte  bestimmt.  So  ist  insbesondere ,  wenn  zwei  Connexe  {m,  n) 
und  {m' ,  n')  gegeben  sind,  die  beiden  gemeinsame  (im  Allgemeinen  irre- 
ducible)  Coincidenz  von  der  Ordnung  ^  =  mm'  und  von  der  /{lasse 
V  =  nn. 

Die  Coincidenz  deckt  sich  hiernach  mit  dem  allgemeinsten  Be- 
griffe der  dualistischen  (im  Allgemeinen  indess  nicht  linearen)  Vei^- 
wandtschaft ,  d.  h.  einer  solchen,  bei  welcher  in  zwei  auf  einander 
liegenden  ebenen  Systemen  E,  E'  jedem  Punkte  von  E  eine  bestimmte 
Zahl  von  Geraden  in  E' ,  jeder  Geraden  von  E'  eine  bestimmte  Zahl 
von  Punkten  in  E  entspricht.  Das  Umgekehrte  ist  dabei  jedoch  im 
Allgemeinen  keineswegs  der  Fall;  den  Punkten  einer  Geraden  in  E 
entsprechen  vielmehr  in  E'  die  Tangenten  einer  Curve,  und  um- 
gekehrt entsprechen  einem  Punkte  in  E'  d.  h.  den  Geraden  des 
durch  ihn  gehenden  Strahlbüschels,  Punkte  von  E,  Avelche  eine  Curve 
beschreiben.     Durch  zwei  Connexe  (1,  1): 

(ix  w«  =  0    und     «.r'  Vtt'  =  0 

wird  z.  B.  eine  Verwandtschaft  gegeben,  vermöge  deren  jedem  Punkte 
X  die  Verbindungslinie  der  beiden  zu  x  gehörenden  Punkte  mit  den 
Coordinaten  a^ai  und  aja-  entspricht.  Dieselbe  wird,  wenn  wir  mit 
Vi  die  Coordinaten  dieser  Verbindungslinie  bezeichnen,  dargestellt  durch 
die  Gleichungen: 

Q Vi  =  (a a)i  üa: aj  ; 

die  Verwandtschaft  ist  also  quadratisch,  d.  h.  die  Punkte  x  von  E, 
welche  den  durch  einen  festen  Punkt  y  gehenden  Linien  v  von  E' 
entsprechen,  liegen  auf  einem  Kegelschnitte.  Nur  wenn  besondere 
Bedingungen  zwischen  den  beiden  Connexen  (1,  1)  erfüllt  sind,  wird 
es  eintreten  können,  dass  aus  der  ihnen  gemeinsamen  Coincidenz  die 
lineare  reciproke  Verwandtschaft  im  gewöhnlichen  Sinne  hervorgeht; 
letztere  wird  dann  freilich  bei  geeigneter  Wahl  der  Connexe  hierdurch 
in  allgemeinster  Weise  erzeugt.  — 

Die  Gesamintheil  aller  (einfach  unendlich  vielen)  Elemente,  welche 
drei  Connexen  gemeinsam  sind  —  oder  ein  rational  darstellbarer  Theil 
einer  solchen  Gesammtheit  —  bildet  ein  Curvenpaar.  Es  sind  ver- 
möge der  Gleichungen  dieser  Connexe  im  Allgemeinen  sowohl  die  u 
durch  die  x,  als  die  x  durch  die  u  rational  ausdrückbar,  während  zu- 
gleich durch  Elimination  der  x  eine  Gleichung  zwischen  den  u,  durch 
Elimination  der  u  eine  Gleichung  zwischen  den  x  erhalten  wird.  Mau 
hat  also  eine  Curve  in  Punktcoordiuaten  und  eine  Curve  in  Linien- 
coordinaten  vor  sich;  und  die  Punkte  der  einen  sind  auf  die  Tangenten 
der  andern  eindeutig  bezogen.  Ordnung  und  Klasse  dieser  Curven, 
die    man    bez.    als    Ordnung    und    Klasse  des  Curvenpaarcs   bezeichnen 
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kann,  sind  nach  dem  bekannten  Satze  über  den  dlrad  der  Resultante 
in  den  Coefticienten  der  gegebenen  Gleichungen  im  Allgemeinen  leicht 
zu  bestimmen:  Sind  drei  Connexe  {771,  n),  {771,  n)  und  (w",  tt")  gegeben, 
so  wird  die  Klasse  des  Cif?'ve?ipaa7-es  gleich 

(2)  71  m  771"  -f-  71  771'  771  -f-  7l"  771771  , 

und  die  07-d7nmg  des  Ci(7've7ipaQres  gleich 

(3)  7717171"  -f-  771  7l"  7%  -\-  77l"  7171   . 

Es  ist  nicht  ohne  Interesse,  das  eindeutige  Entsprechen  zweier 
Curven  in  der  Weise  zu  betrachten,  wie  es  hier  auftritt;  denn  gerade 
die  nicht  aufgelöste  Form  der  Gleichungen,  wie  sie  hier  sich  theoretisch 
darbietet,  ist  es,  auf  welche  man  in  den  meisten  Untersuchungen  unmittel- 
blir  geführt  Avird,  wo  man  es  mit  eindeutigen  Beziehungen  zu  thun  hat. 

Endlich  wollen  wir  noch  die  Zahl  der  Elemente  bestimmen,  welche 
vier  Connexen  gemeinsam  sind.  Die  letzteren  seien  bez.  von  der  Ord- 
nung 771,  77i\  TTi" ,  77i"  uud  von  der  Klasse  w,  w',  n",  ii" .  Wir  be- 
trachten zuerst  das  Curvenpaar,  welches  durch  die  drei  Connexe  (w,  n), 
{771 ,  n'),  (m",  n")  bestimmt  wird,  und  dessen  Ordnung  fi  und  Klasse  v 
bez.  durch  die  Zahlen  (3)  und  (2)  gegeben  ist.  Zu  jedem  Punkte  x 
der  C^i  des  letzteren  gehört  dann  vermöge  des  Connexes  im" ,  7i")  eine 
Curve  Kn-'  von  der  Klasse  71",  wplche  mit  der  Ky  des  Curvenpaares 
V7i"  Tangenten  gemein  hat;  und  jeder  der  letzteren  entspricht  vermöge 
der  drei  ersten  Connexe  ein  Punkt  ij  der  C^<;  fällt  letzterer  insbeson- 
dere mit  X  zusammen,  so  haben  wir  ein  allen  vier  Connexen  gemein- 
sames Element.  Die  71"  v  Punkte  y  der  C^i,  welche  dem  Punkte  x 
entsprechen,  können  nun  jedenfalls  zusammen  mit  anderen  feste7i 
Punkten  der  C^i  durch  eine  Curve  (p  (.r,  ?/)  =  0  ausgeschnitten  werden, 
da  sie  durch  eindeutige  Transformation  aus  dem  vollständigen  Systeme 
der  gemeinsamen  Tangenten  zweier  Curven  hervorgehen;  zur  Bestim- 
mung der  Zahl  der  gemeinsamen  Elemente  .können  wir  daher  das 
erweiterte  Correspondeuzprincip  anwenden  (vgl.  p.  446  und  680).  Nun 
entsprechen  offenbar  jedem  Punkte  y  der  (7,^  in  der  oben  geschilderten 
Weise  umgekehrt  tu"  ^  Punkte  x ,  und  die  Gleichung  cp  {x,  y)  =  0 
wird  im  Allgemeinen  für  x  =  y  nicht  erfüllt,  denn  sonst  müsste  jedes 
Element  des  Curvenpaares  allen  vier  Connexen  angehören.  Die  Zahl 
der  den  vier  Con7iexe7i  (771,  71),  (ni,  n'),  {m' ,  n"),  {7ri" ,  71")  ge7neinsa7ne7i 
EleTTfiente  findet  man  daher  bei  beliebiger  Lage  dieser  Connexe  gegen 
einander  gleich  w"'ft  -\-  71" v  oder,  wenn  wir  für  ft,  v  ihre  Werthe 
aus  (3)  und  (2)  einsetzen: 

(4)  TTl  771  7l"  7l"  -\-  Tri  77l"  7l"  H    -f-  77l"  77l"  7\  11 
-f-  77177%' 71  7l"  -\-  771  77l"  7l'  n  -|-  771771"  71'  Tl  , 

ein   (wie   es  sein  muss)  in  allen  Zahlen  w,  7i  symmetrisches  Resultat. 
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Für  den  Fall  m  =  m  =  m"  =  in"  =  1  =  «  =  «'  ==  n'  =  n"  folgt 
hieraus  z,  B.  insbesondere,  dass  vier  Connexe  erster  Ordnung  und 
erster  Klasse  sechs  Elemente  gemein  haben.  Die  Punkte  dieser  Ele- 
mente müssen  allen  vier  Curven  dritter  Ordnung  gemeinsam  sein, 
welche  in  den  vier  aus  je  dreien  der  gegebenen  Connexe  zu  bilden- 
den Curvenpaaren  vorkommen.  Seien  also  die  Gleichungen  [der  vier 
Connexe : 

(5)  a^Ua  =  0 ,       &:rM,i  =  0  ,       Crlly  =0 ,       <?.^  ?/J  =  0  , 

so  erhält  man  durch  Elimination  der  u  aus  je  dreien  dieser  Gleichun- 
gen die  vier  Curven  dritter  Ordnung: 

Die  Punkte  der  sechs  den  Connexen  (5)  gemeinsamen  Elemente  sind 
die  gemeinsamen  Schnittpunkte  dieser  vier  Curven;  und  da  durch  die 
G  Punkte  nur  dreifach  unendlich  viele  Curven  dritter  Ordnung  gehen, 
kann  man  in  ähnlicher  Weise  jede  solche  Curve  darstellen,  welche 
die  6  Punkte  enthält.  Die  6  zugehörigen  Geraden  sind  ebenso  die 
gemeinsamen  Tangenten  der  vier  Curven  dritter  Klasse: 

{bcd)UßUyUs=0^  {cda)UYUd'Ua=0,  {dab)uisUaUß  =  0,  {abc)uaUßUy=0. 

Es  ist  auch  leicht,  die  Correspondeuz  aufzustellen,  welche  hier  auf  der 
Curve  {ccßy)a^h-cC,r  =  Q  die  6  Punkte  der  den  Connexen  (5)  gemein- 
samen Elemente  bestimmt.  Die  Punkte  und  Geraden  des  den  drei 
ersten  Connexen  gemeinsamen  Curvenpaares  sind  hier  auf  einander 
durch  die  Gleichungen  bezogen*) 

(G)  QHl=      {Cißjittyby 

unter  der  Voraussetzung,  dass  {aßy)  üyhyCy  =^  0.  Die  drei  Kegel- 
schnitte, welche  durch  u^  =  0,  11^  =  0,  u^  =^  Q  dargestellt  werden, 
haben  bekanntlich  drei  Punkte  mit  einander  gemein,  welche  auf  der 
Curve  (aßy)  üybyCy  =  0  liegen;  durch  diese  drei  Punkte  gehen  also 
auch  alle  Kegelschnitte  des  Netzes  {aßv)  ccyßy  =0 .  Einem  Punkte 
X  der  C'g  ist  nun  vermöge  des  vierten  Connexes  der  Punkt  </.r?<()  =  0 
zugeordnet;  den  drei  von  letzterem  an  die  Curve  (« ^ c) i/« w^ m-,  =  0  zu 
legenden  Tangenten  entsprechen  also  vermöge  (6)  drei  Punkte  der  Cg, 
welche  auf  dieser  durch  den  Kegelschnitt  {aßd)aybyd,^  ==  0  ausge- 
schnitten werden.  Wir  haben  also  eine  Correspondenz  mit  drei  festen 
Punkten :  und  die  G  Coincidenzpunkte  derselben  werden  durch  die 
Curve  (ccßS)  aa;ba:ä^.=  0  bestimmt,  welche  ausserdem  je  einfach  durch 

*)  Man  verificirt  leicht,  dass  diese  Beziehung  zwischen  beiden  Curven  die- 
selbe ist,  welche  zwischen  einer  Q  und  A'3  besteht,  wenn  beide  gleichzeitig  durch 
denselben  Grassmann'schen  Mechanismus  erzeugt  werden  (vgl.  p.  538). 
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jeden  der  drei  festen  Punkte  geht.  Es  stimmt  dies  mit  der  obigen 
Angabe  über  die  vier  Curven  dritter  Ordnung  überein. 

Das  nähere  Studium  der  Eigenschaften  eines  Connexes  «/'Wa"=() 
führt  nun  zur  Untersuchung  der  Fuuctionalinvarianten ,  d.  i.  der  In- 
varianten, Covarianten,  zugehörigen  Formen  und  Zwischenformen, 
welche  zu  der  Grundform  ax"'iia"  gehören;  die  dabei  auftretenden 
Zwischenformen  kann  man  dann  immer  nach  den  obigen  Erörterungen 
(p.  932)  durch  sogenannte  Normalformen  ersetzen,   d.  h.  durch  solche 

Formen  cp,   welche   der  Differentialgleichung  H  k — ^  =  0     genügen. 

Alle  diese  Functioualinvarianten  wird  man  wieder  symbolisch  dar- 
stellen können  •,  und  dabei  hat  man  symbolische  Factoren  der  folgen- 
den Typen  zu  unterscheiden  (wenn  «/"j^«"  ^  ö^»'«^"  ^;  Car'"Wy"  ge- 
setzt wird): 

a^,  {ahu),  {abc),  Oa,  Ua,  (c^ßx),  (aßy). 
Die  Mannigfaltigkeit  der  möglichen  Bildungen  wird  sonach  eine  sehr 
grosse;  es  sind  indess  bisher  wenig  allgemeine  Untersuchungen  ange- 
stellt. Erwähnt  sei  hier  nur  ein  Frincip,  welches  dem  in  der  Curven- 
theorie  benutzten  üehertragungspriiicipe  (p.  276)  genau  analog  ist, 
indem  es  erlaubt,  gewisse  Sätze  über  binäre  Formen  mit  zwei  Reihen 
von  Veränderlichen  unmittelbar  für  ternäre  Connex  -  Bildungen  zu 
verwerthen. 

Die  durch  den  Connex  festgelegte  Beziehung  zwischen  Funkten 
und  Geraden  der  Ebene  kann  nämlich  noch  in  anderer  Weise  aufge- 
fasst  werden.  Betrachten  wir  einen  beliebigen  Punkt,  welcher  der 
Durchschnitt  zweier  Geraden  v,  w  sein  und  daher  mit  {v ,  w)  bezeich- 
net werden  mag;  ebenso  sei  eine  Gerade  {y,  z)  die  Verbindungslinie 
der  Punkte  y  und  z.  Beide  zusammen  bilden  dann  ein  beliebig  ge- 
wähltes Element,  welches  im  Allgemeinen  dem  Connexe  nicht  ange- 
hört. Vermöge  des  Connexes  {m,  n)  werden  indess  die  Strahlen  des 
Büschels  {v,  w)  den  Punkten  der  Geraden  {y ,  z)  zugeordnet;  und  zwar 
ist  die  beiderseitige  Zuordnung  eine  w-w- deutige,  indem  jedem 
Punkte  n  Strahlen  (A),  jedem  Strahle  m  Punkte  {G„^  entsprechen. 
Bezeichnet  man  nämlich  einen  Punkt  der  Reihe  mit  3t,y  -f-  Hr^z,  einen 
Strahl  des  Büschels  mit  X^v-\-L^iv,  so  findet  für  die  durch  den 
Connex  aJ"UcJ'  ==  0  einander  zugeordneten  Punkte  und  Strahlen  die 
Gleichung  statt: 

{xi  üy  -\-  Xo^i)'"  (A,  Va  +  A2^^^«)"  =  0 , 

welche  von  der  Ordnung  m  für  x,  :  Xj,  von  der  Ordnung  n  für  Aj  :  X^ 
ist.     Setzen  wh*  nun  symbolisch: 

(7)  ay=-  A^,     a^  =  Ao,     v«  =  Ai ,     w^  =  fi^^} 
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SO  haben  wir  die  doppelt  binäre  Form: 

(8)  (p  =  A,"'A,", 

wo  dann  cp  =  0  die  besagte  Beziehung  vermittelt.  Betrachten  wir 
ein  dem  gegebenen  Connexe  angeliöriges  Element  x,  n,  dessen  Punkt 
X  der  Reihe  (y,  z),  dessen  Strahl  u  dem  Büschel  (y,  w)  angehört, 
und  stellen  die  Forderung,  dass  die  zu  x  gehih'ige  V„  (welche  u  ent- 
hält) eine  binäre  Invarianteneigenschaft  besitze,  und  dass  ebenso  G,n 
dieselbe  Eigenschaft  oder  eine  andere  habe :  dann  resultirt  daraus  eine 
invariante  Bedingung  für  den  Strahl  [y,  z)  und  den  Funkt  (v,  w),  und 
das  aus  beiden  gebildete  Element  (y ,  z) ,  (v,  iv)  gehört  einem  invarianten 
Connexe  an.  Die  beregte  Bedingung  wird  zunächst  durch  das  Ver- 
schwinden einer  Invariante  der  binären  Form  q)  dargestellt,  welche 
auch  dann  noch  die  Invarianteneigenschaft  haben  muss,  wenn  die  eine 
Reihe  von  Veränderlichen  (x)  einer,  die  andere  (A)  einer  beliebigen 
andern  linearen  Transformation  unterworfen  wird;  denn  die  zu  jedem 
beliebigen  Punkte  x  =  x^y  -\-  x^z  vermöge  (8)  gehörige  Gruppe  r„  soll 
jene  Invarianteneigenschaft  besitzen,  sowie  auch  die  zu  jedem  beliebigen 
Strahle  u  ^=  X^v -{- X^zv  gehörige  Gruppe  G,,,.  Die  hier  in  Betracht 
kommenden  Invarianten  der  Form  cp  sind  daher  von  der  Form: 

(9)  1=  UcU  {AB)...T[{AB)  .  .  . 

wo  die  c  Zahleucoefficienten,  die  A,  B,  .  .  .  gleichwerthige  Symbole 
der  einen,  die  A,  B,  .  .  .  solche  der  andern  Art  bedeuten,  diese  beiden 
Klassen  von  Symbolen  aber  niemals  vereinigt  auftreten;  Factoren  {A/K) 
dürfen  deshalb  in  /  nicht  vorkommen.     Es  ist  aber  wegen  (7): 

(AB)  =  ayb:  —  b,ja~  =  (abu) , 

wenn  jetzt  ?/,•  =  (yz);  gesetzt  wird,  und  ebenso  für  Xi=  {vw)i: 

(AB)  =  ValV^  IVaVß  =  {ußx)  . 

Als  Gleichung  des  gesuchten  covariarden  Connexes  findet  man  daher 
aus  (9):     ' 

I=ZcT\{abu)...\\  )aßx)  .  .  .  =  0*) . 

Diese  Klasse  covarianter  Connexe  ist  also  ebenso  auf  das  Studium 
der  Invarianten  jener  doppelt  binären  Form  zurückgeführt,  wie  die 
Liniengleichung  einer  in  Punktcoordinaten  gegebenen  Curve  auf  das 
Studium  der  Discriminante  einer  binären  Form  mit  einer  Reihe  von 
Veränderlichen. 

Wie  von  covarianten  Connexen,  kann  man  auch  von  covarianten 
Coincidenzen  und  Curvenpaaren  sprechen.     So  erhält  man  eine  einem 


*)  Ein   Beispiel   gibt    der   im    folgenden   Abschnitte    betrachtete    conjugirte 
Connex. 
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gegebenen  Connexe  f^  ct,r"'t(a"  =  0  co Variante  Coincidenz,  wenn  man 
jede  Gerade  der  Ebene  nicht  mit  allen  Punkten  der  zugehörigen  C,„^ 
sondern  nur  mit  deren  Wendepunkten  bez.  Berührungspunkten  von 
Doppeltangenten  zu  Elementen  verbindet;  die  erstere  Coincidenz  wird 
dann  z.  B.  aus  dem  Connexe  f  ==  0  durch  den  Connex 

{ahcyaJ"-^b^^"'-'^cJ"-''ua"u^"'Uy''  =  0 

ausgeschnitten.  Ebenso  kann  man  jeden  Punkt  der  Ebene  mit  den 
Rückkehr-  bez.  Wendetangenten  der  zugehörigen  K„  zu  Elementen 
einer  covarianten  Coincidenz  zusammenstellen.  Ein  covariantes  Curven- 
paar  wird  gebildet  durch  die  im  Systeme  der  C,„  auftretenden  Doppel- 
und  Rückkehrpunkte  und  die  zugehörigen  Geraden,  sowie  durch  die 
im  Systeme  der  Kn  auftretenden  Doppel-  und  Wendetangenten  und 
die  zugehörigen  Punkte. 

Weiterhin  müsste  man  dann  auch  Systeme  von  Connexen,  sowie 
die  simultanen  Eunctionalin Varianten  solcher  Systeme  untersuchen, 
wobei  sich  auch  für  diese  Systeme  eine  Art  Charakteristikentheorie 
ergeben  würde.*)  Besonders  nämlich  wird  man  auf  diejenigen  Con- 
nexe zu  achten  haben,  welche  mit  anderen  singulären  Elementen  be- 
haftet sind  als  ein  beliebiger  Connex  des  Systems,  wenn  man  unter 
einem  singulären  Elemente  ein  solches  versteht,  für  welches  f=ax"^Ua" 
von  höherem  als  dem  ersten  Grade  verschwindet.  Es  ist  indess  zu 
beachten,  dass  hier  nicht  nur  einzelne  singulare  Elemente  auftreten 
können,  sondern  auch  einfach  nnd  zweifach  unendlich  viele  Schaaren 
von  solchen  mehrfach  zählenden  Elementen,  d.  h.  auch  singulare 
Curvenpaare  und  singulare  Coincidenzen  (analog  wie  bei  den  Flächen 
im  Räume  nicht  nur  einzelne  Knotenpunkte  sondern  auch  Doppel- 
und  vielfache  Curven  vorkommen  können).  —  Derartige  Fragen  sind 
indess  bisher  nicht  in  Angriff  genommen. 

III.    Der  conjugirte  Connex.  —  Eindeutige  Transformationen 
eines  Connexes. 

In  der  geschilderten  Weise  kann  mau  einen  besonders  merkwür- 
digen zu  /  covarianten  Connex  bilden,  der  als  conjugirter  Connex  be- 
zeichnet werden  mag;  er  ist  in  folgender  Weise  geometrisch  zu 
definiren. 

Gehen  wir  von  einem  beliebigen  Elemente  y,  v  der  Ebene  aus, 
so   entsprechen,   wie   oben   ausgeführt   wurde,    vermöge   f=0  jedem 


*)  Solcbe  Untersuchungen  würden  denen  analog  sein,  welche  Hirst  über 
Systeme  von  dualistischen  Verwandtschaften  (Correlationen),  also  über  Systeme 
von  bilinearen  Formen  mit  zwei  Reihen  Punktcoordinaten,  im  Sinne  der  Charak- 
teristikentheorie angestellt  hat;  vgl.  Proceedings  of  the  London  Mathematical 
Society,  Vol.  5,  p.  40,  1874,  und  Annali  di  matem.  Ser.  2,  t.  ß,  p.  260. 
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Punkte  X  von  v  n  Strahlen  durch  ij  und  jedem  Strahle  u  durch  y  7n 
Punkte  von  v  (p.  942).  Die  n  Strahlen  sind  die  Tangenten  von  y  an 
die  zu  X  gehörige  A'„,  die  7ti  Punkte  sind  die  Schnittpunkte  von  v  mit 
der  zu  «  gehörigen  6",,,.  Wenn  nun  die  zu  x  gehörige  Ä'„  durch  y 
geht,  so  fallen  von  den  n  Strahlen  zwei  in  die  Tangente  der  K,,  im 
Punkte  y  zusammen ;  und  ein  solcher  Doppelstrahl  wird,  da  die  Kn  im 
Allgemeinen  weder  Doppel  -  noch  VVendetangenten  besitzt ,  nicht  an- 
ders entstehen  können.  Derselbe  bildet  mit  x  ein  Element  des  ge- 
gebenen Connexes  /"  =  0  und  mag  insbesondere  durch  u  bezeichnet 
sein.  Ebenso  fallen,  wenn  die  zu  u  gehörige  C„,  die  Gerade  v  berührt, 
von  den  m  auf  v  liegenden  Schnittpunkten  zwei  zusammen.  Dieser 
doppelt  zählende  Punkt  bildet  mit  u  ein  Element  von  /  =  0  und  soll 
insbesondere  mit  x  bezeichnet  werden.  Ein  jedes  Element  (y,  v), 
welches  zu  einem  Elemente  {x,  u)  von  /  in  dieser  Beziehung  steht, 
ist  Element  eines  covarianten  Connexes,  den  wir  dann  den  zu  f  con- 
jugirUn  nennen.  Ein  Element  y,  v  des  letzteren  ist  also  dadurch  defi- 
nirt,  dass  in  Bezug  auf  den  gegebenen  Connex  soivohl  dem  Punkte  y  eine 
doppelt  zählende  Gerade  w,  als  der  Geraden  v  ein  doppelt  zählender 
Punkt  X  entspricht.  Dasselbe  können  wir  auch  in  folgender  Weise  aus- 
sprechen: Ist  {x,  u)  ein  Element  von  /=0,  d.  h.  liegt  x  auf  der 
zu  u  gehörigen  C,,,  und  berührt  u  die  zu  x  gehörige  I{„,  und  ist  y  der 
Berührungspunkt  von  u  mit  dieser  Kn,  v  die  Tangente  jener  C,n  in  x, 
so  ist  (y,  v)  ein  Element  des  conjugirten  Connexes.  Und  man  erhält 
den  ganzen  conjugirten  Connex,  indem  man  das  Element  (a;,  u)  den 
ganzen  gegebenen  Connex  durchwandern  lässt.  Man  erhält  demnach 
auch  die  Gleichung  F  {y ,  v)  =  0  des  conjugirten  Co?i}iexes,  tve?rn  ?nan 
aus  den  Gleichungen: 

(1)  ^<"-!i'   "y'-'K.'   ^=0 

die  Grössen  q,  6,  x,,  w,  eliminirt. 

Wie  man  diese  Elimination  im  Anschlüsse  an  die  obigen  symbo- 
lischen Methoden  auf  ein  binäres  Problem  zurückführen  kann,  werden 
wir  später  noch  erläutern.  Es  sei  hier  zunächst  darauf  hingewiesen, 
dass  die  ganze  Beziehung  zwischen  den  Elementen  des  gegebenen  zu 
denen  des  conjugirten  Connexes  durchaus  analog  derjenigen  ist,  welche 
zwischen  einer  Curve  als  Punktgebilde  und  derselben  Curve  als 
Liniengebilde  stattfindet,  und  dass  demgemäss  auch  der  Satz  gilt: 

Der  conjugirle  Connex  des  conjugirten   ist  tvieder   der  ursprüngliche. 

Den  Beweis  für  dieses  Reciprocitätsverhältniss  führt  man  in  fol- 
gender Weise.     Schreiben   wir  in  /''  wieder  k-^,  -k—  für  ?',,  yt,  so  muss 

der  Entstehung  von  F  zufolge  die  so  gebildete  Function  der  x,  u  den 
Factor  /  haben ;  es  muss  also  die  Identität  bestehen : 

Clebsch,    Vorlesungen.  60 
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wo  M  eine  ganze  homogene  Function  der  x,  u  bedeutet.  Ist  nun  der 
Kürze  wegen: 

so  dass  die  p,  q  sich  von  den  y,  v  nur  um  unbestimmte  Factoren 
unterscheiden,  so  ist  der  conjugirte  Connex  von  F  durch  die  Gleichun- 
gen gegeben: 

^  ^'  ~  dQi  ~  dqi    ' 
^^^  ,  dF         dMf  ^=^5 

und  man  hat  bei  der  Bildung  der  Differentialquotienten  von  Mf  sich 
nur  Alles  durch  die  p,  q  statt  durch  die  x,  u  ausgedrückt  zu  denken. 
Da  /"  •=  0,  so  kann  man  für  die  ersten  Gleichungen  (3)  auch  schreiben : 

dqi  dpi 

Nun  folgt  aus  den  Gleichungen: 

7nf  =  ZqiXi,     7if==Zpini, 
dass : 

mdf  =  UqidXi  -\-  Exidqi,     ndf=  Upidu,-  -j-  Zujdpi . 

Da  aber  andererseits  nach  der  Definition  der  p,  q: 

df  =  Hqidxi  +  Zpidui, 
so  folgt: 

{m  -\-  n  —  1)  df=  Exidq,  -\-  Huidpi  ^ 


mithin : 


Xi  =  (m  -\-  n  —  1)  ;v^ ,     Ui  =  {m  +  n  —  1)  k^ 


In  (3)  werden  also  die  z,  w  den  x,  u  proportional;  d.  h.  mau 
kommt  auf  den  gegebenen  Connex  zurück,  w.  z.  b.  w. 

Wir  wollen  jetzt  die  Ordnung  7n  und  die  Klasse  «'  des  conjugirten 
Connexes  bestimmen.  Zu  dem  Ende  müssen  wir  die  Frage  beant- 
worten, wie  viele  Punkte  irgend  eine  Gerade  {y,j  =  0)  der  Ebene  bei 
beliebig  gegebenem  v  mit  der  zu  v  im  conjugirten  Connexe  gehörigen 
Curve  Cm'  gemein  hat;  die  Klasse  n'  bestimmt  sich  dann  durch  die 
dualistisch  entsprechende  Ueberlegung.  Die  gestellte  Frage  lässt  sich 
algebraisch  in  folgender  Weise  fassen :  Es  soll  die  Zahl  der  Werth- 
systeme  ij,-  bestimmt  werden,  welche  gleichzeitig  den  Gleichungen: 

(4)  /-(a-,  ^^)  =  ü,     QV^^j^^,     ^^'^  =  lv     ^^^  =  ^ 
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genügen,  wo  die  Vi  beliebig  gegeben  sind.  Hier  können  wir  die  Glei- 
chung  f  =  0  offenbar  ersetzen  durch  Vx  =  0.  Verstehen  wir  ferner 
unter  ij,  z  zwei  Punkte  auf  dem  Strahle  y,  so  dass: 

(5)  Xi=  Xlji  -\-   IZ;, 

SO  haben  wir  statt  der  drei  Gleichungen  qvj  =  v,--  die  zwei  von  q 
unabhängigen  Bedingungen : 

(G)  2Jyi  1^  =  0      und      IJz^  1^  =  0  . 

^  ^  -^  dx-  o^i 

cf 
Schliesslich  geben  uns  die  Gleichungen  6yi  =  ^  zusammen  mit  ^^  =  0 

die  eine  Gleichung: 

In  (G)  und  (7)  haben  wir  drei  Gleichungen  vor  uns,  welche  nach 
der  Substitution  (5)  in  x,  A  bez.  vom  Grade  m  —  \,  m  —  \,  m  sind, 
in  den  tii  dagegen  bez.  vom  Grade  n^  n,  n  —  1.  Die  Elimination  der 
iii  aus  diesen  Gleichungen  gibt  ein  Resultat,  dessen  Grad  in  x,  l  die 
Ordnung  des  coujugirten  Connexes  ist,  denn  sie  bestimmt  wegen  (5) 
auf  V  diejenigen  Punkte  x,  welche  den  Gleichungen  (6),  (7)  und  also 
auch  (4)  genügen.  Die  (Jrdnung  des  conjugirteji  Connexes  wird  daher 
gleich 

m  =  n  {ii  —  1)  [in  —  1)  -\-  n  {n  —  1)  {in  —  1)  +  '^'^'^ 
'^^  =n  \nm^2{ii —  \){m—V)] 

und  analog  die  Klasse  desselben  gleich 
(9)  71. =  m  [mn  +  2  (;/  —  1)  [m  —  1)} 

So  haben  wir  z.  B.: 

für  w  =  1 ,  n  =  1  :  w'  =  1 ,  n  =  1 
„  7n  =  2,  n  =  l  :  w'  ^  2,  n  =  4 
„  m  =  1 ,  n  ^  2  :  m  =  4,  fi  =  2 
„      fn  =  2,     n  =  2     :     m'  =  12,     n  =  \2 . 

Ordnung  und  Klasse  des  conjugirten  Connexes  sind  also,  so  lange 
der  gegebene  allgemeiner  Natur  ist,  höher  als  für  den  ursprünglichen, 
ausgenommen,  wenn  m  =  n  =  \.  Bildet  man  indess  für  den  conjugirten 
Connex  wieder  den  conjugirten,  so  muss  sich  die  ursprüngliche  Ord- 
nung und  Klasse  wieder  ergeben.  Daher  kann  der  conjugirte  Connex 
nicht  ohne  gewisse  Eigenschaften  sein,  welche  hierzu  mitwirken;  und 
indem  man  diese  aufsucht,  gelangt  man  zum  Begriffe  der  nothivendigen 
(oder  gcwöhnUchen)  Singidaritälen  eities  Connexes.  Darunter  verstehen 
wir    diejenigen    Singularitäten,    welche   sich  bei  jedem   Connexe   oder 

GO* 
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(lach  bei  seinem  conjugirten  fintlen.  Bezeichnet  man  als  allgemein 
einen  Connex  auch  dann  noch,  wenn  er  zwar  nicht  ganz  willkürliche 
Coefficienten  besitzt,  die  Willkürlichkeit  der  letzteren  jedoch  nur  auf 
das  Auftreten  dieser  Art  von  Singularitäten  beschränkt  ist,  so  wird 
bei  dem  conjugirten  Connexe  dasselbe  eintreten.  Die  nur  mit  solchen 
Singularitäten  behafteten  Connexe  bilden  daher  ein  in  sich  geschlos- 
senes  System,  welchem  auch  ihre  conjugirten  angehören.  Dieser  Be- 
griff ist  zunächst  an  den  algebraischen  Curven  der  Ebene  gebildet;  wo 
jeder  Curve  in  Punktcoordinaten  sie  selbst,  aufgefasst  als  Tangenten- 
gebilde, in  ähnlicher  Weise  gegenübersteht,  wie  oben  der  conjugirte 
Connex  dem  ursprünglichen.  Die  noth wendigen  Singularitäten  sind 
sind  hier  diejenigen,  welche  in  den  Plück  er 'sehen  Formeln  vor- 
kommen :  Doppel-  und  ßttckkehrpunkte  einerseits,  Doppel-  und  Wende- 
tangenten andererseits.  Geht  man  von  einer  Curve  aus,  welche  bei 
übrigens  willkürlichen  Coefficienten  Doppel-  und  Rückkehrpunkte  von 
willkürlicher  Lage  besitzt,  so  wird  zwar  die  Zahl  der  Doppel-  und 
Weudetangenten  dadurch  modificirt  werden  können,  dieselben  werden 
sich  aber  nicht  etwa  zu  höheren  Singularitäten  zusammenziehen.  Die 
Curve  als  Ordnungscurve  betrachtet  kann  demnach  nothwendige  Sin- 
gularitäten aller  Arten  enthalten,  ohne  dass  dieselbe  Curve,  als 
Klassencurve  betrachtet,  andere  als  ebenfalls  nothwendige  Singulari- 
täten enthält. 

In  gleicher  Weise  kann  man  den  Begriff  der  nothwendigen  Sin- 
gularitäten bei  allen  algebraischen  Gebilden  charakterisiren ;  bei 
Mannigfaltigkeiten  von  mehr  als  einer  Dimension  treten  aber  neben 
einzelnen  discreten  singulären  Punkten  etc.  auch  ganze  Mannigfaltig- 
keiten singulärer  Punkte  etc.  auf.  So  sind  bei  den  algebraischen  Flächen 
im  Räume  (Mannigfaltigkeiten  von  zwei  Dimensionen)  neben  einzelnen 
Doppel-  bez.  dreifachen  Punkten  auch  Doppelcurven  als  nothwendige 
Singularitäten  zu  berücksichtigen;  so  hat  man  bei  den  Connexen  (drei- 
fach ausgedehnten  Mannigfaltigkeiten)  doppelte,  dreifache  und  vier- 
fache Gebilde  zu  unterscheiden,  welche  die  nothwendigen  Singularitäten 
ausmachen.  Und  zwar  erheben  sich  die  Doppelgebilde  bis  zur  zwei- 
fachen Mannigfaltigkeit,  also  bis  zur  Coincidenz,  die  dreifachen  bis 
zum  Curvenpaare,  während  vierfache  Elemente  als  nothwendige  Sin- 
gularitäten nur  discret  auftreten.  Ein  singuläres  Element  ist  dabei  als 
ein  solches  zu  definiren,  dem  nicht  ein  einziges,  sondern  mehrere  Ele- 
mente des  conjugirten  Connexes  entsprechen  (wie  dem  Doppelpunkte 
einer  Curve  zwei  Tangenten  derselben).  Es  können  deren  zwei  oder 
mehr  sein;  dieselben  können  verschieden  oder  theilweise  gleich  oder 
sämmtlich  gleich  sein;  und  dem  entsprechend  treten  die  singulären 
Elemente  in  verschiedener  Mannigfaltigkeit  auf.  Das  genauere  Studium 
dieser  Verhältnisse   bei    den    Connexen    wird   sich    sehr   vereinfachen. 
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wenn  man  sicli  zuvor  über  die  iinalogen  Verhältnisse  bei  Mannigfaltig- 
keiten von  zwei  Dimensionen,  also  z.  B.  bei  algebraischen  Flächen, 
orientirt  hat;  wir  wollen  daher  hier  nicht  weiter  auf  den  Gegenstand 
eingehen. 

Hervorgehoben  sei  nur  noch,  dass  es  Connexe  gehen  kann,  ivelche 
sich  selbst  conjiitjirt  sind.  Es  gibt  nämlich  in  /"  =  0  im  Allgemeinen 
eine  Coincidenz  f={),  ^0  =  0,  Avelche  gleichzeitig  dem  gegebenen 
und  dem  conjugirten  Connexe  angehört.  Man  braucht  in  der  That 
wegen  (1)  nur  zu  setzen 

/(y,  .)  =  0     oder    /(l^,   |/)  =  ü. 

Dieses  ist  die  Gleichung  9  =  0,  welche  zirsammen  mit  /'  =  0  die  frag- 
liche Coincidenz  bestimmt.  Aber  es  kann  geschehen,  dass  fp  für  be- 
sondere Connexe  /'=0  selbst  den  Factor  /"hat;  alsdann  hi  Jedes  zu 
einem  Elemente  {x,  u)  von  f=i)  conjugirte  Element  (y,  v)  auch 
ein  Element  von  /=  0,  und  dieser  Connex  ist  sich  selbst  conjugirt.  *)  — 
Wir  gehen  dazu  über,  die  Bildung  der  Gleichung  des  conjugirten 
Connexes  mit  Hülfe  der  symbolischen  Hülfsmittel  zu  erläutern  und  an 
einigen  Beispielen  durchzuführen.  Nach  den  früheren  Erörterungen 
(p.  943  und  p.  945)  haben  wir  zu  dem  Zwecke  zunächst  die  Bedingung 
dafür  aufzustellen,  dass  eine  doppelt  binäre  Gleichung: 

(10)  <f  =  J,"'/Kf  =  0 

eine  Doppelwurzel  x^  :  x.,  und  gleichzeitig  eine  Doppelwurzel  Aj  :  A., 
habe;  d.  h.  wir  haben  die  Grössen  x  und  A  aus  den  folgenden  vier 
Gleichungen  zu  eliminiren.: 

(11)  1^  =  0,    1^  =  0,    |f  =  o,    |f  =  o, 

welche  wegen  der  doppelten  Homogeneität  von  cp  nur  die  Stelle  von  dreien 
vertreten.  Die  Gleichung  des  conjugirten  Connexes  zu /"^  rt.^"'?/a"  =  0 
entsteht  dann  in  bekannter  Weise  aus  der  gefundeneu  binären  Form, 
indem  mau  jeden  Factor  {Aß)  derselben  durch  (abu),  jeden  Factor 
(AB)  durch  {nßx)  ersetzt.     Die  Invariante  der  binären  Form  q),  deren 


*)  Ein  Beispiel  hierfür  gibt  der  lineo-lineare  Connex: 

"1^1  "1~  "2^2  —  "3^3  =  0  , 
welcher  einem  Punkte  x  einen  Punkt  ij  durch  die  Gleichungen  zuordnet: 

Ql/i  =  ^1 .  QU2  =  ^2,  Q'J3==  —  ^3 ' 
und  welcher  also  einen  besonderen  Fall  cler  perspectivischen  Collineation  dar- 
stellt. Mit  derselben  ist  die  inverse  Transformation  in  diesem  Falle  identisch 
und  da  letztere  im  Allgemeinen  durch  den  ebenfalls  lineo- linearen  conjugirten 
Connex  dargestellt  wird  (wie  wir  später  sehen  werden),  ist  hier  der  conjugirte 
Connex    zum    ursprünglichen    proportional. 
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Verschwindeil  die  beregte  Bedingung  darstellt,  soll  im  Folgenden  mit 
R  bezeichnet  werden ;  ihr  Grad  g  in  den  Coefticienten  von  tp  ist  aus 
dem  Vorstehenden  leicht  zu  bestimmen.  In  R  niimlich  sind  dann  mr/ 
Sjmbolreiheu  A,  B ,  .  .  .  und  7ig  Symbolreihen  A,  B  vorhanden,  welche 
sich  bez.  zu  \mg  und  \ng  symbolischen  Factoren  der  Typen  {AB) 
und  (AB)  zusammensetzen.  Daher  wird  die  Gleichung  des  conjugirten 
Connexes  vom  Grade  ^7ng  in  den  u  und  vom  Grade  \ng  in  den  x\ 
d.  h.  wir  haben  wegen  (8)  und  (9): 

g=2  [mn  +  2(w  -  1)  («  -  1)}  . 

Dies  ist  der  Grad  derjenigen  Invariante  der  doppelt  binären  Form  (10), 
deren  Verschwinden  aussagt,  dass  einer  Doppclwurzel  der  einen  Reihe 
von  Veränderlichen  eine  Doppelwurzel  der  anderen  Reihe  entsprechen  kann. 
Eine  besondere  Erörterung  verlangen  diese  Verhältnisse  dann, 
wenn  die  eine  der  Zahlen  w,  n  gleich  1  ist.  Alsdann  nämlich  kann 
man  bei  der  einen  Reihe  nicht  mehr  von  einer  eigentlichen  Dopj)el- 
wurzel  sprechen;  vielmehr  tritt  bei  der  Bildung  von  R  der  besondere 
Umstand  ein,  dass  die  Coefficienten  der  binären  Form  ^  in  Bezug  auf 
die  linear  vorkommende  Reihe  beide  gleich  Null  gesetzt  werden.  Ist 
also  etwa: 

WO  die  X  nur  noch  von    den  x   allein   abhängen,    so   wird: 

An  Stelle  von  (11)  treten  also  die  Gleichungen: 

i>^  =  0  ,       />2  =  0 
|^A,+|^A..=0,     |^iA.+|^A.,  =  0. 

Die  Elimination  von  Aj ,  Aj  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  führt 
auf  des  Verschwinden  der  Functionaldeterminante  von  P^  und  P.^, 
welches  eine  bekannte  Folge  der  beiden  ersten  Gleichungen  ist.  In 
dem  Falle  also,  dass  eine  der  Zahlen  m,  n  gleich  Eins  ist,  reducirt  sich 
R  auf  die  Resultante  von  P^  und  P^. 

Um  also  z.  B.  den  conjugirten  Connex  des  Connexes  (1,  1)  a,r:Ua  =  0 
aufzustellen,  hat  man  die  Resultante  der  beiden  linearen  Formen  ^^A, 
und  .^xAj  zu  bilden,  welche  gleich 

{AB)A,B,  =  ^iAB){AB) 
ist.  Die  Gleichung  des  conjugirten  Connexes  wird  daher: 
(12)        .  {abu){aßx)=-0. 

Betrachten  wir  ferner  den  Connex  (2,  1): 

/■  =  Cj  Ua  =  bj  U.  . 
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Hier  haben  Avir  die  Kesultante  der  Formen  //z"'A| ,  //^'A^  zu  bilden, 
welche  bekanntlich  gleich  ST —  U-  wird,  wenn  U  die  simultane  In- 
variante, S  und  T  die  besonderen  Invarianten  beider  Formen  bedeuten. 
Um  letztere  zu  bilden  benutzen  wir  bez.  die  Symbole  ABfKB  und 
6'/?rA;  dann  wird: 

S={ABy^^B^,     T={CD)-r,A.^, 
U  =  {A  Dfk,  B,  =  {€DY  r,  A,,  . 
Mithin  haben  wir; 

ST  -  W  =  {ABY  {COy  A,  Ao  (B  V) 

=^\{ABf{CDy{BV){^A), 

und  die  GleicJiuug  des  cojijugirten  Comiexes  von  ajita  =  0  tvii'd; 

( 1 3)  {(/ b uf-  {c d uf  (ß y x)  (aöx)  =  0. 

Wir  wollen  endlich  noch  zu  einem  Counexe  (2,  2)  den  conjugirten 
direct  bestimmen.  Man  hat  hier  zunächst  die  Form  R  für  eine  binäre 
Form  zu  bestimmen,  in  der  zwei  Reihen  von*  Veränderlichen  vor- 
kommen, und  zwar  jede  zur  zweiten  Dimension.    Ein  solche  Form  sei: 

(14)  (p  =  A^^'^Ay'  =  {((^^,^^y.y-]r2a^,,^^ic^x,-i-a.^.^,^^icy)X;^ 

-f  2  («HH2^1*   +  ^<^1L'M2^1^2  +  ^''22M2V)  '^l  ^2 
"P        1^1 1  ?  22  ^1        1"  ^  ^12  J  22  '^l  ^^2  ~l      ^^22  7  22  ^2   )      i'  ' 

Die  Gleichungen  (11): 

^f  0       ^JP  A       d^ ,.       dcp  ,^ 


kann  man  allgemein  durch  die  folgenden  ersetzen: 
_l ^!P_  2    — 


(1^)  ^  22  1-2 

^  1 1^      Ö^jp  ,     Jl C^qp 

^    -  ^nndv-zd^i'  -    ~  7nn])Kfdli'' 

WO   Q   ein   unbestimmter  Factor  ist.     Im  vorliegenden  Falle  ist  dieses 
System  von  Gleichungen  gegeben  durch: 

{^'n}l2—Q)^l^l-i-  <"'22M2'^2^l+  ^'^I2^22'^l'^2+  a.,^,^2^ih=^^^ 

r/,2,  II  ^2-^1  +  «22  MI  ^2-^1  +('/|27  2l  +  Q)^\^2  +  f/.,.,,  ^^X.^X^=0 

«ll;ll^l'^l+  «2l;11^2'^l+  ^'ll72l'^l'^2+(^'2lra  — C)'^2''-2=^- 

Bezeichnen  wir  durch  Q  die  Determinante  dieses  in  Bezug  auf  die 
Grössen  jcj  A, ,  Jf;,A,,  ^1^2,  ic.,X.y  linearen  Systems,  durch  Qi/;,im  die 
ünterdeterminanten  von  Q,  so  hat  man  zunächst: 
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(16)     Q^ 


h'i!  12        9     ^ri7 12 


■12?  22 


1IM2 


a 


MIJ  11 


21  y  12 
«22,  ]i 

^21  >   11 


2  +  Q 


'12?  2  I 


+  Q 


«22  j  22 

«21,  22 

1 

«22,  21 

««2,  ,  21    - 

-Q 

0; 


sodanu  verhalten  sich  die  Quadrate  und  Producte  der  obigen  vier  Grös- 
sen, wie  die  Q-n^j,,,-,  d.  h.  es  ist,  wenn  ft  einen  unbestimmten  Factor 
bezeichnet,  unter  Anderem: 


x./l, 
x,A2 


X..X.,  =  ß,2.M2  =  ß.ir 
%.^K^  =  iC|2,2l   =   "21;! 


Mithin  muss  der  Ausdruck 

"l2;2l      \     ^'21;12  ^'12'12  ^'21 '2t 

verschwinden ;  dieses  aber  ist  nichts  anderes  als  der  Differentialquotient 
von  Q.  nach  q.     Man  hat  daher  zu  gleicher  Zeit: 

0  Q 

d.  h.  die  Discrirainantg  der  in  q  biquadratischen  Gleichung  (16)  muss 
verschwinden.  Die  gesuchte  Bildung  R  ist  folglich  gleich  dieser  Discri- 
tninante  selbst: 

(17)  R  =  i^  -  6/, 

wenn  /  und  J  die  beiden  Invarianten  der  Form  Q  bedeuten. 

Zur  wirklichen  Berechnung  von  R  in  symbolischer  Form  bemerken 
wir  Folgendes.  In  Q  ist  der  CoefKcient  von  q^  gleich  Eins,  und  das 
Glied  mit  q^  fehlt;  es  ist  also: 

Q  =  p^  +  G^^2_|_47'^_|.  f^^ 

und  daher: 

(18)  i  =  2  {W  f  3U^),    7  =  6  {U  W  —  U' —  V^) 

Die  Ausdrücke  U*  V,  W  sind  Invarianten  von  gr,  welche  einen 
besonderen  Charakter  haben,  denselben,  welcher,  wie  schon  oben  er- 
wähnt, dem  Ausdrucke  R  zukommt  (p.  943).  Sie  sind  nämlich  Inva- 
rianten, nicht  nur,  wenn  man  die  Veränderlichen  x,  l  derselben  linearen 
Transformation  unterwirft,  sondern  auch,  wenn  man  auf  beide  Reihen 
verschiedene  lineare  Transformationen  anwendet.  Und  zwar  sind  sie 
die  einzigen  dieser  Art;  denn  weil  die  Zahl  der  Coefficienten  von  cp 
gleich  9  ist,  gibt  es  6  von  einander  unabhängige  Invarianten  dieser 
Form  in  Bezug  auf  eine  den  Reihen  x,  l  gemeinsame  lineare  Trans- 
formation und  daher  nur  drei  Bildungen,  welche  die  Invarianten- Eigen- 
schaft auch  in  Bezug  auf  verschiedene  Transformationen  beider  Reihen 
besitzen. 

Dass  in  der  That  diese  doppelte  Invarianteneigenschaft  den  Coef- 
ficienten U,   V,  W  der  Gleichung  Q  =  0  zukommt,   beweist  man  am 
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einfachsten  dadurch,  dass  man  die  Unveränderlichkeit  von  Q  für  den 
Fall  nachweist,  wo  nur  eine  der  Reihen  x,  X  linear  transformirt  wird, 
die  andere  ungeändert  bleibt  (vorausgesetzt,  dass  man  statt  q  gleich- 
zeitig eine  Grösse  q  passend  einführt).  Wir  benutzen  die  Trans- 
formation : 
(19)  x^  =  ax^' -\- ßx^  ,     x.^=^  yx^' -{- dx.!  ^ 

und  setzen  nun  die  neuen  Gleichungen  an: 


^^  ,  'fßw  ,  ,  7ßm 

Es  ist  zu  zeigen,  dass  diese  Gleichungen  auf  die  Gleichungen  (15) 
zurückkommen.     Nun  ist  aber: 

d     _3_     I  d_  c__  o  ^ L  A    ^    . 

daher  geben  die  Gleichungen  (20): 

f  '  ,     a      d^cp  y      d^q) 

Q  .  ^2  Ai  —  —  -  ^^  —  j^  dl^dh ' 

' ,  _  __  ß    c^v i    a> 

Q    .  X^  A.^—  ^  ^yi^^x^  4  axgSA,  ' 

Multiplicirt  man  jetzt  die  erste  und  zweite,  bez.  dritte  und  vierte 
Gleichung  einmal  mit  «,  ß,  einmal  mit  y,  d  und  addirt  jedesmal,  so 
kommt  wegen  (19): 

^•'"''^1—         4^ax73A3'     p.x^/i,  — ~ — ^^-^, 

^  • '''  -'  -        4  -  ä^äi;'    ^  •  ""-^^-^  -     — r-  d7jx, ' 

und  dies  sind  wieder  die  Gleichungen  (15),  wenn  man  noch  setzt: 

q'  =  (ccd  —  ßy)  Q. 

Da  nun  q  eine  Wurzel  der  Gleichung  Q  =  0  war,  so  genügt  q  der 
Gleichung: 

p'4  _|.  C)  Ur'^ ()'-  +  4  Vr^Q  +  Wr^  =  0 , 

wo  r  =  ad  —  ßy  die  Substitutionsdeterminante  bedeutet. 

Eine  ganz  analoge  Betrachtung  gilt,  wenn  man  die  x  unverändert 
lässt  und  nur  A,,  X.,  linear  transformirt.  Die  Coefficienten  U,  V,  W 
von  Q  ändern  sich  daher  bez.  um  die  Factoren  r-r"^,  r^r"^,  rh-'\ 
wenn  r  die  Determinante  einer  linearen  Transformation  der  x,,  r'  die 
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Determinante  einer  solchen  Transformation  der  /l,  bedeutet;  d.  h.  U, 
V ,  W  sind  VI  der  Tliat  Invarianten  für  jede  von  beiden  Transforma- 
tionen. Drei  solche  von  einander  unabhängige  Invarianten  der  Form 
Äx'f\{-  sind  aber  z.  B. 

(^ Bf  (A B)* ,     {A B)  {B C)  {C  A)  (A  B)  (B  T)  (f  A) , 
(.4^)2(^i))2(Ar)''(BA)-'; 

und  da  es  auch  nur  drei  unabhängige  Invarianten  der  Art  gibt,  und 
sich  die  hier  genannten  bei  linearer  Transformation  in  der  That  bez. 
um  Factoren  r*r"^,  r'^r"^,  r^r'^  ändern,  so  muss  (/mit  der  ersten,  V 
mit  der  zweiten  bis  auf  einen  Zahlenfactor  übereinstimmen,  während 
sich  IV  aus  der  dritten  und  dem  Quadrate  der  ersten  muss  zusammen- 
setzen lassen. 

In  der  That  kann  man   den  Coefficienten    U  von   q"^   in   Q.   auch 
leicht  direct  berechnen.     Man  findet: 

6i/=  — ^(^*^I2)  12* — '^hl-'M^'^W  )  \-2)~~V'l\  }  l/'^22'  22"T  ^'22;  ll^'ll  >  22      ■^^''l2J  11^*^12;  22) 

=^{ABy-  {AiAoBiB^-Ai^B.,^}  , 

oder  wenn  man  gleichzeitig  A  mit  ß,  A  mit  B  vertauscht  und  die 
halbe  Summe  des  alten  und  neuen  Ausdruckes  bildet: 

(21)  U=  -,V(^^)'(AB)^ 

Zur  Berechnung  von  V  bemerken  wir,  dass  die  zweite  der  obigen 
Invarianten  in  nicht  symbolischer  Form  gegeben  ist  durch 


V  =  6 


{A  B)  {BC)  {CA)  (A  B)  (B  V)  (PA)  , 


"11  ;  n  "11?  12  "11;  22 
^127  11  ^12>  12  ^127  22 
^22?  11       ^'^22?  12       '''22?  22  I 

und  dass  V  ==  F'  .  c,  wenn  c  einen  Zahlenfactor  bedeutet.  Nun  wird 
aber  V'  =  Q,  wenn  man  «n  ,11  ^=  ^''i2  7'^i2  ="  ^''22722  =  ^  nimmt  und 
alle  anderen  Coefficienten  von  q)  verschwinden  lässt.  Andererseits 
wird  in  Folge  letzterer  Substitution: 

Q  =  (1  -  (,^)^  ~  (1  +  ())2  =  9^  -  3  (,2  -  29, 

also  4  F  =  —  2;  somit  folgt  c  =  —  j^^  und: 

(22)  V==-J\iAB)(BC){CA){^B){B^)(^A). 

Den  dritten  Coefficienten  JV  erhält  man  aus  Q  für  (>  =  0.  Die 
so  entstehende  Determinante  entwickeln  wir,  um  für  sie  den  symbo- 
lischen Ausdruck  zu  finden,  nach  zweigliedrigen  Unterdeterminanten 
in  der  Form : 

Jf^  =  ^12^/31  +  Pii^Jvi  +  Ihi  %\  +  ^^31^24  +  Pn'lu  +  Pw^hz  ' 
wo  immer  /;,/;  =  — piu,  (/,/;=  —  qki  und  z,  B.: 
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/^  1  •>  =^  "  I  ••  M  '2 '  —  ^^ 1 1 '  1  ■-'  ''r- .  1  •-'  =  -    i  (-'^  ^f  A ,  A,  B ,  B,. 

Pv^  =  «i2;  2>  "ii '  12  -  ('\\y  ri  «i2>  12  =  —  (^^)  ^1  ^1  A,,'  B,  B, 

^34   =  «127  12'  —   «Jl;  12  «227  12  =   ^   \    i^ ^ f  ^\  ^1^\  ^1  7 

Es  wird  dann  zunächst: 

W  =  ^{ABf{CDY  {A,A,B,B,r,r2A,A,  -h  Aa^B.^ri^A.^} 

—  {AD)  {CD)  r,- A,  A,  {  A.^ B.,  t\  /?,  A,  A,  B.-'  -  A^  B^  C.^  D,  A,-' B,  B, 
—A, B^ Ci  D., A,  A^ B;-'  —  A^B.,C\D^I\^  A, B2'- }  . 
Hier  lassen  sich  das  dritte  und  fünfte  Glied  zusammenziehen  zu 
{AB)  {CD)AiA.;,B./ri'A^A,A,C^  (BD), 

und  ebenso  das  vierte  und  sechste,    naclidem   man   in    ersterem  A  mit 
B  und  A  mit  B  vertauscht  hat,  zu 

—^(AB)  {CD)AiA,B2-r^-A^A^AiC^  (i?i>); 

die  beiden  so  entstehenden  Glieder  endlich  geben  zusammengenommen 
den  Ausdruck: 

^r'  =  -  {AB)  {AC)  {BD)  {CD)  A^  A.B.^A,  A.^r,^ . 

Nun  ist  identisch  {AC)  (BD)  =  {AD)  {CD)  +  {BC)  {AD);  und  sonach: 

W'=^-  {AD)''{CD)''-A^A,B.,'[-y'A,A.,—  W" , 
wo: 

jy"  =  {AD)  {CD)  {BC)  (.4i>)  AiA,B,2r,-'A,A2 
=  {AD)  {DC)  {CD)  (^5)  AiA,B,B,r,2A,2 
=  1{AB) {CD)  { {AD) {BC)  -  {BD) {AC) }  A,A, B^B, T,- A,^ 
=  -  .^  {AB)'^  {CDf  AiAo  B,  B,r,2  A.,^ . 

Setzen  wir  also  den  Ausdruck  JV  in  fr  ein,  so  Avird  schliesslich: 

W  =  -^{ABy  {CDf-  {A.AaBiBorir.AiA,  +  A.-'B.Ti^Ai^ 

+  2A,A2BiB2r/^A2-  — 4A,A,B,2r,-'A,Ao}  . 

Hierin  vertauschen  wir  gleichzeitig  A,  A  mit  B,  B,  sodann  C,  V 
mit  D,  A  und  dann  beide  zugleich.  Man  erhält  so  vier  Ausdrücke 
für   IV  und   W  selbst  gleich  ihrer  Summe,  dividirt  durch  4: 

W  =  -t  {ABfiCDf  {(AiBiT^A,  +  A^BoTiA,)- 

+  A  AjB.B.,  (fi^A..^  +  r^^A,^)  +  r,  r.A,  A.  (A.-^B.-  +  A.;'B,'j 

—  AiAjr,  r.  (B,2A,,-  +  Bj^A,'^)  —  B1B.3A,  A2(A,2  r,^  +  Ao^  r,2) 

-  A,AoA,A,,  (BiT.;^  +  6.2  r,-')  -  B,  B..  f,  T^  (A.^A,.-'  +  A/Ai^)} . 
Es  ist  aber  identisch: 
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A,  A,B,B,,  (r,-'A,-'  +  r/A,^)  +  r,r,A,A,  (A/^B,^  +  A,2B,-) 
=  1  {  -  (AB)-'  (rA)-'  +  (A,B,r,  A,  +  A,B,r,A,)- 
+  (A,B,r.A,  +A.,B,r,A,,)-}  . 

Trägt  man   dies  und  die  ähnlichen  Umformungen  der  entsprechenden 
Ausdrücke  in  den  Ausdruck  von  W  ein,  so  erhält  man: 

7F  =  Vb  {ABfiCDf  {(ATj^BA)^  +  (AAy^(Br)-'  -  (AB)"^(rA)M  . 

Von  den  drei  Gliedern,  welche  hier  auftreten,   sind   die  beiden  ersten 
einander  gleich,  das  letzte  ist  gleich  —  9  i^^;  und  man  hat  so  endlich 

(23)  ?r  =  i(^^/((7/>)2(Ar)2  (BA)2  — 9^2^   • 

Die  in  den  Gleichungen  (21),  (22),  (23)  gegebenen  Werthe  hat 
man  in  i  und  j  nach  (18)  einzusetzen,  um  nach  (17)  die  gesuchte  In- 
variante R  zu  erhalten.  Die  Glcicliunrj  des  zu  dem  Conncxe  aJ^Uu'^==0 
coiijugirten  Comic xes  ist  daher  gegeben  durch: 

^{W  -\-^üy  —  216{UIF  —  m  —  F2)2=0, 
wenn: 

U=  —  ^\{abuf{aßxy 

F  =  —  ^^  {(ibu)  {heil)  {call)  {aßx)  {ßyx)  {yax') 
W  =  ^  {abuf  {cdiif  {ayxf  {ßdxf  —  <^  U'' .  - 

Der  conjugirte  Connex  war  vermöge  der  Gleichungen  (1)  Element 
für  Element  eindeutig  auf  den  gegebenen  Connex  /"=  0  bezogen;  diese 
Gleichungen  geben  also  einen  speciellen  Fall  einer  allgemeinen  ei?i- 
deiitigen  Transformation  des  Connexes  /"=  0,  welche  man  in  den  Glei- 
chungen: 

(24)  Qi/i  =  (pi  [x,  u) ,     avi  =  ip  \x,  n)  («  =  1 ,  2;  3) 

ansetzen  kann,  wenn  (pi  =  0  drei  beliebige  Connexe  {p,  q),  -^i  =  0 
drei  beliebige  Connexe  {r ,  s)  vorstellen.  Die  Gleichung  F  {y ,  y)  =  0 
des  neuen  Connexes  ergibt  sich  dann  durch  Elimination  von  q,  a, 
Xi,  Vi  aus  den  Gleichungen  (24)  und  aus  f{x^  7i)  =  0.  Für  den  Fall, 
dass  die  Transformationsconnexe  q)  =  0,  ^  =  0  zu  f  =  0  nicht  in 
besonderer  Lage  sind,  bestimmt  man  leicht  Ordnung  m'  und  Klasse  n 
von  F  =  n.  Die  Ordnung  ;//'  nämlich  ist  offenbar  gleich  der  Zahl  der 
Punkte  g,  welche  bei  beliebig  gewählten  Werthen  der  v,  gleichzeitig 
den  Gleichungen  (24)  und  /"=0,  y^  =  0  genügen,  wo  die  y,  be- 
liebige Grössen  sind;  d.  h.  —  wegen  der  Eindeutigkeit  der  Transfor- 
mation (24)  —  gleich  der  Zahl  der  Elemente  (o:,  u),  welche  den  vier 
Connexen : 

/'{x,u)  =  0,     Zyi(pi  =  0,     V2i'^~v^t2^^,     v.^i^.^  —  i\\l^^  =  0 

gemeinsam  sind;  und  somit  haben  wir  nach  Gleichung  (4),  p.  940: 
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(25)  m  =  r'^nq  -\-  s^tnp  +  '2rs  (mq  -\-  np) 
und  ebenso: 

(26)  n  =  p'^ns  -\-  q'hnr  -{-  2  pq  {ms  +  n ?') . 

Hieran  sind  noch  Modificationen  anzubringen,  wenn  die  Transfor- 
mationsconnexe  (p,  ip  zu  /"in  besonderer  Beziehung  stehen.  Es  mögen 
z.  B.  die  Connexe  cpi  ==  0  ein  Curvenpaar  {d,  e),  die  Connexe  t^,- =  0 
ein  Curvenpaar  {8,  e)  mit  /' =  0  getnein  haben.  Von  dem  Curvenpaare, 
welches  den  Gleichungen 

gemeinsam  ist,  und  dessen  Ordnung  und  Klasse  durch  die  Gleichungen 
(3)  und  (2)  p.  940  bestimmt  wird,  ist  dann  noch  das  Curvenpaar  {d,  s) 
abzuziehen.  Es  bleibt  dann  ein  Paar  von  der  Ordnung  27\sn-\-fns'  —  d 
und  der  Klasse  2  rsm -\- n?^'^  —  s.  Nach  den  Entwicklungen  auf 
p.  940  wird  also  jetzt  die  Ordnung  des  Connexes  f  (g ,  v)  =  0: 

(27)  ?n'  ^=  {2  nrs  -\-  tns"^  —  8)  p  -\-  (2mrs  -j-  nr-  —  f)  q 
lind  die  Klasse  desselben: 

(28)  n  =  (2  npq  -\-  mq^  —  6?)  r  -j-  (2  m,pq  -Y  np"^  -^  e)  s  . 

Aus  diesen  Formeln  findet  man  insbesondere  wieder  Ordnung  und 
Klasse   des    conjugirten   Connexes.     Die   in    den   Gleichungen    (1)    an 

Stelle  von  od,  auftretenden  Connexe  vr-  =  0    bestimmen    nämlich    im 

Allgemeinen  ein  Curvenpaar  der  Ordnung  3  m  (^n  —  l)-  und  der  Klasse 
3  (n  —  1)^*,  welches  nach  dem  Euler 'sehen  Theoreme  auch  dem 
Connexe  /"=  0  angehört.     Für  die  Gleichungen  (1)  wird  daher: 

d  =  3m  (n  —  1)2 ,     6?  =  3  (n  —  1)  m-  , 
und  ebenso: 

^  =  3  n-  (w  —  1) ,     £  ==  3  {m  —  l)"-^  n 
ferner: 

p  =  m ,     q  =  n  —  1 ,     r  =  m  —  1 ,     s  =  n  . 

Setzt  man  aber  diese  Werthe  in  (27)  und  (28)  ein,  so  findet  mau  in 
der  That  wieder  die  bekannten  Zahlen  für  Ordnung  und  Klasse  des 
conjugirten  Connexes. 

Bei  weiteren  Untersuchungen  über  die  eindeutigen  Transforma- 
tionen der  Connexe  wird  man  besonders  auf  die  Singularitäten  der- 
selben zu  achten  haben  (wie  bei  den  Transformationen  einer  Curve) 
und  auf  die  Beziehungen  zwischen  den  Singularitäten  des  gegebenen 
zu  denen  des  transformirten  Connexes.  Auch  wird  man  verschiedene 
Arten  von  Transformationen  unterscheiden  müssen,  je  nachdem  die- 
selben einen  ganzen  Connex  eindeutig  in  einen  anderen  überführen, 
oder  nur  für  die  Elemente  einer  Coincidenz,  oder  endlich  nur  für  die 
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eines  Cnrvenpaares  eindeutig  sind,  in  analoger  Weise,  wie  man  im 
Räume  eindeutige  Transformationen  einer  Pläclie  und  einer  einzelnen 
Curve  zu  betrachten  hat.  Die  sieh  hieran  knüpfenden  Untersuchungen 
gestalten  sich  in  ganz  ähnlicher  Weise  wie  die  entsprechenden  Theorien 
in  einer  beliebigen  Mannigfaltigkeit  von  vier  Dimensionen.  Insbe- 
sondere wird  man  sowohl  für  Connexe,  wie  für  Coincidenzen  und 
Curvenpaare  eine  Zahl,  das  Geschlecht  dieser  Gebilde,  aufstellen  können, 
welche  bei  allen  eindeutigen  Transformationen  derselben  ungeändert 
bleibt.*)  Es  ist  jedoch  zu  bemerken,  dass  hei  den  Coincidenzen,  wie  bei 
den  algebraischen  Flächen,  zwei  solche  constanie  Zahlen,  hei  den  Con- 
tiexcn ,  wie  bei  Mannigfaltigkeiten  von  drei  Dimensionen,  drei  solche 
Zahlen  auftreten^'*);  beim  Curvenpaare  dagegen  gibt  es,  wie  bei  einer 
einzelnen  Curve  (oder  überhaupt  bei  einer  algebraischen  Mannigfaltig- 
keit von  einer  Dimension)  nur  eine  solche  constante  Zahl.  Die  wirk- 
liche Aufstellung  dieser  verschiedenen  Zahlen  (Bestimmung  ihrer  Ab- 
hängigkeit von  etwaigen  Singularitäten  des  Connexes,  der  Coincidenz 
oder  des  CurVenpaares)  und  die  Durchführung  des  Beweises  für  ihre 
Erhaltung  bei  eindeutigen  Transformationen,  wird  in  analoger  Weise 
zu  geschehen  liaben  wie  bei  jenen  allgemeinen  algebraischen  Mannig- 
faltigkeiten. Darauf  wollen  wir  indess  hier  nicht  mehr  eingehen.  Es 
sei  nur  noch  erwähnt,  wie  für  die  Conrtexc  und  Coincidenzen  die  drei- 
fachen bez.  zweifachen  Integrale  zu  bilden  sind,  mit  deren  Untersuchung 
man  die  Besiimmung  jener  Zahlen  in  Zusammenhang  bringen  kann.  Die 
betreffenden  Resultate  für  beliebige  Mannigfaltigkeiten  (vgl.  Nöther 
a.  a.  0.)  modificiren  sich  hier  nämlich  in  eigenthümlicher  Weise,  weil 
wir  es  nicht  mit  einer  Gruppe  von  vier,  sondern  mit  zwei  Gruppen 
von  je  zwei  Veränderlichen  zu  thun  haben. 

Es  sei  {x ,  u)  ein  Element  des  Connexes  /'  ==  0.  Da  letzterer  ein 
dreifach  unendliches  Gebilde  darstellt,  so  sind  in  ihm  drei  von  einan- 
der linear -unabhängige  Fortschreitungsrichtungen  möglich,  die  wir, 
von  dem  Elemente  (x ,  u)  zu  einem  benachbarten  Elemente  [x  -\-  dx, 
11  -f-  du)  übergehend,  den  Veränderlichen  ertheilen  können.  Indem  wir 
drei  solche  Differentiale  durch  die  Buchstaben  d,  d' ,  d"  unterscheiden, 
ergeben  sich  die  Gleichungen: 

2;/:,.;  dxi  -f  2;/„;  cim  =  o 

^fx'i  d'xi  +  Eful  d'ui  =  0 
Zf^:  d"xi  -f-  Ef./.  d"ui  =  0, 

wo   fx-  =P--,    f,,'  =4^'     Nehmen  wir  die  Gleichungen  hinzu: 

«  dXi'       '     '  ÖU; 


*)   Vgl.  Clebsch:    Comptes  reudus,  Bd.  67,  December    1868    und    Nöther: 
Math.  Annalen,  Bd.  2,  p.  '29.3  ff. 

**)  Vgl.  Nüther:  Math.  Annalen,  Bd.  8,  p.  495  ff. 
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so  haben  wir  fünf  Gleichungen,  aus  denen  die  Verhiiltnisse  der  /"j./, 
fu'.  bestimmt  werden  können ;  und  zwar  Averden  sie  den  aus  dem  un- 
vollständigen Systeme 


d'xi 
d"x. 


0 


dx., 
d'x.^ 
d"x.^ 

0 


dx.. 


r/?/, 


d"  X.,       d'n, 


d"  X., 


0 


d"  u^ 
0 


du^ 
d'  lt., 

d"  U.2 

0 


dii.^ 
d'n.^ 

0 


gebildeten  Determinanten  proportional.  Ist  also  0  eine^anze  homo- 
gene Function  vom  Grade  7n  —  3  in  den  xi  und  vom  Grade  n  —  3  in 
den  II;,  so  stellt  der  Ausdruck 


(29) 


rf7  = 


dx^ 

d'xi 

d"x^ 

^\ 

0 

«1 

dx2 

d'x.y 

d"  x^ 

X., 

0 

a.. 

0. 

dx^ 
dui 

d'x^ 
d'  ?/, 

d"x.i 
d"  11^ 

0 

0 

«1 

«3 
^1 

dii^ 

d'iL^ 

d"  u^ 

0 

IL, 

ßl 

dii^ 

d'u.;i 

d"u^ 

0 

Wg 

ß. 

2Jcc.r.;  +  2;/3/„; 


ein  Element  eines  dreifachen  Integrals  dar,  welches  von  den  Grössen 
«1,  ßi  vollständig  unabhängig  ist.  Bestimmt  man  die  Constanten  in. 
0  so,  dass  dieses  Integral  für  kein  Element  des  Connexes  /"=0  un- 
endlich wird,  so  gibt  die  Zahl  der  willkürlich  bleibenden  Constanten 
von  0  das  Geschlecht  p  des  Connexes  an.  Besitzt  also  der  gegebene 
Connex  keine  Doj)pel-Coincidenz  etc.,  so  hat  0  keiner  Bedingung  zu 
genügen;  dann  wird: 

,,  _  (>«-!)(>« -2)     (71 -!)(»- 2) 
P  —  2  ■  2  ' 

und  dies  ist  die  eine  der  für  einen  Connex  charakteristischen  Zahlen.  *) 
Eine  einfachere  Form  kann  man  dem  Differentiale  dl  in  doppelter 
Weise  geben.  Man  kann  nämlich  zwei  der  drei  Fortschreitungen  d, 
d' ,  d"  so  wählen,  dass  einmal  die  m/,  einmal  die  Xi  constant  bleiben. 
Alsdann  wird  etwa: 

d'  u^  =  d'if.^  =  d'ii.^  =  0 
d"x^  =  d"x2  =  d"x^  =  0 ; 


*)  Die  andern  beiden  Geschlechtszahlen  würden  durch  die  Zahlen  gegeben 
werden ,  welche  für  eine  aus  /"  ==  0  durch  einen  Connex  0  =  0  ausgeschnittene 
Coincidenz  in  analoger  Weise  charakteristisch  sind. 
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und  wenn   man   zugleich    einmal   die   ß,-,   einmal    die   a,-  verschwinden 
lässt,  ergeben  sich  die  beiden  einfachen  Formen: 

0  .  (xad'x)  .  {»ffud"u)  0  .  {xrixd' x)(ußd"u) 


dl  = 


Es  sei  noch  bemerkt,  dass  man  zu  demselben  Ausdrucke  für  dl 
auch  dann  noch  kömmt,  wenn  man  davon  ausgeht,  /"  als  eine  homo- 
gene Function  von  sechs  cogredienten  Veränderlichen  a:,,  x.^,  a'.j,  ^l^, 
11., j  11^  zu  betrachten.  Nach  den  allgemeinen  Regeln  für  solche  Func- 
tionen*) ist  dann  ein  Differential  zu  betrachten,  welches  aus  (29)  ent- 
steht, indem  man  die  Determinante  des  Zählers  ersetzt  durch  die 
Determinante: 

d'  X.2 
d'x.^ 
d'  u^ 
d'u^ 
d'  Uo 


«1 

X, 

dx^ 

a, 

JUty 

dxo 

«3 

X-i 

dx.^ 

ßi 

M, 

du^ 

ß. 

«2 

duo 

ß. 

U-i 

du^ 

d"x^ 

d" 

x\ 

d"x., 

d" 

'x. 

d"x. 

d" 

•^3 

d"  u^ 

(f 

'"l 

d"u.i 

d" 

W2 

d"  Ut 


d    Wo 


wo  durch  d,  d\  d",  d'"  verschiedene  Fortschreitungsrichtungen  an- 
gezeigt sind.     Beachten  wir  aber,  dass  ausser  den  Gleichungen: 

Ef:,:d('^)Xi  +  EUUmui  =  0        (Ä-  =  1 ,  2,  3) 
hier  noch  die  Gleichungen  bestehen: 

so  zeigt  sich,  dass  die  Determinante  verschwinden  muss,  welche  man 
durch  Elimination  der  f^.' ,  /„/  aus  diesen  Gleichungen  erhält.  Man 
kann  deshalb  setzen: 

d'"  Xi  =  ndxi  -j-  kd'  Xi  -j-  nd"xi  -f-  XidQ 
d"' Ui  =  %dui  -\-  Id' Ui  -\-  ^id" iii  -f-  Uidö  , 

wo  dg,  da  irgend  welche  unendlich  kleine  Grössen  bezeichnen.  Trägt 
man  dies  in  die  sechsgliedrige  Determinante  ein,  so  erhält  man  wieder 
nach  einer  leichten  Umformung  die  in  (29)  auftretende  Determinante 
bis  auf  einen  nur  von  da  und  dg  abhängenden  Factor;  letzterer  aber 
steht  zu  dl  und  f  in  keiner  Beziehung  mehr,  ist  also  auch  auf 
weitere  Betrachtungen  gänzlich  ohne  Einfluss.  So  zeigt  sich,  dass  es 
genügt,  das  Element  eines  dreifachen  statt  desjenigen  eines  vierfachen 
Integrals  zu  untersuchen. 

In    demselben    Sinne    wie   von  dem   Geschlechte   eines   Connexes, 


*)  Vgl.  Nöther:  Math.  Annaleu,  Bd.  2,  a.  a.  0. 


Die  Connexe. 


901 


kann  mau  von  dem  Geschlechte  einer  Coincidenz  sprechen.  Denken  wir 
uns  diese  als  den  Durchschnitt  zweier  Connexe  (m,  n)  bez.  {711,  n): 

f=0       und       (p  =  0 
so  hat  man  ein  Doppolintegral*)  zu  betrachten,   dessen   lineare   Diffe- 
rentiale   den   beiden   hier    noch    möglichen    Fortschreitungsriclitungen 
entsprechen.    Es  seien  letztere  durch  d,  d'  dargestellt;  man  hat  dann: 

2^r.r;dXi  +  Ufu^dUi  =0,     Zf^UVxi  +  Zfu[d'xu  =  0 

und: 

Ucpar-dxi  -\-  Ilcp„!dui  =  0,     Zl(px-dXi  +  Zq),/.dui  ==  0, 
ExiCp^'.  =  0 ,     Zui^u'i  =  0  . 

Jedes  dieser  Systeme  von  Gleichungen  kann  man  als  ein  lineares 
System  für  die  DiÖerentialquotienten  der  darin  auftretenden  Functionen 
ansehen.  Es  folgt  dann  nach  bekannten  Sätzen,  dass  die  aus  den 
Reihen : 

I  Xi    )  /  •^'o    J  /.V3    }  /«i     )  1  ll-i   }  J  V-i    > 

^>x[,         fp.r.',         (pxl,         fpu!,        9^«/;       (p,,^ , 

zu  bildenden  zweigliedrigen  Determinanten  den  viergliedrigen  Deter- 
minanten der  Matrix: 


dx^ 
ä  x^ 

0 


dXt 


du. 


du.y 


d'x.,       d'xn       d' II,       et  i 


x^ 
0 


0- 

Wo 


du.^ 

d'  u^ 

0 


einzeln  proportional  sind.  Bezeichnen  wir  also  mit  0  eine  ganze 
Function,  welche  die  Xi  homogen  zur  Ordnung  m -\- m'  —  ?>,  die  w, 
homogen  zur  Ordnung  n  -j-  n  —  3  enthält,  so  wird: 

dXi       d' Xi      Xi      0       tti       ai 
du,       d'ui       0      Ui      bi      ßi 


0 


dr 


1=1, 2. 3 


2:«,/:,;  +  2bif^;        EaiU.  +  2:/3,/„; 

ein  Differential,  welches  von  den  Grössen  «,-,  a,,  /;,-,  ßi  völlig  unab- 
hängig ist.  Der  in  eckige  Klammern  eingeschlossene  Factor  des 
Zählers  ist  dabei  zur  Abkürzung  für  eine  sechsgliedrige  Determinante 
gesetzt,  .  deren   wirkliche    Bildungsweise   man    leicht   übersehen    wird. 


*)  Vgl.  .die  entsprechende  Bildung  des  einfachen  Integrals  für  den  vollstän- 
digen Durchschnitt  zweier  Flächen  bei  Clebsch:  Anwendungen  der  Abel'schen 
Functionen  auf  Geometrie  §.  11  ff.,  Crelle's  Journal,  Bd.  63.  —  Es  kann  übrigens 
auch  Coiucidenzen  geben,  welche  nicht  als  vollständige  Schnitte  zweier  Connexe 
darstellbar  sind. 
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Wird  nun  0  so  bestimmt,  dass  das  aus  dl  entstehende  Doppelintegral 
für  jedes  innerhalb  der  Coineideuz  zu  wühlende  umgrenzte  Gebiet  endlich 
bleibt,  so  ist  die  Zahl  der  in  0  übrig  bleibenden  und  durch  Benutzung 
von/'=0,  q)  =  0  unzerstörbaren,  willkürlichen  Coefficienten  gleich 
detn  Gesclüechlc  n  der  Coincidenz.  '*)     Im  Allgemeinen  hat  man  daher : 

{m  +  m   —  1)  [m  +  m  —  2)     [n  +  n'  —  1)  (n  +  «'  —  2) 
^  =  2 2 

(/«'  —  1  )(m'  —  2)     {n  —  \){7i  —  2)  _  (w  —  l)(w  — 2)     [n  —  1)  (w  —  2) 
2  2  2  ~'  2 

Um  den  Ausdruck  dl  noch  zu  vereinfachen,  kann  man  hier  nicht 
mehr  Fortschreitungsrichtungen  wählen,  für  welche  alle  dXf,  bez.  alle 
dii;  verschwinden;  man  kann  aber  entweder  die  a,  a  oder  die  h,  ß 
gleich  Null  setzen  und  erhält  dann  für  dl  die  beiden  Darstellungen: 

Q  .  {a;  dx  d' x)  .  (ubß) 
Q  .  {udud'u)  .{xaa) 

Das  Geschlecht  eines  Curvenpaares  endlich  ist  gleich  der  Zahl, 
welche  nach  bekannten  Theorien  irgend  einer  der  beiden  (eindeutig 
auf  einander  bezogenen)  Curven  des  Paares  als  Geschlecht  zukommt 
und  mit  den  zu  einer  solchen  Curve  gehörigen  A  b  e  1 '  sehen  Integralen 
in  bekannter  Beziehung  steht  (p.  790  ff.). 

Schliesslich  sei  noch  hervorgehoben,  dass  man  auch  für  die  hierauf- 
gestellten  Differentiale  dreifacher  und  zweifacher  Integrale  leicht  Glei- 
cliungen  finden  kann,  die  der  Differentialgleichung  des  Abel 'sehen 
Theorems  genau  analog  sind.**)  Es  lässt  sich  eine  solche  Gleichung 
jedoch  nicht  in  derselben  Weise  wie  das  AbeTsche  Theorem  sofort 
zu  geometrischen  Anwendungen  benutzen,  weil  die  Eigenschaften  mehr- 
facher algebraischer  Integrale  mit  complexen  Grenzen  noch  nicht  näher 
untersucht  sind. 

IV.    Die  Hauptcoincidenz. 

Unter  den  Connexen   gibt  es  einen,   welcher  eine  eigenthümliche 
Wichtigkeit  hat;  es  ist  derjenige  lineo- lineare  Connex,  welcher  durch 
das    Verschwinden    der    identischen    Covariante    w.^.,   d.   i.   durch    die 
Gleichung: 
(l)  Ux  ^  WjXj  -\-  ii.^x^  -\-  u^x.-^  =  0 


*)  Die  zweite  Geschlechtszabl  der  Coincidenz  wird  gleich  dem  Gescblechte 
des  Curvenpaares,  welches  in  der  Coincidenz  /"=  0,  qa  =  0  durch  einen  Connex 
0  =  0  bestimmt  wird,  welcher  den  im  Texte  angedeuteten  Forderungen  zu  ge- 
nügen hat. 

*J  Vgl,  Nöther:  Math.  Annalen,  Bd.  2,  p.  305,  Anmerkung. 
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gegeben  wird;  wir  nennen  ihn  kurz  den  identischen  Conncx.  In 
demselben  gehört  zu  jedem  Punkte  die  Gesammtheit  der  durch  ihn 
gehenden  Geraden,  zu  jeder  Geraden  die  Gesammtheit  der  auf  ihr  lie- 
genden Punkte;  d.  h.  Element  des  identischen  Connexes  ist  überhaupt 
jede  Combination  von  Punkt  und  Gerade  in  vereinigter  Lage.  Die  zu 
einem  Punkte  gehörige  Curve  K^  ist  also  der  Punkt  selbst,  als  Mittel- 
punkt eines  Strahlbüschels  betrachtet,  die  zu  einer  Geraden  gehörige 
Curve  Cy  ist  sie  selbst,  betrachtet  als  Träger  einer  Punktreihe. 

Durch  die  Gesammtheit  der  Elemente,  welche  einem  beliebig  ge- 
gebenen Connexe  /  =  0  und  dem  identischen  Connexe  u,^  =  0  gemein- 
sam sind,  ist  eine  für  das  Studium  des  Connexes  f=0  besonders 
wichtige  co Variante  Coincidenz  gegeben;  wir  nennen  sie  die  Haupt- 
coincidenz  des  Connexes.  In  ihr  entsprechen  jedem  Punkte  n  durch 
ihn  gehende  Strahlen  („Coincidenzstrahlen") ,  die  von  ihm  an  die  zu- 
gehörige Kn  gelegten  Tangeuten;  jeder  Geraden  entsprechen  7n  auf 
ihr  liegende  Punkte  („Coincide^izpunkte^') ^  ihre  Schnittpunkte  mit  der 
zugehörigen  C,,,. 

So  gehört  zu  jedem  Connexe  eine  Hauptcoincidenz ;  umgekehrt 
dagegen  gibt  es  unendlich  viele  Connexe  (w,  n),  denen  eine  gegebene 
Hauptcoincidenz  {m,  n)  angehört.  Ist  nämlich  /  =  0  einer  von  diesen, 
so  enthalten  offenbar  alle  Connexe: 

(2)  fJ^MU:,  =  Q, 

wo  vi/ =  0  einen  beliebigen  Connex  (m —  1,  n—  1)  darstellt,  die- 
selbe Hauptcoincidenz  wie  f.  Alle  folgenden  Untersuchungen  über  die 
Hauptcoincidenz  eines  Connexes  f  gelten  daher  ebenso  für  alle  aus  /' 
und  w.i-  wie  in  (2)  zusammengesetzten  Zwischenformen, 

Die  Hauptcoincidenz  wird  nun  dadurch  von  ganz  besonderem 
Interesse,  dass  sie  zu  den  algebraischen  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung'*)  in  engster  Beziehung  steht,  wie  wir  sogleich  sehen  werden. 
Wenn  man  durch  jeden  Punkt  der  Ebene  die  w  Richtungen  der  Ge- 
raden zieht,  welche  ihm  in  der  Hauptcoincidenz  entsprechen,  und 
diese  als  Bogenelemente  eines  Curvensystems  betrachtet,  so  setzt  sich 
aus  ihnen  ein  System  von  Curven  zusammen,  von  denen  n  durch 
jeden  Punkt  hindurchgehen;  und  zwar  sind  die  Tangenten  derselben 
in  dem  Punkte  die  dem  letzteren  in  der  Hauptcoincidenz  zugehörigen 
n  Strahlen.     Zur  Aufsuchung  der  so    entstehenden    Curven    hat    man 


*)  Es  wird  nicht  zu  einem  Missverständnisse  führen  können,  wenn  hier  das 
Wort  Ordnung  in  anderer  Bedeutung  gebraucht  wird  als  bisher  im  Texte.  Wir 
verstehen,  wie  auch  sonst  üblich,  unter  Differentialgleichung  erster  Ordnung  eine 
solche,  in  der  nur  die  ersten  Differentiale  dcc^hez.  du-  vorkommen,  diese  aber 
zu  beliebig  hoher  Dimension. 
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eine  Differentialgleichung  zu  integriren ,  die  in  folgender  Weise  ge- 
funden Avird.  Wir  setzen  wieder  f=aj"Ua".  Es  sei  u  eine  durch 
den  Punkt  x  gehende  Gerade,  welche  ihm  in  der  Hauptcoincidenz 
entspricht,  so  dass  /  {x ,  ti)  =  0  und  w^.  =  0.  Ein  zu  x  benachbarter 
Punkt  X  -\-  (Ix  befriedigt  dann  die  Gleichungen 

Udx  ^  u^dxy  +  u.,dx^^  -\-  x.^dx,^  =  0, 

woraus  man  die  Verhältnisse  der  ii;  gleich  denen  der  aus  den  Xi  und 
dxi  gebildeten  Determinanten  findet.  Führt  man  also  letztere  in  f 
oder  in  /-{-  Mujc  ein,  so  erhält  man  die  Differentialgleichung: 

(4)  f{x^,x.^, x.^ ; x^ dx^—x.^ dx^, x_^ dx^  —x^ dx.^, x,  dx^ — 0^2 dx^^aj"{a x dx)"=0. 

Dualistisch  entsprechend  kann  man  ausgehen  von  einem  Strahle  u 
und  seinen  ?}i  Coincidenzpunkten.  Zieht  man  durch  einen  derselben 
einen  zu  u  benachbarten  Strahl  u  -f-  du,  so  wird  auf  letzterem  sich 
ein  ihm  zugeordneter  Punkt  x  -\-  dx  befinden;  von  diesem  kann  man 
dann  ebenso  weiter  gehen  und  erhält  so  ein  System  von  Curven,  von 
denen  f?i  eine  beliebige  Gerade  berühren.  Zur  Bestimmung  derselben 
treten  an  Stelle  der  Gleichungen  (3)  die  Gleichungen: 

(5)  11^  =  0 ,         (du)^  ^  x^dui  -\-  x^du.,  -{-  x.^du^  =  0 , 

woraus  man  an  Stelle  von  (4)  die  Differentialgleichung  findet: 

(G)  /  ((u  d  u) ,  w)  EH  («  u  du)"'  ita"  =  0  . 

Dies  Curvensystem  hat  also  die  Eigenschaft,  dass  die  Tangente  einer 
Curve  desselben  in  einem  ihrer  Punkte  durch  einen  der  Coincidenz- 
strahlen  dieses  Punktes  gegeben  wird.  Durch  ganz  dieselbe  Eigen- 
schaft war  aber  auch  das  durch  die  Differentialgleichung  (4)  gegebene 
Curvensystem  charakterisirt ;  beide  Sysleme  sind  daher  identisch:  Die 
Gleichung  (5)  ist  die  DifferentiaUjlcicliung  in  Liniencoordinaten  für  das- 
selbe Curvensystem,  dessen  Gleichung  in  Punlctcoordinaten  durch  Integra- 
tion der  Differentialgleichung  (4)  gewonnen  wird.  Die  hierdurch  dar- 
gestellten Curven  neimen  wir  die  Hauptcoincidenz  -  oder  Integral  -  Curven 
des  Connexes  f  =  0. 

Die  hier  auftretenden  algebraischen  Differentialgleichungen  (4) 
und  (5)  sind  die  allgemeinsten  ihrer  Art,  wenn  dem  Connexe  /  =  0 
allgemeine  Coefficienten  beigelegt  werden;  denn  jede  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  mit  algebraischen  Coefficienten  kann  auf  diese 
Weise  erhalten  iverden.  Den  Zusammenhang  zwischen  einer  gegebenen 
Differentialgleichung  zwischen  zwei  Veränderlichen  und  der  Haupt- 
coincidenz eines  Connexes  kann  man  nämlich  offenbar  in  folgender 
Weise  darlegen. 
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Es  sei  eine  algebraische  Gleichung  zivischen  x,  y  und  p  ==  —- 
gegeben:  cp  {x,  y  ^  p)  =  0.    Man  bringe  die  Gleichung  cp  =  0  in  die  Form: 

(7)  f{x,    y;     —p,     xp-y)  =  0, 

was  noch  auf  unendlich  viele  Weisen  geschehen   kann.     Dann  ist  immer 

(8)  fi'^'       -^:     "*,     '^\=0 

^     '  V'-^s'         ^3'  W2'         «2/ 

die  Gleichung  eines  Connexes,  dessen  Integralcurven  durch  die  Gleichung 
^  =  0  gegeben  iverdcn.  In  der  Tliat  setzt  man  wieder  «,  =  {xdx)i 
und  dann  x.^  =  1,  dx-^  =  ^;  ^'i  =  x,  x.^  =  y,   so  geht  die  Gleichung 

(8)  wieder  in  (7)  über.  Statt  (8)  könnte  man  übrigens  auch  jede 
Gleichung : 

/  +  ^  M  =  0 

als  zugehörige  Conuexgleichung  wählen,  dem  entsprechend,  dass  die 
Gleichung  (7)  auf  verschiedene  Weisen  gebildet  werden  kann. 

Wie  wir  hier  in  (4)  und  (5)  zwei  verschiedene  Differentialglei- 
chungen für  dieselben  Curven  vor  uns  haben,  kann  man  jede  alge- 
braische Differentialgleichung  durch  eine  andere  ihr  äquivalente  ersetzen 
und  so  die  Integration  oft  vereinfachen.*)  Man  hat  zu  dem  Zwecke 
die  gegebene  Differentialgleichung  zunächst  auf  die  Form  (7)  zu  brin- 
gen, den  zugehörigen  Connex  (8)  aufzustellen  und  in  ihm  Xi  =^  {udu)i 
statt  Ui  ==  (xdx)i  zu.  setzen. 

Beispiele  für  die  Bestimmung  von  Integralcurven  werden  wir 
weiterhin  behandeln ;  hier  betrachten  wir  nur  einen  besonders  einfachen 
Fall,  nämlich  den  Connex,  welcher  durch  das  Verschwinden  der  Func- 
tionaldeterminante  zweier  Formen  q)  =  «./",  ijj  =  a^"  und  der  Form 
Ux  dargestellt  wird: 

(9)  {a  K  n)  r/.,.'"  -  ^  a^"  -  ^  =  0  . 
Derselbe  gibt  die  Differentialgleichung: 

mn  {a_^ccd,r:  —  «r^rf.r)  f'.v" ~  ^ ß^.r" ~~ ^  ^  m q) d i>  —  n^d(p  =  0. 
Seine  Hauptcoincidonzcurven  sind  also : 

w  log  ip  —  n  log  <p  =  log.  l , 
wenn  A  einen  l\irameter  bedeutet,  oder: 

(10)  ip"'  —  lq)"  =  0. 

*)  Entsprechende  Betrachtungen  für  den  Raum  (d.  i.  die  Ueberführung  einer 
für  Punktcoordinaten  gegebenen  Differentialgleichung  in  eine  solche  für  Ebenen- 
coordinaten)  findet  man  bei  Plücker:  System  der  Geometrie  des  Raumes, 
Düsseldorf  1846,  p.  27. 
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Und  hierdurch  ist  gleichzeitig  die  Integration  der  Ditferentialgleichung : 

{aau)  {audu)'"-^  (auäti)"-'^  =  0 

gegeben;  wenigstens  wird  letztere  durch  Lösung  des  rein  algebraischen 
Problems  geleistet,  die  Gleichung  der  Curven  (10)  in  Liniencoordi- 
nateu  aufzustellen.  Man  ersieht  aus  (10),  dass  in  der  That  durch 
jeden  Punkt  der  Ebene  eine  Curve  des  Systems  geht,  während  jede 
Gerade  von  7n  -\-  7i  —  2  Curven  berührt  wird.  Zunächst  nämlich  würde 
die  Liniencoordinatengleichung  der  Curve  (10)  vom  Grade  2  {tnn  — 1) 
in  l  werden;  da  aber  in  dem  Systeme  die  Curve  ^  /«-fach  enthalten 
ist,  und  so  jede  beliebige  Gerade  in  jedem  ihrer  n  Schnittpunkte 
(ni — l)-fach  berührt  (vgl.  p.  424),  so  muss  die  Liniencoordinaten- 
gleichung für  jede  Linie  die  n  (w  —  1)- fache  Wurzel  A  =  0  und 
analog  die  m  {n  —  1) -fache  Wurzel  A  =  oo  zulassen.  Nach  Absonde- 
rung der  entsprechenden  Factoren  bleibt  sie    in   der  That- vom  Grade 

2  (?nn  —  l)  —  (m  —  1)  n  —  (n  —  1)  ?n  =  ?n  -\-  ?i  —  2 . 

Dass  in  (10)  algebraische  Integralcurven  auftreten,  ist  durch  die 
specielle  Natur  des  gewählten  Beispiels  bedingt;  im  Allgemeinen  wird 
man  traussceudente  Curven  erhalten,  von  denen  aber  auch  immer 
n  durch  einen  beliebigen  Punkt  gehen,  ?n  eine  beliebige  Gerade  be- 
rühren. Für  diese  Curvensysteme  kommt  also  den  Zahlen  n,  m  eine 
Bedeutung  zu,  ähnlich  derjenigen,  welche  wir  früher  in  der  Theorie 
der  Charakteristiken  den  Zahlen  ji-,  \ji  (bez.  fi,  v)  beilegten;  und  in 
der  That  lassen  sich  auch  verschiedene  auf  diese  Zahlen  bezügliche 
Sätze  über  Systeme  algebraischer  Curven  unmittelbar  auf  die  allge- 
meineren Systeme  Iransscendenter  Curven  übertragen,  ivclche  durch  eine 
Differentialgleichung : 

f  Lv,  y,  '^\  =  0     oder  besser:     aj"  (axdx)"  =  0 

definirt  sind. 

Ziehen  wir  z.  B.  durch  einen  festen  Punkt  alle  möglichen  Ge- 
raden, so  wird  jede  derselben  in  m  Punkten  von  den  Curven  des. 
Systems  berührt;  und  die  Gleichung  Äy  =  0  des  Ortes  dieser  Berüh- 
rungspunkte ergibt  sich  durch  Elimination  von  u  aus  den  Gleichungen: 

?/  ,.  =z.  0  ,  yy  =  0,  aj"  Ua"  ^  0  , 

ist  also  gegeben  durch: 

(11)  Xy  =  aj''{axyy  =  0] 

ebenso  führt  die  dualistisch  entsprechende  Ueberleguiig  zu  der  Gleichung: 

(12)  ü,  =  {ciuv)"'Ua"  ==0-, 
und  wir  haben  die  Sätze: 
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Der  Ort  der  Punkte  x,  welche  durch  '  Die  Enveloppe  der  Strahlen  u,  welche 

ihre    Verbindungslinien     mit    einem  1  durch  ihre  Schnittpunkte  mit  einem 

festen   Punkte  y   zu  Elementen   der  festen  Strahle  v  zu  Elementen  der 

HaiqHcoincidenz     ergänzt    werden^  \  Huuptcoincidenz     ergänzt    werden, 

ist  eine  Curve  der  Ordnung  m  -f-  n  ;  ist   eine  Curve  der  Klasse   m  -\-  n  \ 

Xy=^;  und  diese  Curve  hat  einen  Uv  =  ^;    und    diese    Curve    hat   v 

n- fachen  Punkt  in  y.  zur  m- fachen  Tangente. 

Die  Ordnung  der  Curve  X,j  =  0  ist  also  in  der  That  ebenso  von 
den  Zahlen  n,  m  abhängig,  wie  die  Ordnung  der  entsprechend  defi- 
nirten  Curve  bei  algebraischen  Systemen  nach  einem  Satze  auf  p.  414 
von  den  Charakteristiken  ^,  ^'  eines  solchen  Systems;  und  auch  das 
Verhalten  beider  Curven  in  dem  festen  Punkte  y  ist  dasselbe.*)  — 

Unter  den  Punkten  der  Ebene  sind  nun  besonders  diejenigen  aus- 
gezeichnet, für  welche  zwei  der  )i  von  ihnen  ausgehenden  Richtungen 
zusammenfallen;  und  da  diese  Forderung  einer  Bedingung  äquivalent 
ist,  wird  es  noch  einfach  unendlich  viele  Punkte  der  Art  geben,  d.  h. 
dieselben  werden  eine  Curve  bilden.  Ebenso  erhält  man  eine  andere 
Curve  als  Enveloppe  der  Geraden,  für  welche  zwei  zugehörige  Coin- 
eidenzpunkte  einander  benachbart'  liegen.  Wenn  zwei  der  n  von  einem 
Punkte  X  aus  an  die  zugehörige  E„  gelegten  Tangenten  zusammen- 
fallen sollen,  so  muss  der  Punkt  x  offenbar  auf  der  Ä'„  liegen;  stellt 
man  also  die  Gleichung  f  {x,  u)  =  0  der  letzteren  in  Punktcoordinaten 
X  in  der  Form  F  {x,  X)  =  0  dar,  so  ist  F  (x,  x)  =  0  die  Gleichung 
des  gesuchten  Ortes.  Man  erhält  daher  den  Ort  der  Punkte  x,  ivelche 
auf  ihrer  zugehörigen  Kn  liegen ,  und  für  ivelche  so?nit  zwei  der  zuge- 
hörigen Fortschreitungsrichtungen  der  Haiiptcoincidenz  zusammenfallen, 
indem  tnan  die  Curve  l{„  in  Punktcoordinaten  x  darstellt.  Dualistisch  ent- 
sprechend erhält  man  den  Ort  der  Linien  u,  welche  ihre  zugehörige  6'„, 
berühren,  indem  man  die  letztere  in  Liniencoordinaten  u  darstellt. 

Die  erstere  Curve  existirt  natürlich  nur ,  wenn  w  >  1 ,  die  letztere 
nur,  wenn  w  >  1 ;  die  Fälle  m  =  1  oder  n  =  1  verlangen  daher  noch 
eine  besondere  Besprechung;   wir  kommen   auf  letztere  später  zurück. 

Für  den  Connex  r/.^  w«^  =^  0  erhält  man  z.  B. : 
F(x,  X)=^a^b^,iaßXy, 
und  der  Ort  der  betreffenden   Punkte   ist  folglich   gegeben   durch   die 
Curve  vierter  Ordnung: 

F  {x,  x)  zzL  a^b^c  {ccßx)'  =  0  . 
*)  Ebenso  gilt  iür  die  Systeme  transscendenter  Curven  auch  der  Satz,  dass 
eine  Curve  der  Ordnung  n  und  der  Klasse  k'  von  k' n  -f  n^?^  Curven  des  Systems 
berührt  wird;  vgl.  Fouret:  Sur  les  systemes  genöraux  de  courbes  planes,  Bulle- 
tin de  la  socie'te  mathematique  do  France,  t.  2,  p.  72  und  96.  —  Man  erkennt, 
wie  auch  die  weitereu  Untersuchungen  von  Fouret  über  simultane  Curven- 
systeme  der  Art  in  engster  Beziehung  zur  Connextheorie  stehen. 
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Für  den  Connex  aJ^Ua'  =  0  findet  man: 

F{x,Ä)  =  aJbJ{aßXy 
und  somit  die  Curve  sechster  Ordnung: 

F{x,x)^  ajbj  {aßxy  =  0  . 
Die  hier  gemeinten  Curven  stehen  in  besonderer  und  sehr  wich- 
tiger  Beziehung  zu  den  Integralcurven  des  Connexes  f  =  0.  Betrach- 
ten wir  die  Punkte  auf  beiden  Seiten  der  Curve  F{x,x)  =  0.  Für 
einen  Punkt  der  letzteren  selbst  fallen  zwei  der  zugehörigen  Zweige 
der  Integralcurven  zusammen;  nach  den  bekannten  Gesetzen  der  Con- 
tinuität  müssen  diese  Zweige  daher  für  Punkte  auf  der  einen  Seite  der 
Curve  F  {x,  x)  =  0  reeW,  für  Punkte  auf  der  anderen  Seite  dieser 
Curve  imaginär  sein.  Es  haben  also  in  jedem  Punkte  von  F  ==  0  zwei 
reelle  Zweige  der  Integralcurven  dieselbe  Tangeute,  oluie  sich  über 
diesen  Punkt  fortzusetzen,  d.  h.  es  entsteht  eine  Spitze  der  Integral- 
curve  (vgl.  Fig.  74).  Fügt  man  die  dualistisch  entsprechende  Ueber- 
legung  und  die  Umkehrung  beider  hinzu,  so  kann  man  daher  die 
beiden  Sätze  aussprechen: 
Der    Ort    der  Punkte,    welche    auf  \  Die  Enveloppe   der  Linien,    welche 


den  ihnen  im  Connexe  zugehörigen 
Curven  Kn  liegen,  (F  =  0)  ist  zu- 
gleich der  Ort  der  Spitzen   der  In- 


die  ihnen  im  Connexe  zugehörigen 
Cm  berühren,  (F'  =  0)  ist  zugleich 
der    Ort   der    Wendetangeiiten    der 


Fig.  74. 


tegralcurven  des  Connexes.  *)  |  Integralcurven  des  Connexes. 

Die    zu    den    Punkten  von  i^  =  0  gehörigen   Rückkehrtangenten 

der  Integralcurven  werden    dabei    im  Allgemeinen  eine   andere  Curve 

0  =  0  umhüllen,  und  ebenso  wer- 
den die  Wendepunkte  jener  Curven 
eine  neue  Curve  0'  =  0  beschrei- 
ben. Nur  in  einzelnen  Punkten 
von  /'  wird  es  eintreten,  dass  die 
einem  solchen  entsprechende  Rück- 
kehrtangente in  ihm  zugleich  Tan- 
gente von  F'\^i,  wie  z.  B.  im  Punkte 

A  in  Fig.  74.**)     Nur  wenn  zwischen  den  Coefficienten  der  Gleichung 
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*)  Geht  man  von  einer  Difierentialgleichinig  in  rechtwinkligen  Coordiuaten : 
/"(!,  Vy  P)  =  0  aus,  so  erhält  man   offenbar  die  Curve  F  =  0  durch  Bildung  der 

Discriminante  von  f  in  Bezug  auf  die  Veränderliche  P  =  -ri  • 

**)  Von  der  in  A  berührenden  Integralcurve  sondert  sich  hier  gleichzeitig 
eine  Gerade  ab.  Dies  Beispiel  ist  zunächst  der  Theorie  der  Flächen  dritter  Ord- 
nung entnommen,  deren  Haupttangentencurven  sich  in  der  Nähe  der  paraboli- 
schen Curve  so  verhalten.  Vgl.  Klein:  Math.  Annalen,  Bd.  6.  —  Auf  den  Zu- 
sammenhang der  Curve  F  =  0  mit  der  singulären  Lösung  der  Differentialgleichung 
kommen  wir  im  letzten  Abschnitte  zurück. 
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/'=  0  besoutlere  Bedingungen  erfüllt  sind,  wird  es  vorkommen  können, 
dass  die  Tangente  eines  jeden  Punktes  von  F  auch  Tangente  der  zu- 
gehörigen h'n  ist.  Alsdann  wird  /'in  jedem  Punkte  von  einer  Integral- 
curve  berührt:  die  Curve  /' =  0  gibt  dann  ein  singuläres  Integral  der 
Differentialgleichung  f  =0,  wie  wir  später  noch  näher  ausführen  wer- 
den; ein  solches  wird  dagegen  im  Allgemeinen  nicht  auftreten. 

Aus  dem  oben  angegebenen  Bildungsgesetze  von  F  und  F'  lassen 
sich  leicht  Ordnung,  bez.  Klasse  dieser  .Curven  bestimmen;  denn  eine 
Curve  «*•-"'  Klasse  ist  im  Allgemeinen  von  der  Ordnung  n  {n  —  1),  und 
ihre  Punktgleichung  vom  Grade  2  [n  —  1)  in  den  Coefticienten  der 
Liniengleichung.  iVan  findet  daher  für  die  Ordnung  von  F  die  Zahl 
(n  —  1)  (2  m  -\-  n)  und  für  die  Klasse  von  F'  die  Zahl  {m'—\){^n-\-  m). 

Die  hier  auftretenden  Curven  F  ==  0  sind  aber  keineswegs  die 
allgemeinsten  Curven  der  Ordnung  {n  —  \)i2m-\-n),  sie  sind  viel- 
mehr durch  verschiedene  Singularitäten  ausgezeichneti  Zur  Bestim- 
muntj  der  letzteren  betrachten  wir  die  Beziehung  zwischen  den  Curven 
F  =  0  und  0  =  0  genauer ,  wo  also 

F=0  den  Ort  der  Rückkehrpunkte  der  Integralcurven , 
0  =  0  den  Ort  der  Rückkehrtangenten  derselben 

darstellt.  Beide  Curven  sind  ihrer  Definition  nach  eindeutig  auf  ein- 
ander bezogen :  einem  Punkte  x  von  F  entspricht  als  Tangente  von  0 
eben  die  Tangente  der  zu  x  gehörigen  //„  im  Punkte  x.  Nun  hat 
eine  solche  K„  im  Allgemeinen  t]  n  [n  —  2)  (?«-  —  9)  Doppelpunkte;  es 
wird  daher  in  einer  endlichen  Zahl  von  Punkten  der  Ebene  vorkommen 
können,  dass  der  Punkt  x  mit  einem  Doppelpunkte  der  zugehörigen 
Kn  zusammenfällt;  und  dann  entsprechen  ihm  zwei  verschiedene  Tan- 
genten derselben,  und  somit  zwei  verschiedene  Tangenten  von  O. 
Dies  kann  nach  den  Gesetzen  der  eindeutigen  Transformation  nur  ein- 
treten, ivenn  der  betreffende  Punkt  ein  Doppelpunkt  von  F  ist.  Die  Zahl 
solcher  Doppelpunkte  bestimmen  wir  hiernach  mit  Hülfe  des  Corre- 
spondenzprincips  von  Salmon  und  Zeuthen  (p.  387)  folgendermassen. 
Jedem  Punkte  x  entsprechen  a  =  ^n  {n  —  2)  (w^  —  9)  Punkte  xj, 
die  Doppelpunkte  der  zu  x  gehörigen  K„.  Um  die  Zahl  a  der  umge- 
kehrt zu  y  gehörigen  Punkte  x  zu  finden,  haben  wir  nach  der  Zahl 
der  Curven  Kn  zu  fragen,  welche  in  einem  gegebenen  Punkte  ij  einen 
Doppelpunkt  haben.  Jeder  durch  ij  gehende  Strahl  u  wird  von  un- 
endlich vielen  ä'„  berührt;  unter  ihnen  sind  ni-  Curven,  welche  u  in 
y  berühren;  es  gibt  daher  ausserdem  noch: 

2  {ii  -  1)  m"'  —  2  w2  =  2  nni'  —  4  nC- 

Curven  A'„,  welche  u  berühren  und  zugleich  durch  y  gehen.  An  jede 
der'  letzteren  kann   man   von  y   aus   noch   n  —  3  Tangenten  v  legen. 
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deren  Berührungspunkte  nicht  auf  u  liegen;  und  so  entsprechen  jedem 
Strahle  u  2  m-  (n  —  3)  (n  —  2)  Strahlen  v ,  und  ebenso  umgekehrt. 
Fallen  zwei  entsprechende  Strahlen  zusammen,  so  geht  die  betreffende 
IC,  noch  ein  zweites  Mal  durch  fj,  d.  h.  hat  in  y  einen  Doppelpunkt. 
Da  nun  je  zwei  Coincidenzen  der  Art  durch  dieselbe  /^„  veranlasst 
werden,  so  ist  einfach: 

ß'  =  2  m2  (n  —  2)  (n  —  3)  . 

Um  die  Zahl  a  -{-  a  -^  ß  der  Coincidenzen  von  Punkten  x  und  tj 
in  der  Ebene  zu  finden,  müssen  wir  jetzt  noch  die  Ordnung  ß  der 
Curve  angeben,  welche  von  ij  durchlaufen  wird,  wenn  x  eine  Gerade 
beschreibt.     Setzt  man  aber  x  =  '^  -\-  2.rj ,  so  stellt  die  Gleichung : 

(f/|  +  A  a,j)"'  IIa"  =  0 

ein  System  von  Curven  Ä'«  dar,  von  denen  2  ?h  (n  —  1)  durch  einen 
beliebigen  Punkt  gehen  und  m  eine  beliebige  Gerade  berühren.  Durch 
dualistische  LTebertragung  unserer  früheren  Untersuchungen  über 
Curvensysteme  (p.  416)  finden  wir  daher  für  die  Ordnung  des  Ortes 
der  Doppelpunkte  y  den  Werth: 

ß^.9  (n  —  2)  (n  —  3)  nm  . 

Die  Zahl  de?'  Doppelpunkte  von  F  ist  somit  schliesslich: 

(13)  «  -f  «'  -f-  /3  =  J-  {n  -  2)  (n  -  3)  { (2  m  +  nf  +  3  «  } . 

Analog  findet  man  die  Zahl  der  Spitzen  von  F  gleich  der  Zahl 
der  Punkte  x,  welche  mit  einer  Spitze  y  der  zugehörigen  K,,  zusammen- 
fallen.    Hier  ist: 

a  =  o  n  {n  —  2) ,         a  ==  o  /«-  ( n  —  2) , 

wobei  letztere  Zahl  sich  durch  Betrachtung  einer  Correspondenz: 

(w^  {n  —  2) ,        2  /«2  (;j  _  2)) 

zwischen  den  Strahlen  eines  beliebigen  Büschels  ergibt.  Endlich  findet 
mau  nach  p.  416: 

ß  =  o  mn  {n  —  2) , 

und  somit  die  Zahl  der  Spitzen  von  F  =0  gleich: 

(14)  3  („  _  2)  (m2-f  ?«/? -f- ;?). 

Um  die  Klasse  von  0  zu  bestimmen,  gehen  wir  von  den  Formeln 
aus,  welche  die  eindeutige  Beziehung  der  Tangenten  von  0  auf  die 
Punkte  von  F  vermitteln.  Sei  symbolisch  AJ^Ax^'  =  0  die  Gleichung 
der  zu  x  gehörigen  /i„  in  Punktcoordinaten  Ä,  wo  ^  =  2  m  {n  —  1 ), 
V  ==  n  {n  —  1),  so  sind  jene  Trausformationsgleichungen  offenbar: 

(15)  Q  Ui  =  A^t'  A^'  - 1  Ai  =  (fi  (x)  . 
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Die  drei  Curven  cpi  =  0  gehen  zunächst  durch  sämmtliche  Doppel- 
punkte und  Spitzen  von  F=-^  hindurch,  denn  wenn  x  ein  Doppel- 
punkt der  Curve  AJ'  hf  =  0  ist,  so  verschwinden  eben  die  drei  Grössen 
^,-  {£) ;  und  wir  haben  gesehen ,  dass  dann  /''  in  x  einen  Doppelpunkt 
hat.  In  unseren  allgemeinen  Formeln  für  die  eindeutige  Transforma- 
tion (p.  666)  müssen  wir  demnach  setzen: 

Wir  haben  jetzt  noch  die  Zahl  6  der  einfachen  Punkte  von  F  zu 
suchen,  durch  welche  die  drei  Curven  g)/ =  0  gleichzeitig  hindurch- 
gehen. Unter  den  zweifach  unendlich  vielen  Curven  Kn  wird  es  ein- 
fach  unendlich  viele  geben,  die  eine  Doppeltangente  besitzen,  und  die 
zugehörigen  Punkte  x  werden  eine  Curve  /•  =  0  bilden,  welche  sich 
durch  Elimination  der  w/  aus  den  Gleichungen: 

(17)  ^/^"' »./ - 1 «,  =  0 

ergibt,  welche  also  von  der  Ordnung  3  m  [n  —  1)^  ist.  Auf  P  wird 
es  ferner  eine  endliche  Zahl  von  Punkten  x  geben,  durch  welche  die 
Doppeltangente  der  zugehörigen  I{„  hindurchgeht.  Diese  Punkte  liegen 
dann  gleichzeitig  auf  F  =0,  denn  für  sie  fallen  zwei  der  entsprechen- 
den 71  Strahlen  der  Hauptcoincideuz  in  die  Doppeltangente  zusammen ; 
und  für  sie  bestehen  gleichzeitig  die  drei  Gleichungen: 

denn  die  DoiDpeltaugente  ist  als  doppelt  zählender  Zweig  der  Curve 
pier  Ordnung  ^./Aa"  =  0  aufzufassen.  Durch  die  so  charakteristjHen 
Punkte  gehen  demnach  edle  drei  Curven  cpi  ==  0  hindurch.  Die  Zahl  der 
Punkte  bestimmt  sich  in  folgender  Weise.  Die  Gleichung  der  von 
den  Doppeltangenten  umhüllten  Curve  ergibt  sich  durch  Elimination 
der  Xi  aus  den  Gleichungen  (17);  sie  ist  also  von  der  Klasse  3ot-  (n  —  1). 
Auf  der  Curve  P  =  0  haben  wir  somit  zwischen  den  Punkten  x  und 
den  Schnittpunkten  y  der  zugehörigen  Doppeltangente  eine  Corre- 
spondenz: 

(3m(n~iy-,         3m^n—l))^. 

Die  Zahl  der  gesuchten  Punkte  von  P  =  0  und  somit  auch  die  Zahl 
der  einfachen  Punkte  von  F  =  0,  welche  den  (pi  gemeinsam  sind,  ist 
daher  gleich: 

(18)  3  m  (n  —  1)  (m  +  n  —  1) . 

Endlich  ist  noch  zu  bemerken,  dass  die  Curven  q?i  =  0  die  Rück- 
kehrtangenten von  /''  =  0  in  den  betreffenden  Rückkehrpunkten  be- 
rühren.    Da  nämlich  nach   dem   Obigen  die   Curve   F^AJ'AJ  =  0 
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in  einem  Doppelpiinkle  der  zu  x  gehörigen  /i'„  ebenfalls  einen  Dopjiel- 
punkt  hat,  so  sind  die  Grössen  .</A./~' A,  und  Aj^  —  '^Ai^J  einander 
proportional;  und  folglich  kann  man  die  Gleichungen  (15)  auch  er- 
setzen durch: 

(19)  QHi=^  AJ'-'^J■Ai. 

Sind  nun  für  einen  Rückkehrpunkt  x  von  F  die  dxi  bestimmt  durch 
die  Gleichung  «v.r^  =  0,  d.  i.  durch: 

^J'-^'^/-^^^{il-V)A,J^,:'■^2ilvA,A.A,,,^,,.,.^v(v-\)AJK,J]==(), 

vio  also  die  Grössen  y,  die  Coordinaten  der  Rückkehi'tangente  bedeuten, 
so  ist  nach  (15)  die  x  entsprechende  Tangente  von  0  bestimmt  durch: 

Q  Ui  =  ^.,.'*  - 1 A.,-''  -  -  { ft  Aa.r  A.v  +  (^  —  1 )  ^.r  Kt.v  }  A." 

und  nach  (19)  durch: 

q'  II i  =  ^,.."  -  ^  A..''  - 1  { (|tt  -  1)  A^,,  A.,  +  vA[,  A,/,. )  Ai . 

Also  haben  wir: 

{q  ^  -j-  Qv)  u.i,^.  =  Vdx~       und:       q  m  =  Vd<c  .  v,-  =  0  . 

Letztere  Gleichungen  sagen  in  der  That  aus,  dass  die  Curven  g^j  {x)  =0 
auch  den  Punkt  x  -j-  dx  enthalten,  d.  h.  die  Linie  v^:  =  0  in  c^-  be- 
rühren. In  unseren  allgemeinen  Formeln  für  die  eindeutige  Trans- 
formation (p,  'o^^^  haben  wir  daher  die  Zahl  0  gleich  der  Summe  der 
Zahl  (18)  und  der  Zahl  der  Rückkehrpunkte  zu  wählen: 

(20)  (?  =  3  w  («  —\){m-\-n  —  X)-\r  3  (w  —  2)  (m^  +  mn  -f  n) . 

Die  Klasse  von  0  ivird  daher  schliesslich  in  Rücksicht  auf  {\Q)  gleich: 

(21)  {n,  -\-  v)  s  —  6  —  2  X  =  m"^  -\-  2  m n  —  ?n  -f  ti  -'*) 

Da  somit  Klasse  und  Geschlecht  der  Curve  0  =  0  bekannt  sind, 
kann  man  die  Zahl  ihrer  Doppeltangenten  leicht  berechnen,  denn 
Wendetangejiten  werden  im  Allgemeinen  nicht  vorkommen;  diese 
Rechnung  soll  hier  indess  nicht  mehr  auso;eführt  werden. 


*)  Diese  Zahl  lässt  sich  auch  in  folgender  Weise  finden.  Auf  jeder  Linie  ?< 
durch  y  liegen  ;«  zugehörige  Funkte  x  der  Hauptcoincideuz:  die  Schnittpunkte 
von  u  mit  der  Curve  X  =^  f'J"  (axy)"  =  0;  von  jedem  dieser  ;«  Punkte  gehen 
noch  71  —  1  weitere  Strahlen  v  der  Hauptcoincideuz  aus;  man  erhält  also  eine 
durch  ?/  gehende  Tangente  von  O,  wenn  eine  Linie  u  mit  einer  der  entsprechen- 
den m  (n  —  1}  Linien  v  zusammenfällt.  Nun  umhüllen  die  Linien  v  eine  Curve, 
die  sich  durch  Elimination  der  x  aus  den  Gleichungen: 

aj"  (a xy)"  =  0  ,         Vr  =  0,         aj"  vj'  =  0 

ergibt  und  also  von  der  Klasse  (??j -j- ")^  ist.  Von  ihr  sondert  sich  aber  ?n-fach 
zählend  der  Punkt  y  ab,  und  sie  hat  ausserdem  einen  n- fachen  Punkt  in  y. 
Man  kann  also  'an  sie  von  y  aus  noch  {m-\-n)^  —  m  —  n  (n  —  1 )  ^  to^  -f-  2  ;«  w  —  ?«  -f-  n 
Tangenten  ziehen;  und  diese  Zahl  ist  also  die  Klasse  vo7i  O. 
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Durch  dualistische  Uebertragung  der  gewonnenen  Resultate  erhält 
man  die  Eigenschaften  der  Curven: 

F'  =  (),  des  Ortes  der  Wendetangenten  der  Integralcnrveu ,  und 
0'  =  0;  des  Ortes  ihrer  Wendepunkte. 
Erstere  Curve  ist  von  der  Klasse   {ii  —  1)  (2  n  -(-  ?n),   die  Zahl   ihrer 
Doppeltangenten  ist  gleich: 

^  {m  —  2)  (m  —  3)  { (2  «  +  mf  +  3  w } , 
und  die  Zahl  ihrer  Wendetangenten  gleich: 

3  {fn  —  2)  (n^  -\-  nm  -\-  ?)i) . 

Die  Ordnung  von  O'  endlich  ist  gegeben  durch  die  Zahl: 

?i-  -\-  2  nm  —  ?i  -\-  m. 

Daraus  kann  man  die  übrigen  Plücker'schen  Zahlen  beider  Curven 
berechnen,  da  ihr  Geschlecht  dasselbe  ist,  und  da  0' =i=  0  im  All- 
gemeinen keine  ßückkehrpunkte  besitzen  wird. 

Wir  haben  die  Curven  F  und  0  hier  zunächst  in  ihrer  Beziebung 
zu  der  Differentialgleichung  der  Hauptcoincidenz  betrachtet.  Unab- 
hängig von  diesem  Gesichtspunkte  sind  indess  F  und  0  offenbar  als 
Co  Varianten  bez.  Contravarianten  des  Connexes  /'  =  0  oder  auch  der 
Hauptcoincidenz  des  letzteren  aufzufassen.  Da  aber  die  Differential- 
gleichung der  Integralcurven  unzertrennlich  mit  der  Hauptcoincidenz 
des  Connexes  verknüpft  ist,  so  wird  man  ebenso  gut  von  Functional- 
invarianten  der  Differentialgleichung  als  von  solchen  der  Hauptcoin- 
cidenz sprechen  können;  und  dafür  bieten  uns  dann  die  Formen  F, 
<t>,  F',  0'  die  einfachsten  Beispiele.  Es  eröffnet  sich  so  ein  neuer 
Gesichtspunkt  für  das  Studium  algebraischer  Differentialgleichungen: 
man  wird  sich  nicht  nur  darauf  beschränken  müssen ,  die  Integration 
derselben  zu  versuchen,  sondern  man  wird  einen  wesentlichen 
Theil  seiner  Aufmerksamkeit  auch  auf  das  Studium  ihrer  Functional- 
invarianten  zu  verwenden  haben,  d.  i.  auf  die  Untersuchung,  wie  viel 
in  der  Theorie  der  Differentialgleichungen  von  linearen  Transforma- 
tionen al)hängig  ist,  wie  viel  unabhängig  von  solchen  Transformationen 
bestehen  bleibt. 

Hat  man  indess  einmal  diesen  Gesichtspunkt  gewonnen,  so  wird 
man  auch  weiter  gehen  und  allgemeine  eindeutige  Transformationen, 
wie  sie  oben  kurz  betrachtet  wurden  (p.  956),  an  Stelle  der  linearen 
treten  lassen.  Es  ist  aber  hervorzuheben,  dass  nicht  jede  eindeutige 
Transformation  der  Form : 

P      q  r       s 

(22)  Qyi=  <Pi  (x ,  u) ,        a  V;  =  ^i  {x,  ?/) , 

welche   den  Connex  /(.<',  ?/)  =  0  in   einen    Connex   F  [ij,  v)  =  0   ver- 
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wandelt,  auch  die  Hauptcoiucideuz  des  Connexes  /  in  die  Ilaupt- 
coiucidenz  des  Connexes  F  überführt;  denn  für  die  Coincidenz,  welche 
aus  der  Ilanptcoincidenz  von  f  entsteht^  ist  die  Bedingung  Vy  =  0 
nicht  nothwendig  von  selbst  erfüllt.  Die  Ilauptcoincidenz  von  F  geht 
vielmehr  aus  derjenigen  Coincidenz  hervor,  welche  aus  f=0  durch 
den  Connex  E(pi  rpi  =^  0  ausgeschnitten  wird.  Die  Elemente  der  Ilaupt- 
coincidenz, Avelche  in  /'=0  von  den  Punkten  und  Tangenten  einer 
Curve  %  {x)  =  0  gebildet  werden,  gehen  also  im  Allgemeinen  in  die 
Elemente  eines  Curven^;««/-^^  von /^  =  0  über.  Ist  jedoch  insbesondere 
die  Substitution  (22)  so  beschaffen,  dass  vermöge  f=0  die  Bedin- 
gung w.i.  =  0  in  die  Bedingung  v^  =  0  transformirt  wird,  so  geht  die 
Hauptcoincidenz  von  /  in  die  Hauptcoincidenz  von  /'  über.  Das  aus 
einer  Curve  %  =  ^  entstehende  Curvenpaar  hat  also  jetzt  die  Eigen- 
schaft, dass  jede  Taugente  der  einen  Curve  des  Paares  durch  den 
entsprechenden  Punkt  der  anderen  Curve  hindurchgeht.  Sollen  aber 
die  beiden  letzteren  Curven  zusammenfallen,  d.  h.  sollen  die  Punkte 
und  Tangenten  einer  Curve  %  {x)  =  0  übergehen  in  die  Punkte  und 
Tangenten  einer  Curve  X  (y)  =  0*),  so  müssen  in  Folge  unsej-er  Tram- 
formalion die  leiden  Bedingungen  Ux  =  0  und  u^a:  =  0  vermöge  /  =  0 
bez.  übergeführt  tverden  in  Vy  =  0  und  i\iy  =  0.  Nur  in  diesem  Falle 
entsteht  daher  aus  einer  Integralcurve  des  Connexes  /  eine  Integral- 
curve  des  Connexes  F\  nur  dieser  Fall  der  Transformalion  ist  daher 
für  die  mit  der  Hauptcoincidenz  von  f  zusammenhängende  Differential- 
gleichung von  Bedeutung.  Nur  in  Bezug  auf  diesen  engeren  Kreis 
algebraisch  -  eindeutiger  Transformationen,  welcher  sich  auf  die  Diffe- 
rentialgleichung als  solche  bezieht,  kann  mau  sonach  insbesondere  von 
dem  Geschlechte  einer  Differentialgleichung  sprechen,  indem  man  unsere 
früheren  Betrachtungen  über  Coincidenzen  auf  die  Hauptcoincidenz 
von  /  anwendet  (p.  9(31).  Das  Geschlecht  ist  dann  eine  Zahl,  welche 
bei  den  genannten  Transformationen  immer  erhalten  bleibt.  —  Selbst- 
verständlich kann  man  auch  die  oben  gebildeten  Differentiale  für  die 
Hauptcoincidenz  aufstellen,  indem  man  den  Connex  cp  ==  0  durch  den 
identischen  Connex  w^- =  0  ersetzt.  Man  erhält  einfach,  wenn  noch 
(r/a),  =  d  und  {bß)i  =  yi  gesetzt  wird: 

Q  .{x  dx  d'x)  u  0  .  {ii  du  d'u)  c^ 


dl  = 


y 


Wir  wollen   nun  die   Bedingungen   aufstellen,   denen   die  in  {22) 
vorkommenden    Functionen    (pi,    ^,-  genügen    müssen,    wenn    sie    die 


'*■)  Letztere  L-ann  dabei  iusbesoudere  aus  eiuem  Punkte  und  den  durch  ihn 
gehenden  Strahlen  bestehen;  dann  ist  sie  allerdings  nicht  mehr  in  Punktcoordi- 
naten  darstellbar.  In  dem  Falle  erscheint  also  der  Punkt  als  ein  Integral  der 
Differentialgleichung. 
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Hauptcoiucideiizcurven  von  /  in  diejenigen  von  F  überführen  sollen. 
Zunächst  geben  die  Bedingungen  Vy  =  0,  v,!,,  =  0  unmittelbar  die 
Gleichungen: 

Zcpi^i  =  0    und     2Jxi>id(pi  =  0 . 

Beide  müssen  bestehen  in  Folge  der  Gleichungen  /^^O,  w^,.  =  0.  Die 
erstere  führt  daher  auf  die  zu  erfüllende  Identität: 

(23)  2J(pi^i  =  Kf-\-  Mii^  . 
Die  andere  Gleichung  aber  gibt  entwickelt: 

(24)  2:2;^,-  ^~  dx,  +  i:i:i,i  ?^'  duu  =  o . 

Da  nun  gleichzeitig  die  Gleichungen  bestehen: 

ExidUi  =  0  ,         HxiUi  ==  0 ;         ^Xifxl  ^  mf  =  0  , 
so  kann  man  setzen: 

(25)  dm  =  KU;  -]- k/'^/ . 
Ferner  erhält  man  aus  /  =  0  durch  Differentiation : 

(26)  2:/:,;  dx;  +  2Jf„:dUi  =  0 , 

und  hieraus  folgt,   da  Uuif,,^'  =  0 ,   wegen  (25)  eine  Bestimmung  von 
X  allein,  während  x  unbestimmt  bleibt. 
Aber  in  Folge  der  Gleichung: 

0  =  Uiiif,,!  =  (f„'xdx) 

kann  man  auch  setzen: 

(27)  dxi  =  %Xi  +  Xf,.: . 

Führt  man  diese  Werthe  ebenfalls  in  (26)  ein,  so  bleibt: 

(28)  (A  +  r).2;A,.'/;,;  =  o. 

Das  Verschwinden  des  zweiten  Factors  wollen  wir  zunächst  ausschliessen. 
Tritt  dieses  also  nicht  ein ,  so  hat  man  A  -f  ^•'  ==  0 ,  und  die  Gleichung 

(24)  geht  vermöge  (25)  und  (27)  über  in: 

{x'p  +  X  q)  Zcp;^,;  +  l'  2J2JH;;  (^^  If^  -  ^;  ^^)  =  0 . 

Es  muss  somit,  wenn  man  (23)  zu  Hülfe  nimmt,  noch  eine  Identität 
der  Form  bestehen: 

Die  Gleichungen  (23)  und  (29)  enthalten  alle  Bedingungen ,  denen  die 
Functionen  (pi,  ^i  genügen  müssen;  man  kann  in  Folge  derselben 
unmittelbar  zwei  dieser  Functionen  durch  die  übricven  ausdrücken. 
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Die  Form  der  letzten  Gleichung  ist  in  Bezug  auf  die  q)i  und  t^,- 
unsymmetrisch.  Dass  aber  diese  Functionen  in  Wahrheit  symmetri- 
schen Bedingungen  unterworfen  sein  müssen,  folgt  aus  dem  dualen 
Charakter,  der  oben  für  Differentialgleichungen  überhaupt  nachge- 
wiesen wurde,  und  in  der  That  erhält  man  aus  (2l>)  und  (29)  zusammen 
auch  leicht  diejenige  Form  der  einen  Bedingung,  welche  zu  (29)  sym- 
metrisch ist.     Unterwirft  man  nämlich  die  Gleichung  (23)  dem  Process: 


so  erhält  man  links  zwei  Theile,  deren  einer  die  linke  Seite  von  (29) 
ist,  während  der  andere  durch  Vertauschung  der  cp  und  ^  aus 
ihm  hervorgeht;  auf  der  anderen  Seite  aber  erhält  man  die  Form 
K" f  -\-  M"u.r,  also  auch  den  zu  (29)  symmetrischen  Ausdruck  ähnlich 
dargestellt;  q.  e.  d. 

Die  Bedingungen  dafür,  dass  durch  die  Transformation  (22)  die 
Differentialgleichung  der  Integralcurven  von  f  =  0  in  die  Differential- 
gleichung der  Inlegralcurven  von  F  =  0  übergeführt  wird'*),  sind  also  in 
sgnwietrischer  Form : 


(30) 


^      i    k  \^^/c  ^"k  Ou^   dx,J 

ZJUW;   (  ^^ ^ ^—   ö I    =   A  -\-   M    Uoc. 


Es  bleibt  nur  noch  der  Ausnahmefall  zu  untersuchen,  in  welchem 
schon  eine  Gleichung: 

2: 1^  |/^  =  ///  +  Mu. 
dx.  du- 

besteht,  und  daher  der  linke  Tlieil  derselben  durch  sein  Verschwinden 
das  Bestehen  der  Gleichung  (28)  herbeiführt.  Wir  wolleii  zeigen^  dass 
in  diesetn  Falle  keine  eigentliche  Differentialgleichung  vorliegt. 

Sind    zunächst  ^j,  ^.,,  I3,  rji,  tj.,,  t].^  beliebige    Grössen,    so    sieht 
man,  dass  das  Product: 


Xi 

U 

bi 

Wi 

u 

rj! 

X2 

a; 

^2 

?<2 

u 

^2 

X3 

ful 

^3 

M3 

u 

Vs 

für  alle  Elemente  der  Coincidenz  verschwindet,  denn  in  der  durch  die 
Multiplication  entstehenden  Determinante  verschwinden  in  unserni 
Falle  vier  Elemente,  welche  ein  Rechteck  bilden.     Es  muss  also  einer 


*)  Man  kann  auch  verlangen ,  dass  der  Transformation  (-22)  diese  Eigenschaft 
in  Bezug  smt  jeden  Connex  /"=  0  zukommt.  Dies  gibt  die  sogenannten  ßerütnungs- 
transformaüonen ;  vgl.  darüber  den  Schluss  dieses  Bandes. 
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der  Factoren  des  obigen  Products  Null  sein;  d.  li.  man  hat,  da  die 
I,  rj  beliebig  sind,  entweder: 

(31)  0:2/«/  —  x.^if».'  =  0  ,  x.^/'u,'  —  x^  ful  =  0 ,  x^  fj  —  X.,  f„[  =  0  , 
oder: 

(32)  Wj /x/  —  Wy  /^./  =  0 ,     ^^3 /;,.,'  —  2/,  Z;,/  =  0 ,     ?/,  /Ir,'  —  n.,  fa[  =-  0 , 

immer  unter  der  Voraussetzung  /'=0,  z/.i- =  0. 
Betrachten  wir  nun  die  Gleichung: 

Xy  =  f(x,  [xy))  =  aj-  {axyY  =  0 , 

welche  in  den  Veränderlichen  ?/  das  Product  der  n  Geraden  darstellt, 
die  in  der  Hauptcoincidenz  von  x  ausgehen ,  und  aus  der  die  Diffe- 
rentialgleichung entsteht,  wenn  man  die  t/i  durch  die  dxi  ersetzt. 
Durch  die  Substitution  Uj  =  (xy),-,  welche  die  Bedingung  w^  =  0  iden- 
tisch erfüllt,  verwandeln  sich  die  Gleichungen  (31)  in: 


(33) 


d  Vi. 


0  ^i  =  0         ^  =  0 


Diese  Gleichungen  sollen  für  alle  Werthsysteme  x,  y  bestehen,  für 
welche  Xy  =  Q  ist.  Ist  also  Xy  irreducibel,  so  sind  sie  unmöglich, 
denn  die  linken  Theile  von  (33)  sind  von  niedrigerer  Ordnung  als 
Xy,  mithin  nie  durch  Xy  theilbar.  Ist  aber  Xy  reducibel  etwa  gleich 
il)  .  %  .  .  .,  wo  ip,  %,  .  .  .  irreducibel,  so  verwandeln  sich  die  Gleichun- 
gen (33)  in: 


^  . 


'^+;t. ..!?+.. 


Für  Werthe ,  die  der  Gleichung  1/^  =  0  genügen ,  gibt  dies 


1 


(^Vi 


=  0; 


es  muss  also  entweder  einer  der  Factoren  %, 
es  müssen   alle  Ausdrücke  75-^  verschwinden. 
Xy  die  Form  haben  muss: 

Xy=      M^      .X, 

wo  X  die  y  nicht  mehr  enthält.     Ist  also 


.  .  gleich    ^  sein,   oder 
Man    erkennt    so,    dass 


M  =  W(x,  {xy)), 


so  wird: 


r=X„.^2Q.'V^{x,u)-{-Nu^ 

die  allgemeinste  Form  des  zugehörigen  Coijnexes. 

In    einem    solchen    Connexe   {?fi,2a)   entspricht  jedem  Punkte  x 
eine  Curve,  welche  in  ihm  einen  (j -fachen  Punkt  hat,  jeder  Geraden 
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u  eine  Curve,  welche  von  ihr  in  q  Punkten  berührt  wird,  während 
die  übrigen  tn  —  2  q  Schnittpunkte  auf  einer  festen  Curve  X  ==  0  liegen. 
Die  Haupicoincidenz  des  Connexes  besteht  in  diesem  Falle  aus  der  simjit- 
lären  Curve  X  =  0,  gedacht  als  Ort  von  Büschelcentren ,  und  aus  der 
doppelt  zählenden  Jlauplcoincidcnz  des  Connexes  Y  =  0. 

Nur  dualistisch  entgegengesetzt  verhält  sich  der  Fall,  in  welchem 
die  Gleichungen  (32)  an  Stelle  von  (31)  treten.  — 

Die  Formeln  für  die  eindeutige  Transformation  in  nicht  homo- 
gener Form  werden,  wenn  |,  ri  die  neuen  Veränderlichen  bedeuten, 
dadurch  erhalten,  dass  man  in  den  früheren  Formeln  ?/,  =  ^y., ,  tj^=^r^yz 
setzt.     Man  hat  dann 

wo  cp,  (Pi,  ff-y  doppelt  homogene  Functionen  der  Reihen  x,  y,  1,  —  p, 
1 ,  xp  —  y  sind  (p.  965).     Die  Gleichungen  für  die  Vi  erhält  man  am 

einfachsten,  indem  man  -r^  bildet,  für  den  darin  vorkommenden  Aus- 

'  dt, 

druck  "-4  aber  seinen  aus  ^  =  0  fliessenden  Werth  setzt.     Die  Glei- 

dx^  dx 

chung  /==  0  geht  dadurch  in  eine  Gleichung  zwischen  ^;  ^j  3t  wber. 

Wir  haben  also  die  allgemeinste  Transformation  vor  uns,  bei  welcher 
die  neuen  Veränderlichen  und  deren  erste  Differentialquotienten  Func- 
tionen der  alten  und  ihrer  ersten  Differentialquotienten  sind. 


V.    Beispiele  für  die  Bestimmung  von  Hauptcoincidenzcurven. 

Im  Folgenden  sollen  noch  einige  Beisjjiele  für  die  Integration  der 
Differentialgleichung  der  Hauptcoincidenzcurven  gegeben  werden.  Die- 
selben sind  dadurch  von  besonderem  Interesse,  dass  sie  zum  Theil  mit 
früheren  andern  Untersuchungen  im  Zusammenhange  stehen. 

1)  Schon  oben  wurde  bemerkt  (p.  937},  dass  der  lineo- lineare 
Connex,  d,  i.  der  Connex  (1,  1),  uns  unmittelbar  die  Verwandtschaft 
der  Collineation  liefert.  Da  nun  die  letztere  im  Allgemeinen  in  der 
kanonischen  Form: 

Ql/i  =  ^iXi 

angenommen   werden   darf  (p.  262),   so   kann   der  allgemeine  Connex 
(7,.?/„  =  0  auch  auf  die  kanonische  Form  transformirt  werden: 

Hieraus  aber  erhalten  wir  die  Differentialgleichung: 

z  ,  Xi{x.y  dx.^  —  x-^dxo)  +  x._,a-.,(a'3 dx^  —  x^  dx.^)-\-x.]X..(x^  dx.^ — .T.^f/.r,)  =  0, 
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oder  nach  einfacher  Uraforraimff : 


(^2  —  ^d  '^  +  (^3  —  ^l)  V"'  +  ^^^  ~  ^-^^ 


dXa 


0 


Die  Gleiclmng  der  Hauptcoincidenzciirven  des  limo- linearen  Connexes  ist 
also  im  Allgemeinen  von  der  Form: 

x^"^  -  "' x./'  -  "■' x/-'  -  '^^  =  Const. 

Sie  sind  somit  insbesondere  algebraisch,   wenn  die  Grössen  Xi  sich  zu 
einander  wie  ganze  Zahlen  verhalten.  —  Auf  diese  Curven  werden  wir 
beim  Studium  des  Connexes  (1,1)  noch  zurückkommen. 
2)  Es  seien  durch  die  Gleichungen: 

-      «,2  =  0,         hj  =  0,         cj  =  0,         dj  =  0 

vier  von  einander  unabhängige  Kegelschnitte  gegeben.  In  dem  drei- 
fach unendlichen  Curvensysteme : 

(1)  jc^aj  +  x.,bj  +  JC3f^.2  -f  TC^dJ  =  0 

gibt  es  dann  noch  zweifach  unendlich  viele  Curven,  die  in  ein  Linien- 
paar zerfallen;  und  zwar  gibt  es  zu  jedem  Punkte  der  Ebene  ein 
Linienpaar,  dessen  Doppelpunkt  in  dem  Punkte  selbst  liegt,  wovon 
man  sich  leicht  überzeugt  (was  übrigens  auch  aus  der  folgenden  alge- 
braischen Entwicklung  hervorgeht).  Alle  diese  Linienpaare  werden 
ein  System  von  Curven  umhüllen*),  von  denen  zwei  durch  einen  be- 
liebigen Punkt  gehen;  für  sie  wollen  wir  zunächst  die  Differential- 
gleichung aufstellen  und  dieselbe  sodann  integriren. 

Jede  Linie  n  der  Ebene  wird  durch  eine  andere  Linie  v  zu  einem 
Linienpaare  unseres  Systems  (1)  ergänzt.  Die  Gleichung  der  Linie  v 
findet  man  durch  Elimination  der  Grössen  x,-  und  y,  aus  den  Gleichungen : 

x,«//,  -f-  x^bii:  -f  x.^Cik  +  x^dik  =  UiVu  +  ViUh 

0  =  v^, 
EUttijcXiXk,  etc.,  in  der  Form: 


wenn  a.. 


(2) 


'23 


'31 


0 


*33 
*23 


L/,2 
0 


C-n 


22 


c>. 


12 

0 


d,, 

^22 
^33 


^31 

^12 
0 


2w, 
0 
0 
0 

Mo 


0 

2m, 
0 

Mg 
0 

X., 


0 
0 

Wo 


*)  Dies  Cui'vensystem  ist  für  die  sogenannte  S te in er'sche  Fläche  von  Wich- 
tigkeit; vgl.  im  Folgenden  Clebsch:  Ucber  die  St  einer 'sehe  Fläche,  Crelle's 
Journal,  F.d.  07. 
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Diese  Gleichung  stellt  einen  Connex  (1,  2)  dar;  für  constante  v  ist 
sie  die  Gleichung  der  zu  u  gehörenden  Geraden  v,  für  constante  x 
also  gibt  sie  einen  Kegelschnitt  als  Enveloppe  der  Linien  u,  deren 
zugehörige  Linien  v  durch  x  gehen.  Insbesondere  bilden  die  beiden 
von  X  aus  an  diesen  Kegelschnitt  gehenden  Tangenten,  d.  i.  die  bei- 
den zu  X  gehörenden  Linien  der  Hauptcoincidenz,  dasjenige  Linienpaar 
unseres  Systems,  dessen  Scheitel  in  x  selbst  liegt.  Die  aus  unserem 
Connexe  (2)  durch  die  Substitution  ui  =  {xclx)i  hervorgehende  DiÖe- 
rentialgleichung  ist  sonach  die  Differentialgleichung  der  von  uns  ge- 
suchten Curven. 

Dieselbe  erscheint  bei  dieser  directen  Aufstellung  in  einer  Form, 
welche  das  Integral  nicht  unmittelbar  erkennen  lässt;  in  passenderer 
Gestalt  dagegen  erhält  man  dieselbe  Gleichung  durch  folgende  Ueber- 
legung.  Nach  früheren  Erörterungen  (p.  385)  gibt  es  bekanntlich 
eine  einfach  unendliche  Schaar  von  Kegelschnitten*) 

(3)  w„2-f-AV  =  0, 

welche  sämmtlich  mit  allen  Kegelschnitten  des  Systems  (1)  in  ver- 
einigter Lage  sind ,  so  dass  unabhängig  von  l  die  Gleichungen  bestehen : 

Soll  nun  ein  Linienpaar  mit  allen  Kegelschnitten  (3)  vereinigt 
liegen,  d.i.  der  gegebenen  dreifach -unendlichen  Schaar  (1)  angehören, 
so  heisst  dies,  dass  die  Linien  ii  und  v  desselben  einander  in  Bezug 
auf  alle  Curven  (3)  polar  conjugirt  sind,  d.  h.  dass  die  Gleichungen 
bestehen : 

llaVa  =  0      und       U^iVji  =  0  . 

Eliminirt  man  jetzt  aus  ihnen  und  aus  der  Gleichung  «'.^  ==  0  die  v,-, 
so  erhält  man  den  Connex  (2)  in  der  einfacheren  Gestalt  einer  Func- 
tionaldeterminante : 

(aßx)  Xlallß  =  0  . 

Die  Hauptcoincidenzcurven  dieses  Connexes  aber  sind  uns  aus  einem 
früheren  Beispiele  schon  bekannt  (p,  965)-,  es  sind  eben  die  Kegel- 
schnitte der  Schaar  (3).  Letztere  bilden  daher  das  gesuchte  Curvensystem. 
3)  Wir  gehen  zu  einem  Beispiele  über,  welches  dadurch  an 
Interesse  gewinnt,  dass  es  sich  auf  einen  Connex  f=0  bezieht,  für 
welchen  vermöge  /  =  0  und  ii^  =  0  die  oben  besprochene  Bedingung 

ZI  S^  iJ-=()  erfüllt  wird.  Gegeben  sei  ein  Kegelschnitt  a^'^b^^^c^?^^ 


*)  Ueber  weitere  algebraische  und  geometrische  Beziehungen  zwischen  den 
Systemen  (1)  und  (3)  vgl.  die  auf  p.  .519  geuanuteu  Aufsätze  von  Smith  und 
Rosanes. 
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und  eine  ihn  in  zwei  getrennten  Punkten  treffende  Gerade  v^  =  0.'*) 
Zufolge  früherer  Betrachtungen  (p.  74)  stellt  dann  der  Kegelschnitt: 

(5)  («  4-1)'  (ffiii')'  •  l>x'  —  4a.  {auv)  a,r  .  (buv)  h^  =  0 

den  Ort  der  Punkte  x  dar,  deren  Verbindungslinie  mit  dem  Schnitt- 
])unkte  von  ii  und  v  den  Kegelschnitt  «^.^  =  0  so  trifft,  dass  die 
Punkte  X  und  {uv)  mit  den  Schnittpunkten  des  Kegelschnittes  das 
Doppelverhältniss  a  bestimmen.  Fügen  wir  also  die  Bedingung  w.^  =  0 
hinzu,  so  werden  durch  (5)  auf  der  Linie  it  zwei  Punkte  bestimmt, 
welche  mit  x  und  dem  Punkte  {uv)  das  Doppelverhältniss  a  bilden. 
Letzteres  gilt  ebenso,  wenn  wir  die  Gleichung  [b)  unter  der  Voraus- 
setzung n^i-  =  0  noch  weiter  umformen.     Nun  ist  identisch : 

(buv)  ttx  =  {auv)  Z>.r  —  {ahv)  u,^  +  {abu)  v.r , 

und  ferner  nach  der  Identität  (IV),  p.  283,  wegen  u^  =  0: 

2  {abu)  {avu)  b^^-v^^.  =  {abuY  vj  . 

Somit  geht  die  Gleichung  (5)  über  in: 

(6)  {a  —  \f  {auvf  .  bj  +  2  «  {abu^  vj  =  0 . 

Man  erkennt  sofort,  dass  jede  Curve  C^  und  /{.^  dieses  Connexes 
(2,  2)  dem  Büschel  «.,.-  -f-  ?.vj  =  0  angehört,  d.  h.  die  Curve  «^^  ,^  q 
in  ihren  Schnittpunkten  mit  y.,.  =  0  berührt.  Es  gibt  also  in  dem 
Connexe  (6)  nur  eine  emf-a.ch.  unendliche  Schaar  von  Curven  C^  und 
ebenso  nur  eine  mit  dieser  identische  tv/^fach  unendliche  Schaar  von 
A'j  (vgl.  p.  118).  Je  einfach  unendlich  vielen  Punkten  x  muss  daher 
dieselbe  A'j,  und  je  einfach  unendlich  vielen  Geraden  u  dieselbe  C.^ 
entsprechen.  Da  ferner  jede  Gerade  der  Ebene  nur  von  einem  Kegel- 
.schnitte  des  Büschels  berührt  wird,  so  bilden  alle  Punkte,  denen  die- 
selbe ÜT,:  2  {abuy  —  l  {auvy  =  0  vermöge  (6)  entspricht,  den  Kegel- 
schnitt: (ß  —  1)2  ^.,:-  -f-  aXv^"^  =  0,  so  dass  uns  hierdurch  eine  paar- 
weise Zuordnung  der  Kegelschnitte  unseres  Büschels  gegeben  ist. 
Unter  der  Schaar  von  Connexen  (6)  ist  aber  noch  besonders  ausge- 
zeichnet der  für  «  =  —  1  resultirende : 

(7)  /■  =  2  {a  u  vT'  bj  —  {a  b  uf  vJ  =  0  . 
Es  besteht  nämlich  die  Identität: 

/'-\-2  {abv)  {avu)  b,r  .  ii.r  =  2  [{avii)  «r]- ; 
und  dieselbe  sagt  zufolge  unserer  allgemeinen  Erörterungen  aus  (p.  977), 

dass  vermöge  /=  0,  u.^.  =  0  die  Bedingung  U ^^  ^  =  0  erfüllt  ist, 

°     °       dx-  du-  ' 

dass  also   in  unserm  Falle  jeder  Punkt  x  auf  der  zugehörigen  K.,  Hegt, 


*}  Vgl.  im  Folgenden  den  auf  p.  811  und  826  genannten  Aufsatz  von  Harnack. 
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und  Jede  Gerade  u  die  zugehörige  C,  bcrülirl.  Gleichzeitig  i'olgt,  dass 
die  Haupte oincidenzcurven  des  Connexes  (7)  doppelt  zählend  aus  denen 
des  Connexes  {avii)  a^  =  0  bestehen,  d.  h.  (nach  p.  965)  eben  wieder 
aus  den  Ciirven  C^,  hez.  K.^  des  Connexes  (7). 

Die  Gleichung  (6)  nun  kann  man  auch  durch  ein  Eliminations- 
verfahren aus  einem  gewissen  Systeme  von  Gleichungen  erhalten,  und 
diese  Herleitung  derselben  führt  unmittelbar  zur  Aufstellung  ihrer 
Tntegralcurven  durch  eine  Schlussweise,  die  wir  sogleich  näher  be- 
sprechen werden.  Setzt  man  nämlich  in  (6)  Xi  =  {udii)i,  so  resultirt 
die  Differentialgleichung: 

(8)  {a—  1)2  {auvY  (buduY  +  2  «  {abny  (puduf  =  0  ; 

und  dies  ist  nichts  anderes,  als  das  Resultat  der  Elimination  der  Grösse 
B  aus  den  beiden  in  D  quadratischen  Gleichungen: 

^l  D-  .{abuy  [cuvy  -\-  B    .  {abuf  {vudu) -\-      (audnY  =  0 
^  -*      ^  DK  {abuf  {cuvf  +  Da  .  {abuf  {vudu)  +  «^  {auduf  =  0  . 

Die  erste  der  Gleichungen  (9)  aber  entsteht  wieder  durch  Elimination 
der  Xi  aus  den  drei  Gleichungen: 

D  .  «T  {avif)  -}-  {du)x  =  0  ,         aj  =  0  ,         lu.  =  0 ; 

und  wir  können  ihr  daher  leicht  eine  Bedeutung  beilegen.  Durch  die 
erste  der  letzten  Gleichungen  ist  nämlich  die  Grösse  B  als  das  zur 
Grundcurve  aj^=0  gehörige  Differential  dritter  Gattung  definirt,  dessen 
Unendlichkeitspunkte  in  den  Schnittpunkten  von  v.^.  =  0  mit  «j:^  =  0 
liegen;  denn  vermöge  w^  =  0  und  u,,.^  -\-  {du)^  =  0  ist  (vgl.  p.  768): 

D  = -. r  =  ^ tur  Ci  =  (y  uy, . 

Die  Gleichung  gibt  so?iach  den  JVet^th  des  Differentials  D  in  den 
Schnittpunkten  der  Grundcurve  a,^-  =  0  mit  u,r  =  **,  wenn  man  von  der 
Linie  u  zu   einer  benachbarten   Linie  u  -{-  du  fortschreitet.     Folglich 

ist  (8)  die  Bedingung  dafür ,  dass  D  und  -  D  gleichzeitig  Wurzeln  der 

ersten  Gleichung  (9)  seien,  d.  h.  dass  zwischen  den  Wurzeln,  />,  und 
Do,  dieser  Gleichung  die  Relation  bestehe: 

oder  wenn  iv^ ,  iv^  die  Werthe  des  Integrals  iv  =  JD  in  den  Schnitt- 
punkten von  u  mit  aj'  =  0  bedeuten,  dass  die  Gleichung  bestehe: 

(10)  W2  =  ccw^  -\-  C , 

wo  C  eine  Integrationsconstante  bedeutet. 

Nun  kann  man  bekanntlich  die  Punkte  der  Curve  r/.,-  ==  0  als 
rationale    Functionen    zweiten    Grades    eines    Parameters   a  =  e'"  dar- 
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stellen,  wenn  wieder  rv  =^  j D  das  logarithmische  Integral  bedeutet; 
d.  h.  wir  können  für  einen  Punkt  x  der  C.^  setzen: 

axi  =  cpi  (iv) , 

wo  dann  die  qp,  einfach  periodische  Functionen  sind.  Besteht  jetzt 
zwischen  den  zu  zwei  Punkten  x  und  y  der  C^  gehörigen  Integralen 
iv^,  iv^  die  Relation  (10),  so  wird  01/1==  cpi{aiv  -\-  C),  und  die  Coor- 
dinaten  der  Verbindungslinie  beider  Punkte  sind: 

(11)    ^u^  =  (p2  (10)  .  cp2,  (cctv  -\-  C)  —  9)3  (?6')  .  g).,  [aiü  -\-  C) ,     etc. 

Diese  Verbindungslinien  aber  umhüllen  zufolge  unserer  Ableitung 
der  Gleichung  (8)  aus  den  Gleichungen  (9)  die  Integralcurven  des 
Connexes  (6).  Die  Gleichungen  (11)  geben  daher  die  Parameterdarstellung 
der  Integralcurven  des  Connexes  (6);  eliminirt  man  aus  ihnen  die 
Grösse  tv,  so  erhält  man  die  Gleichung  der  Intelgralcurven  selbst. 
Man  erkennt  sofort,  dass  letztere  algebraisch  (und  dann  vom  Ge- 
schlechte Null)  sind,  wenn  a  eine  rationale  Zahl  bedeutet,  dagegen 
transscendent,  wenn  a  irrational  ist.  Für  alle  Werthe  von  a  geben 
die  Punktcurve  aj^  ==  0  und  die  Doppellinie  y^'^  =  0  ein  particuläres 
Integral  der  Gleichung  (8)  in  Punktcoordinaten,  die  Klassencurve 
{abny-  =  0  und  das  Punktepaar  [avuy^^O  ein  particuläres  Integral 
in  Liniencoordinaten. 

4)  Es  fällt  sofort  der  Zusammenhang  in  die  Augen,  welcher  zwi- 
schen den  letzten  Erörterungen  und  früheren  Untersuchungen  über 
die  Geometrie  auf  einer  Curve  dritter  Ordnung  besteht  (p.  619  ff.); 
denn  jetzt,  wie  damals,  benutzten  wir  die  Relationen  zwischen  Punkte- 
paaren auf  einer  Grundcurve,  um  die  Umhüllungsgebilde  der  Verbin- 
dungslinien je  zweier  zusammengehörigen  (durch  eine  transscendente 
Relation  verbundenen)  Punkte  zu  bestimmen.  Die  Coordinaten  Ui  der 
Tangente  stellten  wir  damals  als  elliptische  Functionen  eines  Para- 
meters dar,  und  für  die  entsprechende  Darstellung  traten  im  letzten 
Beispiele  in  ganz  analoger  Weise  einfach -periodische  Functionen  auf. 
Wie  nun  hier  eine  Relation  zwischen  den  Parameterwerthen  zweier 
Punkte  des  Kegelschnitts  die  Bestimmung  der  Integralcurven  eines 
gewissen  Connexes  ermöglicht,  so  können  wir  auch  bei  den  Curven 
dritter  Ordnung  eine  entsprechende  Relation  zur  Integration  algebrai- 
scher Differentialgleichungen  verwerthen.  Es  kann  dies  geschehen, 
indem  mau  zunächst  die  Gleichung  aufstellt,  welche  die  Werthe  des 
Differentials  erster  Gattung: 

,  (rx  (Ix)  ^ 

X      c 

in  den  Schnittpunkten  einer  Linie  w.^  =  0  mit  der  Grundcurve  «.^.-^  =  0 
liefert,  vorausgesetzt,  dass  die  Punkte  x  -f-  dx  auf  einer  benachbarten 
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Geraden  ti  -\-  du  liegen:  eine  Gleichung,  die  dann  genau  der  ersten 
von  obigen  Gleichungen  (9)  entspricht.*) 

Zur  Aufstellung  der  erwähnten  Gleichung  haben  wir  die  Grössen 
•c,  und  clxi  aus  den  folgenden  Gleichungen  zu  eliminireu  (vgl.  p.  810).- 

fLv-ctc  D  =  {cxäx),     aj  =  0,     «.^'«./.r  =  0,     u^  =0,     {du)^  -}-  ?/rf^  =  0. 

Vermöge  der  letzten  Gleichungen  können  wir  aus  der  ersten  die  dxi  ent- 
fernen, indem  wir  a  =  {rii)i  setzten,  wo  die  r,  ganz  willkürlich  sind, 
denn  es  ist  dann  wegen  u^  =  0: 

{cxdx)  =  —  i'x  {du).r . 

Ferner  können  wir  die  zweite  und  dritte  Gleichung  durch  eine  der 
ersten  analog  gebildete  ersetzen,  in  der  nur  willkürliche  Grössen  Si 
statt  der  r,  stehen,  denn  beide  Gleichungen  sind  eben  tiu?-  äquivalent, 
wenn  «^^  =  0  und  «^^ ^^^^ ^  ,^  q.  Schliesslich  erwächst  also  die  Auf- 
gabe, aus  den  zwei  Gleichungen: 

qJ  =  qJ^  =  aj  (aru)  .  B  -f-  7\  (du),^  =  0 
6j  EZ  (?./2  ^  aj  {asu)  .  D  -f  s,^  {dn)^  =  0 

und  aus  u,.  =  0  die  Xi  zu  eliminiren.  Das  Resultat  ist  bekanntlich 
gegeben  durch  die  Gleichung  (vgl.  p.  281): 

(13)  {QQ'i'y  •  {(jo'u)-   -  {Qöuy  .  (q'ö'u)'-  =  0  . 

Statt  indessen  den  links  stehenden  Ausdruck  direct  nach  (12)  zu 
berechnen,  verfährt  man  hier  besser  in  folgender  Weise.  Auf  der 
Linie  ?/.,.  =  0  werden  durch  die  Schnittpunkte  mit  den  Curven  qJ  =  0 
und  a.y'^  =  0  zwei  binäre  quadratische  Formen  dargestellt;  die  Resul- 
tante beider  muss  verschwinden,  wenn  die  Gleichung  (13)  besteht; 
diese  Resultante  ist  aber  identisch  mit  der  Discriminaute  der  Func- 
tionaldeterminante  der  beiden  Formen  (p.  218),  und  das  Punktepaar  der 
letzteren  wird  auf  ^/.^.  =  0  durch  die  Jacobi'sche  Curve  {qöu)  ^^r^i-  =  0 
ausgeschnitten.  Soll  daher  die  genannte  Discriminante  verschwinden, 
so  muss  der  Kegelschnitt  (^(?m)  Q^r^a:  =  0  von  der  Linie  w.^  =  0  berührt 
werden;  d.  h.  die  Gleichung  (13)  ist  identisch  mit  der  Liniencoordinaten- 
Gleichung  des  letzteren  Kegelschnitts,  geschrieben  in  Coordinaten  ?/,. 
Nun  ist  nach  (12)  in  unserm  Falle,  wenn  0  =  [cibuf  a^b:^: 

(qöu)  Qx<3a;  =  ^  {rsu)  [{du):^^  -\-  «^  (au du)  D  -\-  QD''-] 

—  Kx{\  (rsdii)  {du)-c  -\-  ^  a,r  (ars)  (audii)  D}. 


*)  Vgl.  im  Folgenden  Harnack:  Math.  Annalen,  Bd.  9,  p.  31  ff.  und  p.  218  ff. 
In  dem  vorhin  genannten  Aiafsatze  (id.  ib.  p.  407)  wird  insbesondere  gezeigt, 
wie  die  frühere  Gleichung  aus  der  jetzt  zu  betrachtenden  entsteht,  wenn  die  63 
in  eine  Co  und  eine  Gerade  zerfällt. 
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Lassen  wir  den  die  willkürlichen  Grössen  r,  s  enthaltenden  Factor 
{rsu)  fort,  so  hahen  wir  also  wegen  ?/.,==  0  die  Liniengleichung  des 
Kegelschnittes : 

(du)J  +  aj  {audu)  D  -{-QD'^  =  0 

zu  bilden ;  und  diese  ist  in  Rücksicht  auf  (Gleichung  (5)  und  (6)  p.  544 
gegeben  durch: 

(14)  iv^  .  /'  +  3  Z)  .  0'  +  2  /•'  =  0 , 

wo  0',  /"  aus  0,  /"  entstehen,  wenn  man  Xi  =  (udu)i  setzt,   wo  also: 

0'  ==  [ahiif  {audu)  (Oudu) ,        f  =  {audiiy 
und:  F  =  (abu)-  (cdii)-  {acii)  [bdu)  . 

Dass  in  der  Gleichung  (14)  der  Coefficient  von  D'  verschwinden  muss, 
war  nach  dem  AbeTschen  Theoreme  vorauszusehen,  denn  er  ist  pro- 
portional zu  der  Summe  der  drei  Werthe  von  D  in  den  Schnittpunkten 
von  a^'^  =  i)  mit  u.,.  =  0.*) 

Von  der  Gleichung  (14)  Averden  wir  nun  durch  folgende  Ueber- 
legungen  zu  unserm  Ausgangspunkte  zurückgeführt.  Nimmt  man 
zwischen  den  Wurzeln  i>,,  Z>2>  ^z  derselben,  ausser  der  Gleichung  des 
Abel'schen  Theorems:  i>j  -f-  -^2  "h  ^3  =  *^?  ^i^^  zweite  lineare  Re- 
lation an:  ^ 

fn^  B^  -\-  m^  D^  "{"^a  ^3  =  ^  ; 
in  der  die  nii  irgend  welche  rationale  oder  irrationale  Zahlen  bedeuten, 
oder  wegen  jener  ersten  Gleichung: 

(15)  D,  —  qD.,  =  0  ,     wenn     p  =  —  wg  —  ?«3 

so  muss  neben  (14)  die  Bedingung  erfüllt  sein: 

p^Z»^  .  F  -f  3  ()i>  .  0'  +  2  /•'  =  0  ; 
und  die  Elimination  von  D  aus  beiden  Gleichungen  gibt: 

(16)  F.f"^-^^-'=^Q'-^  =  0,     wenn     ^  =  |  .  ^^  , 
wo  man  statt  q  auch  die  Werthe 


oder 


"3 


1  -|-  p  1112  —  W'i  Q' 

setzen  kann,  ohne  den  Werth  von  6  zu  ändern.  Die  Gleichung  (16) 
ist  die  Differentialgleichung  für  die  Hauptcoincidenzcurveu  eines 
Connexes  (6,  6),  deren  Integration  vermöge  (15)  auf  eine  Quadratur 
zurückgeführt  ist,  wie  mau  nach  Analogie  der  Behandlung  des  vorher- 
gehenden Beispiels  sofort  erkennt. 


*j  Vgl.  die  zweite  Anmerkung  auf  p.  811. 
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Die  Gleichung  des  Connexes  (C,  6)  selbst  köniieu  wir  noch  in 
etwas  anderer  Form  schreiben.  Auf  der  Linie  u,r=0  nämlich  wird 
durch  f=0  eine  biniire  Form  dritter  Ordnung  bestimmt,  deren 
Hesse'sche  Form  durch  den  Kegelschnitt  0  =  0,  deren  cubische  Co- 
variante  durch  die  Curve: 

0  ^  {ab iif  {c a  11)  cj b^^  =  0 

auf  u,r  =  0  bestimmt  wird  (p.  543  f.).  Nun  besteht  zwischen  der  bi- 
nären Grundform  /",  deren  Hesse'scher  Form  A,  deren  Invariante  R 
und  deren  Covariante  Q  die  Identität  (p.  223): 

—  2  0"^  =  Bp  +  A"! . 

Zwischen  den  teruären  Formen  /',  0,  F  und  (>  besteht  also  auch  ver- 
möge t/j:  =  0  die  Identität: 

(17)  03  + i^/2_  _2^2^ 

und  folglich  gibt  (16)  auch  die  Differentialgleichung  der  Hauptcoincidenz- 
curven  für  den  andern  Connex: 

(18)  2(y3C>'  + ((?^  — 3(?  +  2)03  =  O. 

Schliesslich  können  wir  somit  den  Satz  aussprechen: 

Sind  die  Coordinalen  der  Punkte  einer  Fundainentalcurvc  dritter 
Ordnung  durch  doppelt  -  periodische  Functionen  (pi  {v)  eines  Parameters  v 
dargestellt  ^  so  erhält  man  die  Parameterdarstellung  für  die  Tangenten 
der  IJauptcoincidenzcurven  des  Connexes  (18),  indem  man  aus  den  Coor- 
dinalen ziveier  Curvenpunkte  mit  den  Argumenten  v  und  qv  -}-  c: 

Xi  =  (fi  (v)     und     yi  =  gp;  {qv  +  c) 

die  Coordinalen  Ui  =  {xy)i  ihrer   Verbindungslinie  ziisa?nmensetzt;   durch 

den  Werth  voji  q  (oder  —  (1  -f-  ()),  —      '  ^  imd  deren  reciproke  Werthe) 

ist  alsdann  der  zugehörige  Connex  char akter isirt ,  durch  c  die  Integrations- 
constante  geliefert. 

Für  allgemeine  Werthe  des  Moduls  sind  die  Hauptcoiucidenzcurven 
nur  dann  algebraisch,  wenn  q  eine  rationale  Zahl  ist;  und  zwar  wer- 
den sie,  wie  wir  früher  sahen  (p.  622),  von  der  Klasse  2(;/r-|-  mn  -\-  n-), 

wenn  p  =    -,  wo  ?n  und  n  ganze  Zahlen  sind.     Insbesondere  sind  sie 

also  von  der  sechsten  A' lasse  für  p  =^  1,  d.  i.  für  den  Connex  Q  =  0*) 
und  die  Hauptcoincidenzcurven  des  letzteren  stehen  zu  den  Systemen  von 
Steiner'^cÄ^n  Punktepaaren  auf  der  Grundcurve  /'=0  in  der  früher 
erörterten  Beziehung  (p.  621).     Für  p  =  1  hat  man  indess  als  uneigen t- 

*)  In  Betreff  des  Eliminationsproblems,  welches  die  Gleichung  dieses  Curven- 
systems  in  Linien-  und  Punkt -Coordinaten  liefert,  vgl.  Harnack  a.  a.  0.  p.  226 
und  233. 
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liehe  Lüsuii}^  noch  die  Bedingung  F  =  0  zu  berücksichtigen ,  denn  die 
Discriminante  der  Gleichung  (14)  ist  zunächst  gleich: 

F{(d'^  +  FP)  =  —  2  FQ''. 
Für  den  Connex  0  =  0  insbesondere  wird   ()-  -|-  ()  -|-  1  =  0   also 

Q  gleich  den  complexen  Werthen  von  //  1 ;  die  Jlauplcoincidenzcurven 
von  0  sind  also  im  Allgemeinen  (d.  h.  abgesehen  von  besonderen  We7then 
des  Müdids)  Iransscendenl.  — 

Auf  jeder  Tangente  einer  Integralcurve  des  Connexes  ^  =  0  liegt 
bekanntlich  ihr  Berührungspunkt  harmonisch  zu  ihren  drei  Schnitt- 
punkten mit/"=0,  und  der  Berührungspunkt  der  Tangente  einer 
Hauptcoincidenzcurve  von  0  =  0  ist  äquianharmonisch  zu  den  betref- 
fenden Punkten  von  /  =  0  (vgl.  p.  225).  Ganz  analog  kann  man 
nun  auch  die  Integralcurven  eines  beliebigen  Connexes  der  Schaar  (18) 
durch  eine  Doppelverhültnissrelation  cliarakterisiren.  Soll  nämlich  im 
binären  Gebiete  ein  Punkt  mit  den  Coordinaten  k^  =  \ ,  x.,  =  0  mit  den 
Verschwindungspunkten  einer  cubischen  Form  ax^=^aQX^^-]-'^a^x^'^il2 
-\-  oa.,XiX2^  -{-  a^x.^^  das  Doppelverhältniss  cc  bilden,  so  hat  man  die 
Bedingung  aufzustellen,  dass  die  entsprechende  biquadratische  Form 
das  Doppelverhältniss  a  besitze,  d.  h.  man  hat  für  letztere  Form  die 
Invarianten  i  und  J  zu  bilden.     Für  diese  nun  findet  man  (p.  300): 

In  diese  Formen  gehen  aber  bis  auf  Zahlenfactoren  die  Covarianten 
A  und  0  von  a^^  über,  wenn  man  in  ihnen  Xj  =  1,  JCj  =  0  setzt;  da 
wir  es  mit  Invariantenrelationen  zu  thun  haben,  müssen  Avir  also  all- 
gemein setzen: 

3Pi=-lA,         mj^lQ, 

wo  M  eine  unbestimmte  Grösse  bedeutet,  und  die  gesuchte  Bedin- 
gung wird*): 

'A'  ^  _  g  (1  -  a-\-a^Y 


Q^  (1  +  a)2  (2  —  af  (1  —  2  af  ' 

Diese  Gleichung  endlich  ist  identisch  mit  der  Gleichung  (18),  wenn 
man  A  durch  0  ersetzt,  unter  Q  den  zu  /"  =  O  gehörigen  Connex 
versteht,  «  =  —  jv  setzt  und  für  q  wieder  a  einführt.     Also: 

Die  Tangenten  d^r  6  Hauptcoineidcmcurven  des  Connexes  (18),  welche 
durch  einen  beliebigen  Punkt  x  gehen,  in  diesem  Punkte  schneiden  die 
Curve  f  =  0  Je  in  drei  Punkten,  ivelche  ?nit  x  zusammen  das  Doppel- 
verhältniss —  q  bilden. 


*)  Dieselbe  Gleichung  ergibt  sich  aus  der  Theorie  der  typischen  Darstellung 
binärer  Formen,  vgl.  Clebsch,  Theorie  der  binären  algebraischen  Formen,  p.  351. 
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Durch  diesen  Satz  ist  die  ganze  Klasse  vun  Connexen  geometrisch 
charaliterisirt,  deren  Integralcurven  mit  dem  elliptischen  Integrale 
erster  Gattung  einer  Curve  dritter  Ordnung  in  so  einfachem  Zusammen- 
hange stehen. 

VI.    Der  Connex  erster  Ordnung  und  erster  Klasse. 

Genauer  untersucht  ist  bisher  allein  der  Connex  erster  Ordnung 
und  erster  Klasse,  und  zwar  einerseits  in  geometrischer  Hinsicht  (denn 
derselbe  stellt  ja  eine  Collineation  dar,  vgl.  p.  937),  andererseits  uuch 
vom  Standpunkte  der  Invariantentheorie.  Die  letztere  gibt  uns  hier 
neue  Gesichtspunkte  für  die  Theorie  der  Collineationen,  die  wir  schon 
früher  mehr  geometrisch  betrachteten  (p.  250);  wir  wollen  daher  im 
Folgenden  besonders  die  algebraischen  Theorien  hervorheben.*) 

Die  Gleichung  des  gegebenen  Connexes  sei: 

(1)  /  EE^  (IxUa  ^^  bxUß^^  .  .  .  UllaikUiXi,  =  0  , 

wo  im  Allgemeinen  «a-  <  f'ki]  die  zugehörige  Collineation  ist  dann, 
wenn  f=QVy,  durch  die  Gleichungen  gegeben: 

(2)  Qiji  =  a^Xi,  -\-  ai2X-2  -f-  ftizx-i 

oder  in  Liniencoordinaten,  indem  f  =  ai\r,  durch  die  transponirte 
Substitution : 

(3)  Olli  =  (tu  Vi  +   «2,^2  +  ^äiVs  ' 

Sollen  diese  Gleichungen  eine  eigentliche  Collineation  darstellen,  so 
darf  ?Are  Determinante  A  nicht  verschwinden;  die  Determinante  ist 
also  jedenfalls  eine  Invariante  des  Connexes  (1 ,  1).  Indess  lässt  sich 
dieselbe  noch  durch  niedrigere  Invarianten  ausdrücken;  setzen  wir 
nämlich : 

und  berücksichtigen,  dass  symbolisch: 

a^cc^     ciicc^     '^h^z\ 

hßi   hßi   hßz 
czY\    C:\r2    c-^y-i 

so  folgt,  wenn  man  die  Symbolpaare  aa,  bß,  cy  in  jeder  Weise  per- 
mutirt  und  den  sechsten  Theil  der  Summe  bildet: 

I  aa     a^i     Uy ' 

(4)  A  =  i{abc)(aßy)==^]ba     b^     by 

i  Ca        ("li        ^y 


«II 

«12 

«13 

«21 

«22 

«23 

= 

«3  t 

«32 

«33 

«1*2^3  i^ßY)> 


P  -f  2  72  —  3 


*)  Vgl.  im  Folgenden  besonders  Clebsch  und  Gordan:  Math.  Annalen, 
Bd.  1,  p.  359  ff.  Es  wird  hier  auch  insbesondere  gezeigt,  dass  die  im  Texte 
weiterhin  erwähnten  Functionalinvarianten  das  „vollständige  System"  von  f  bilden. 
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Durch  die  drei  hier  auftretenden  Invarianten  /,  ?, ,  /.^  niedrigsten  Gra- 
des lassen  sich  aber  auch  alle  anderen  Invarianten  von  /  ausdrücken, 
denn  der  Connex  /  liängt  nur  von  zwei  absokiten  Constanten  ab  und 
kann  also  nur  zwei  absolute  Invarianten,  d.  h.  drei  von  einander 
unabhängige  Invarianten,  zulassen.  In  der  That  kann  ja  f  im  Allge- 
meinen auf  die  kanonische  Form  gebracht  werden  (vgl.  p.  978): 

(5)  /=  ii,X,U,  +  ^^X,U.,  +  5.3^:3^3, 

und  in  ihr  sind  nur  zwei  absolute  Constante  enthalten. 

Wir  wollen  sogleich  noch  die  drei  Invarianten  für  die  kanonische 
Form  (5)  bilden ;  aus  ihr  ersieht  mau  dann  gleichzeitig,  dass  sie  im 
Allgemeinen  v.on  einander  unabhängig  sind.  Es  geschieht  dies  am 
einfachsten,  wenn  man  zuvor   die  covarianten  Zwischenformen 

(6)  /,  =  2;|^^|^  =  «,„,*., 

einführt;  dann  erhält  man  nämlich  für  jene  Invarianten  die  nicht 
symbolischen  Bildungsgesetze : 

n\  i  =  u  ^'^       /  —  v  ^'^'      /  —s  ^'^"2 


In  der  kanonischen  Form  aber  wird  zunächst  nach  (5)  und  (6): 

(8)  f,=y.,^X,U,-^K,^X.,U,^%^\X^Ü.„  fi=^,^X,U,-^%,^X.,U,+x.^X^Ü^ 

und  also  nach  (7): 

2  =  Xj  +  X2  -f  3C3 ,     2,  =  ^i2  +  n^^  +  >«3^ 

Wir  kennen  sonach  drei  symmetrische  Functionen  der  Grössen  Xj ,  x.,, 
K^  und  können  daher  eine  cubische  Gleichung  aufstellen,  deren  Wur- 
zeln dieselben  sind.     Man  findet  nämlich: 

(10)  Jf,^2-f   Z.X3-f  Jt3;<j   =   ^',       ^^yc.^^.^  =  'Lzlih±lh. 

Zur  Bestimmung  von  Xj,  tc^,  x^  hat  man  folglich  die  Gleichung: 

(11)  ;c3  _  x'^  .  /+  ^  (?2  —  ?,)  ,c-l  (p  -  3ii^  +  2?,)  =  0, 
welche  wir  früher  in  der  Form  fanden  (p.  261): 

=  0. 

Nachdem  man  x, ,  x.^,  x.^  bestimmt  hat,  kann  man  leicht  die  Trans- 
formation herstellen,  welche  den  Connex  /in  die  Form  (n)  überführt; 


—    A 

"12 

«13 

«21 

«22    -   ^ 

«23 

«31 

«32 

«33  —  ^ 
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man  hat  eben  nur  die  Producte  der  Jf;,  Ui  aus  den  drei  Gleichungen 
(5)  und  (8)  zu  berechnen.  Bezeichnet  man  die  Determinante  dieser 
drei  Gleichungen  mit  A',  so  ergibt  sich: 

(12)  A' .  ^72^2  =  (^3  —  ^\)  { i^'i  +  ^i)/'~  ^-i ^1  ^f.v  —  fx) 

K  .  U-^Äj,  =  (xi  —  x.^)  {(jfj  +  Xo)  /■—  x^  x^ji^  —  fi}  , 
wo  also: 

i   1        1        1   I 

A'  ■■=   j   Xj         X.y         ^3    j   =  (^2  ~"   ^3)  (^3    —   ^1)  (^1  —    ^^2)  • 

2  2  2  I 

Die  Gleichungen  (12)  bestimmen  die  gesuchten  Substitutious- 
coefficienten  mit  Hülfe  der  Wurzeln  von  (11),  soweit  dies  hier  über- 
haupt möglich  und  nöthig  ist;  soweit  nämlich,  dass  nur  noch  alle 
Coefficienten  desselben  Äi  mit  einem  beliebigen  gemeinsamen  Factor 
behaftet  werden  können,  welcher  dann  bei  den  Coefficienten  von  (Ji 
reciprok  auftritt. 

Die  gemeinsamen  Elemente  der  drei  hier  auftretenden  Connexe 
/  =  0,  /i  =  0,  1^.^.  =  0  bilden  unseren  allgemeinen  Erörterungen  zu- 
folge ein  Curvenpaar  dritter  Ordnung  und  dritter  Klasse  (p.  941), 
dessen  Ordnuugs-  und  Klassencurve  bez.  durch  die  Gleichungen  ge- 
geben wird: 

Für  die  kanonische  Form  ergibt  sich  hieraus,  wenn  r  die  Determinante 
der  Substitution  (12)  bezeichnet,  welche  hier  wegen  der  Klammer- 
factoren (aßx)  bez.  [abu)  hinzuzufügen  ist: 

=  ;•  .  T,  X,  X.  {x.,~-x.^{x.^—x^)  (x,— X2). 


q)  =r 


T,         X^         X.^ 


und  ebenso: 

t  =  r.ü^  U.^Us  (xj  —  X3)  {x^  —  3£,)  (jf,  —  X2)  . 

Jede  der  cubischen  Formen  9,  tp  zerfällt  also  in  drei  lineare  Fac- 
toren^  ivelche  bez.  die  Seiten  und  Ecken  des  Fundamentaldreiecks  dar- 
stellen. Die  Zerlegung  dieser  Formen  in  ihre  Factoren  (p.  597)  ist 
also  durch  die  Transformation  (12)  schon  mit  gegeben. 

Die  geometrische  Bedeutung  des  Connexes  /"i  ==  0  ist  aus  der 
kanonischen  Form  sofort  ersichtlich,  er  stellt  diejenige  Collineation  dar, 
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welche  man  durch  ziveimalige  Anwendung  der  CollinecUion  f  =  0  er- 
hält; und  man  bestätigt  dies  auch  leicht  direct.  Ebenso  entsteht  die 
Collineation  des  in  (6)  und  (8)  vorkommenden  Connexes  /"j  =  0  durch 
dreimalige  Anwendung  der  Collineation  /*  ==  0,  u.  s.  f.  Allgemein  ist 
die  durch  (/<-[- 1)- malige  Anwendung  von  f=0  erhaltene  Collineation 
gegeben  durch  den  Connex: 

(14)  f„^2:f'^^:sf''4^=o. 

^     ^  '  dxj     du.  du-     da^i 

Es  ist  aber  zu  bemerken,  dass  sich  alle  so  entstehenden  Formen  /), 
linear  durch  die  Formen  /,  /",  und  n.v  ausdrücken  lassen.  In  der 
That  beziehen  sich  ja  alle  Collineationen  /),  =  0  auf  dasselbe  Fuuda- 
mentaldreieck ;  da  aber  alle  zu  demselben  Dreiecke  gehörigen  Colli- 
neationen nur  eine  zweifach  unendliche  Schaar  bilden,  so  müssen  sie 
silmmtlich  in  der  Form 

darstellbar  sein.  Um  dies  auch  durch  die  Rechnung  zu  bestätigen, 
nimmt  man  am  besten  eine  andere  Zwischenform  zu  Hülfe: 

(15)  g  =  {ahu){aßx), 

welche,  wie  uns  schon  bekannt  ist,  gleich  Null  gesetzt,  den  zu  /  =  0 
conjugirten  Connex  darstellt  (p.  950),  und  auf  deren  geometrische 
Bedeutung  wir  sogleich  zurückkommen.  Auch  diese  Form  g  ist  durch 
/',  /*]  und  IIa:  ausdrückbar,  denn  wir  haben  direct: 


0-2 -/,)?/.. -2//+ 2/, 


E  ^^  =  (abu)  (aßy)  c_r  =  l{aßy){{abu)  c^.  —  {acu)b^.  —  (cbu)  a^.} 

und  bildet  man  dieselbe  Form  aus  der  rechten  Seite  von  (IG),  so  er- 
gibt sich  in  Rücksicht  auf  (4)  für  /o  f^e  Identität: 

I  («3  +  2  l,  -  3  ii^)  u.  =  (/2  -  i,)  f-2if,-^2f,. 

Ebenso     findet     man     dann    hieraus    durch     Wiederholung    desselben 
Processes : 

X  (r^  +  2  ^  -  3  ii,)  f  =  {€'  -  i,)  f,  -  2if,  -f  2 /;, , 
j  (/3  _^  2  ^  -  3  ii,)f,  =-  (/2  -  ^,)  /;  _  2//3  +  2/:, , 

u.  s.  f.,  woraus  man  jede  Form  /^  in  Function   aller   vorhergehenden 
Formen  berechnen  kann. 


ttu 

ilß 

ö. 

(16)   g  =  {abr()  {aßx)  ^ 

ba 

h 

b 

Ua 

?V 

u 

Nun  ist  weiter: 
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Der  Reihe  von  Counexen  A  =  0  stellt  sich  eine  Reihe  von  Con- 
nexen  gu  =  0  an  die  Seite,  welche  aus  g  ebenso  zu  bilden  sind,  wie 
//,  aus  /,  so  dass: 

Ihre  geometrische  Bedeutung  ist  ebenfalls  leicht  zu  erkennen.  Der  Connex 
g  ==  0  zunächst  gibt  die  zu  f=0  inverse  Transformation,  welche,  be- 
zogen auf  das  Fundamentaldreieck,  in  der  Form  gY^  =  x.,7i.^X^,  etc. 
erscheint.  In  der  That  erhält  man  auch  für  die  kanonische  Form  aus 
der  Identität  (16)  vermöge  (8),  (9)  und  (10)  für  g  den  Werth: 

\g  =  x.^ j<3 U^  A\  +  ;<3  Jf ,  U.> Ä\  +  x,  jtj  ^^-^3  • 

Und  hieraus  findet  man  weiter: 

1  ffu  =  (^2  ^sY  + '  U,  X,  +  (X3  xO^'  + 1  i/2  X,  +  (^,  ;c,)/'  + 1 V^  X, . 

Die  Connexe  gu  =  0  stellen  also  bez.  die  inversen  Transformationen  zu 
den  Transformationen  /),  =  0  dar. 

Aus  einem  Punkte  x  erhalten  wir  durch  alle  diese  Collineationen 
eine  Reihe  von  discreten  Punkten,  welche  vorwärts  und  rückwärts 
beliebig  fortgesetzt  werden  kann.  Indem  wir  den  Punkt  x  selbst 
durch  die  Zahl  0  bezeichnen,  können  wir  die  Punkte  auf  der  einen 
Seite  von  x  durch  die  Zahlen  1,  2,  3  .  .  .,  die  auf  der  andern  durch 
—  1,  —  2,  —  3,  ...  unterscheiden,  so  dass  ihnen  bez.  die  folgenden 
darunter  stehenden  Gleichungen  entsprechen :  . 

,^^.        .  .  .  (-  2)  ,     (-  1) ,  0     ,        1      ,         2      ,  .  .  . 

'        ...^1=0,     ^  =  0,     K.  =  0,    /=-(),    A  =  0,  ...; 

und  der  Punkt  k  hat  dann  in  der  kanonischen  Form  die  Gleichung: 

( 18)  x,^  U^  X^  +  yt.,}  ^/o  X.,  +  ^3^  ^3  ^3  =  0  . 

Jede  solche  Gleichung  wird  aber  zugleich  die  Gleichung  eines  colli- 
nearen  Systems,  welches  unmittelbar  von  dem  Punkte  0  auf  den 
Punkt  l  führt.  So  entspricht  also  der  Punktreihe  (17)  die  Reihe  (18) 
von  collinearen  Systemen. 

Von  besonderem  Interesse  wird  für  uns  der  Umstand,  dass  alle 
Punkte  der  Reihe  auf  einer  (im  Allgemeinen  transscendenten)  Curve 
liegen^  welche  sich  durch  Elimination  von  q  und  A  aus  den  Gleichungen: 

(18*)  Q}\  =  x,KY,,     qF,  =  x,'X,,     qF,=  x/X, 

ergibt,  nämlich: 

(19)  log  ^  .  log  ""'  +  log  f^  .  log  '"'  +  log  f'  .  log  ^  =  0  , 
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oder  wenn   wir   unter   C  einen  Parameter  (Integrationsconstante)  ver- 
stehen und 


log^^,       ^2=l0g^;,       Ä-3=l0g^ 


setzen ; 


wobei  A-,  -\-  /:.,  -f-  k.^  =  0.  Diese  Gleichung  ist  von  derselben  Form 
wie  die  der  Ilauptcoincidenzcurven  von  /"  =  0  (vgl.  p.  979) : 

(20)  ÄY^-"'  X/3  -  "'  Ä./'-'''^  =  c . 

Dem  Connexe  /  =  0  und  gleichzeitig  allen  Connexen  fu  =  0  oder 
g/t  ==  0,  d.  i.  allen  Connexen  der  durch  (18)  dargestellten  Schaar  ^  ist 
so  ein  geivisser  Connex: 

Z7,  Z,  log  X,  +  U.,X^  log  X2  4-  U^X^  log  ^3  =  0 

zugeordnet,  dessen  Hauptcoincidenzcurven  die  Curven  (19)  liefern,  auf 
welchen  alle  Punkte  einer  der  obigen  Reihen  liegen. 

Die  Curven  (19)  sind  von  ebenso  allgemeiner  Natur  wie  die 
Curven  (20),  und  umgekehrt;  die  ersteren  eignen  sich  aber,  wie  wir 
weiterhin  sehen  werden,  besser  zum  Studium  der  Hauptcoincidenz- 
curven, da  sich  deren  wesentliche  Eigenschaften  aus  der  Entstehungs- 
weise der  Gleichung  (19)  direct  ergeben. 

Die  Curven  (19)  sind  insbesondere  algebraisch,  wenn  die  Grössen 

log  —  sich  wie  positive    oder  negative   ganze   Zahlen   verhalten.      Ist 

dies  nicht  der  Fall,  so  kann  man  sich  doch  die  Frage  stellen,  unter 
welchen  Umständen  gewisse  Punkte  der  Reihe  auf  einer  algebraischen 
Curve  liegen?  Durch  diese  Forderung  wird  man  dann  zu  einer  be- 
stimmten Invariantenrelation  für  den  Connex  f  =  0  geführt,  wie  hier 
an  einigen  Beispielen  erläutert  werden  möge.  *) 

Dass  die  Punkte  0,  1,2  auf  einer  Geraden  liegen  sollen,  kann 
man  im  Allgemeinen  nicht  verlangen,  denn  dann  würden  alle  Punkte 
der  aus  0  entstehenden  Reihe  auf  derselben  Geraden  liegen.  In  der 
That  würde  ja  dann  auch  die  oben  mit  //  bezeichnete  Determinante 
verschwinden  müssen,  und  folglich  die  Gleichung  (11)  zwei  gleiche 
Wurzeln  haben ,  was  wir  vorläufig  ausgeschlossen  haben. 

Solleu  dagegen  die  Punkte  0,  1,  o  auf  einer  Geraden  liegen,  so 
muss  die  Gleichung  bestehen: 

1     X,     Xj-*: 
;  1     X.,     x./'  =  0. 

I  1       X.(       JC.j^ 

*)  In  Betreff  einer  allgemeinen  Erledigung  der  sich  hier  bietenden  Probleme 
vgl.  Clebsch  und  Gordan  a,  a.  0. 

Clebscb,  Vorlesuiigeu.  63 
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Die  linke  Seite  ist  offenbar  durch  die  Determinante  K  theilbar;  der 
übrig  bleibende  Factor  ist  linear  und  symmetrisch  in  x,,  x^,  x^,  also 
zu  der  Summe  Xj  -f-  jc.^  -\-  x.-^  proportional.  Die  Bedingung  dafür,  dass 
die  Punkte  0,   1,  3  auf  eine)'  Geraden  liegen,  ist  somit: 

(21)  izi,x,^x,  +  x,  =  0*)' 

Selbstverständlich  liegen  dann  auch  der  r^'^ ,  (r  -f-  1)*''  und  [r  -\-  3)"' 
Punkt  auf  einer  Geraden,  wo  r  eine  beliebige  positive  oder  negative 
ganze  Zahl  bedeutet.  In  ähnlicher  Weise  findet  man,  wenn  die  Punkte 
0,  1,  4  auf  einer  Geraden  liegen  sollen,  die  Invariantenrelation: 

<'  +  ^o-  +  ^-i^  +  3<2^3  +  >«a^i  +  ^\  ^2  =  i  («■-  +  h)  =  ^^  '1-  s-  f- 
Fordert  man  dagegen,  dass  die  Punkte  0^  1,  2,  3,  4,  5  auf  einem 
Kegelschnitte  liegen,  so  müssen  offenbar  auch  alle  Punkte  der  aus 
Null  entstehenden  Reihe  auf  demselben  Kegelschnitte  liegen,  d.  h.  die 
Curven  (20)  müssen  in  diesem  Falle  aus  einem  Systeme  von  Kegel- 
schnitten bestehen;  und  die  Bedingung  dafür  ist: 

A-,  =-^  A-.,  =  1  ,     ^"3  =  —  2  ,     also:     x,  %.,  —  x.^"^  =  0 
oder:  /.•.,  =  k^  =  ^  •>     ^-i  =  —  2,        „        3t.>^:i  —  ^i'  "^  ^^ 

„  A;5  =  Ä"!  ==  1 ,     Ao  =       2 ,        „        X3X,        Xj-  =  0 . 

Die  entsprechende  Invariantenrelation  verlangt  somit  das  Verschwin- 
den des  Ausdrucks: 

=  (X2X3  +  Ä3X1    -f   X^X^f  —   (>C,    -f   ^2  +  J<3)3  XiX.,X.^  , 

woraus  wegen  (9)  und  (10)  folgt:  Die  Curven  (19)  bestehen  ans  eine?n 
Büschel  von  Kegelschnitten  der  Form  XiXu  —  Cxr  =  0,  sobald i"*'*) 

(22)  3  («2  -  i,y  -  ?3  («3  _  3  //,  +  2  «2)  =  0  . 

Die  Hauptcoincidenzcnrven  von  /  =  0  bleiben  jedoch  in  diesem  Falle 
im  Allgemeinen  transscendent.  Sollen  dagegen  die  letzteren  aus  Kegel- 
scJinitten  bestellen,  so  inuss  sein: 


*)  Wenn  man  eleu  Begriff  von  Polarconnexen  einführt  (d,  i.  Counexen  der 
Vorva.  aj'^~'' a^fuj' ''^vj' =  0),  so  kann  man  mit  Hülfe  dieser  Invariauten- 
relation  auch  solchen  algebraischen  Bildungen  eine  Deutung  geben,  deren  geo- 
metrischer Sinn  durch  die  Polarentheorie  der  Curven  oder  durch  das  Ueber- 
tragungsprincip  nicht  unmittelbar  gegeben  wird  (p.  316);  doch  ist  dies  praktisch 
jiieist  von  wenig  Nutzen,  und  soll  deshalb  nicht  weiter  ausgeführt  werden. 
Immerhin  kann  man  sich  so  z.  B.  die  Bedeutung  der  simultanen  Invarianten 
zweier  Kegelschnitte  ableiten  (p.  295). 

**)  Dieser  Fall  der  Collineation  ist  für,  die  sogenannte  Nicht -Euclidische 
Geometrie  von  besonderem  Interesse,  vgl.  den  auf  p.  151  genannten  Aufsatz  von 
Klein,  Math.  Annalen,  Bd.  4. 
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(tc^  -f-  ^2  —  2  '^a)  ('^■i  'i'  ^-.i  —  ^  ^i)  (^^3  ~\'  ^i  —  2  X.,)  =  0 
oder : 
(28)  2  P  —  9  ?•?,  +  i,  =  0  . 

Unter  den  in  (19)  enthaltenen  Curven  sei  noch  die  lognrilhmische 
Spirale  besonders  hervorgehoben;  ihr  Auftreten  ist  nicht  durch  eine 
Invarianteneigenschaft  des  Connexes  bedingt,  sondern  durch  besondere 
Lage  zweier  Ecken  des  Fundamentaldreiecks  in  metrischer  Beziehung; 
für  die  projectivische  Geometrie  kann  sie  also  als  Repräsentant  der 
allgemeinen  Integralcurven  des  Connexes  (1,  1)  betrachtet  werden, 
Lässt  man  nämlich  zwei  Ecken  des  Fundamentaldreiecks  in  die  beiden 
imaginären  Kreispunkte  fallen*)  und  führt  sodann  Polar -Coordinaten 
ein  mittelst  der  Substitution: 

Xy  =  r  (cos  (p  -\-  i  sin  cp) ,     Ä.y  =  r  (cos  cp  —  /  sin  (p) ,     X,  =  1  , 

so  wird,  wenn  man  endlich  noch  />•,  =  />  +  nj  j  ^^i  =  — P  -\-  iQ  vor- 
aussetzt, die  Gleichung  der  Curven  (19): 

oder,  wenn  y  und  q  neue  Constanten  bezeichnen: 

r  =  ye^f , 

in  der  That  die  Gleichung  eines  Systems  von  logarithmischen  Spira- 
len mit  dem  Parameter  y.  — 

Zu  fruchtbringenden  Gesichtspunkten  für  die  Untersuchung  der 
Curvensysteme  (19)  und  (20)  werden  wir  nun  geführt,  wenn  wir  in 
der  Connex-Schaar  (18)  dem  Parameter  X  nicht  mehr  ganzzahlige 
Werthe  beilegen,  sondern  ihn  als  einen  continuhiich  veränderlichen 
Parameter  auffassen.  Auch  dann  stellt  jeder  Connex  (18)  eine  Colli- 
neation  dar,  freilich  nicht  immer  eine  solche,  die  durch  endlichmalige 
Wiederholung  der  Transformation  /"  ==  0  oder  g  =  0  erzeugt  werden 
kann.  Für  das  System  der  Connexe  (18)  oder  Transformationen  (18*) 
bleiben  auch  dann  folgende  beiden  Sätze  gültig: 

Zwei  beliebige  Transformationen  des  Syste7ns  gehen,  Idnter  einander 
angewandt,  unabhängig  von  ihrer  Reihenfolge  dieselbe  neue  Transformation. 
—  Diese  neue  Transformation  ist  selbst  eine  Transformation  des  Syste?ns. 

Mit  Rücksicht  auf  die  erste  Eigenschaft  sollen  die  Transforma- 
tionen des  Systems  vertauschbar,  mit  Rücksicht  auf  die  zweite  soll  das 
System  geschlossen  genannt  werden.  Wir  haben  es  demnach  hier  mit 
einem  geschlossenen  Systeme  von  einfach  unendlich  vielen,  ver lauschbaren, 

*)  Es  bleiben  dann  bei  der  Transformation  alle  Winkel  erhalten;  man  hat 
eine  j,AelmUc]ikeilstranxformation".  In  Rücksicht  hierauf  ergeben  sich  leicht  mit 
Hülfe  der  weiterhin  erwähnten  Schlussweise  die  zahlreichen  metrischen  Eigen- 
schaften der  logarithmischen  Spirale;  vgl.  Holzmüller:  Schlömilch's  Zeitschrift, 
Bd.  16. 

63* 
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linearen  Transformalionen  zu  thun.*)  Und  zwar  sind  dies  die  einzigen 
Transformationen  der  Art,  die  es  gibt;  in  der  That  führt  die  direete 
Aufsuchung  derselben  zu  einer  Differentialgleichung  (24),  die  wir  so- 
gleich aufstellen  werden,  und  deren  Integration  nur  die  Transforma- 
tionen (18*)  gibt. 

In  dem  Systeme  ist  nun  besonders  eine  Transformation  enthalten, 
welche  entsteht,  wenn  man  X  unendlich  klein,  also  etwa  gleich  dl, 
nimmt ,  und  die  wir  als  die  unendlich  kleine  Transformation  des 
Systems  bezeichnen  wollen.  Sie  ordnet  jedem  Punkte  X  einen  be- 
nachbarten Punkt  Y=X-\-dX  %\x,  der  nach  (18*)  bestimmt  ist 
durch  die  Gleichungen: 

(24)  6dXi=  XiAo^^i, 

wo  die  Grösse  dX  in  6  enthalten  sein  mag.  Für  diese  Transformation 
fällt  offenbar  die  zu  X  gehörige  Richtung  der  Hauptcoincidenz  mit 
der  Tangente  der  durch  X  gehenden  Curve  (19)  zusammen.  Der  für 
A  =  ^/A  aus  (18)  resultirende  Connex  ist  also  derjenige,  dessen  Ifaupl- 
coincidenzcurven  durch  die  Curven  (19)  gegeben  werden;  in  der  That 
ist  die  Gleichung  desselben  ja  wieder  ZlU^Xi  log  %i  =  0. 

Es  ist  evident,  dass  man  jede  Transformation  des  Systems  durch 
unendlich -malige  Wiederholung  dieser  unendlich -kleinen  Transforma- 
tion erzeugen  kann.  Alle  einem  Punkte  X  entsprechenden  Punkte 
werden  dabei  eine  bestimmte  Curve  beschreiben;  diese  hat  ihrer  Ent- 
stehung nach  die  Eigenschaft,  dass  jeder  Punkt  derselben  durch  eine 
Transformation  (24)  wieder  in  einen  ihrer  Punkte  (und  zwar  einen  be- 
nachbarten) übergeht.  Auch  wenn  man  die  unendlich  kleine  Trans- 
formation unendlich  oft  Aviederholt,  bleibt  daher  der  Punkt  X  immer 
auf  derselben  Curve;  d.  h.  die  letztere  geht  durch  jede  der  Transforma- 
tionen unseres  Systems  in  sich  über.  Ihre  Gleichung  ergibt  sich 
sonach  wieder  durch  Elimination  von  A  aus  (18*),  d.  h,  sie  ist  durch 
(19)  gegeben,  wie  man  auch  durch  Integration  der  Diöerentialglei- 
chung  (24)  bestätigt. 

Jede  Integratcurve^  eines  Connexes  (1,  1)  ?iat  also  die  Eigenschaft 
durch  ein  geschlossenes  System  von  einfach  unendlich  vielen  vertaiisch- 
haren  linearen  Transformationen  in  sich  i'iher zugehen,  und  zwar  durch 
die  Transformationen  q  Fi  =  Xi^X;,  wenn  der  Connex  in  der  Form 
2JUiXi  log  Xi  =  0  gegeben  ist.  **) 


*)  Vgl.  im  Folgenden  Klein  und  Lie:  Sur  une  certaine  famille  de  courbes 
et  de  surfaces,  Comptes  rendus:  6.  und  13.  Juni  1870,  und:  Ueber  diejenigen 
ebenen  Curven,  welche  durch  ein  geschlossenes  System  von  einfach  unendlich 
vielen  vertauschbaren  linearen  Transformationen  in  sich  übergehen.  Math.  An- 
nalen,  Bd.  4. 

**)  Diese  Curven  bestehen  nach  einem  bekannten  Satze  der  Kinematik  aus 
Kreisen,  wenn  die  Transformation  mit  einer  Bewegung  der  Ebene  in  sich  äquivalent 
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Aus  dieser  Eigenschaft  lässt  sich  mit  Leichtigkeit  eine  grosse 
Zahl  anderer  ableiten.  Die  dabei  zu  benutzende  einfache  Schlussweise 
möge  an  einem  Beispiele  erläutert  werden.  Denken  wir  uns  mehrere 
demselben  Systeme  (20)  angehörige  Curven  gegeben  und  an  eine 
derselben  eine  Tangente  gezogen.  Bei  Anwendung  der  zugehörigen 
linearen  Transformationen  bleiben  die  Curven  selbst  ungeändert,  wäh- 
rend die  Tangente  nach  und  nach  die  Lage  jeder  anderen  Tangente 
derselben  Curve  annimmt.  Dabei  gehen  der  Berührungspunkt  mit 
der  einen  Curve  und  die  Schnittpunkte  mit  den  anderen  bez.  in  den 
Berührungspunkt  und  die  Schnittpunkte  der  neuen  Tangente  mit  den- 
selben Curven  über;  daher  der  Satz,  dass  die  Schnittpunkte  mit  dem 
Berührungspunkte  eine  Punktreihe  bilden,  welche,  für  beliebige  Lagen  der 
Tangente  an  derselbe?!  Curve,  immer  derselben  Punktreihe  projectivisch 
ist.  —  Als  Corollar  folgt,  da  die  drei  Seiten  des  Fundamentaldreiecks 
auch  immer  als  Curven  des  Systems  zu  betrachten  sind,  der  Satz: 
Pas  Poppelverhältniss  des  Berührungspunktes  einer  Tangente  einer  Curve 
(20)  und  ihrer  drei  Schnittpunkte  mit  den  Seiteji  des  Fundamentaldreiecks 
ist  constant.  Die  hierin  ausgesprochene  Eigenschaft  könnte  man  auch 
umgekehrt  zur  Definition  des  Curvensystems  benutzen. 

Durch  ein  analoges  Verfahren  leitet  man  ferner  die  folgenden 
Sätze  ab,  deren  Anführung  genügen  möge,  um  die  Fruchtbarkeit  der 
erwähnten,  auch  sonst  oft  anwendbaren  Methode  zu  zeigen:*) 

Man  schneide  eine  Curve  des  Systems  durch  irgend  eine  gerade 
Linie  und  construire  in  beliebigen  n  ihrer  Schnittpunkte  die  Tangen- 
ten ;  von  den  weiteren  Schnittpunkten  dieser  n  Tangenten  liegen  dann 
jedesmal  n  wieder  auf  einer  Geraden. 

Curven  des  Systems  können  sich  nur  in  Eckpunkten  des  Funda- 
meutaldreiecks  schneiden. 

Sie  besitzen  in  keinem  ihrer  Punkte,  ausser  etwa  in  den  drei 
Fundamentalpunkten,  irgend  eine  solche  Singularität,  wie  sie  bei 
algebraischen  Curven  vorkommt. 


ist.  In  der  That  liegen  dauu  zwei  Ecken  des  Fundamentaldreiecks  in  den  Kreis- 
punkten, die  dritte  beliebig  in  der  Ebene;  letztere  bleibt  also  fest,  und  folglich 
ist  die  Bewegung  durch  eine  Rotation  um  sie  zu  ersetzen.  Diese  geht  insbe- 
sondere in  eine  Translation  über,  wenn  das  Centrum  der  Rotation  unendlich  weit 
liegt.  Die  zahlreichen  Untersuchungen  über  kinematische  Geometrie  sind  so  den 
Untersuchungen  über  die  im  Texte  betrachteten  Transfoi-mationen  untergeordnet 
und  können  daher  sofort  projectivisch  verallgemeinert  werden,  indem  man  die 
specielle  CoUineation  der  Bewegung  immer  durch  eine  allgemeine  CoUineation 
ersetzt.  Vgl.  darüber:  Burmester:  Kinematisch  geometrische  Untersuchungen 
der  Bewegung  affin -veränderlicher  und  collinear- veränderlicher  Systeme,  Schlö- 
milch's  Zeitschrift,  Bd.  19  und  20.  Vgl.  auch  die  Anmerkung  auf  p.  262.  —  Die 
Curven  (19)  werden  von  Burmester  passend  als  Selbsllnälcurveri  bezeichnet. 
*}  Wegen  weiterer  Ausführungen  vgl.  Klein  und  Lie  a.  a.  0. 
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Jede  zu  ihnen  covariante  Curve  ist  eine  Curve  desselben  Systems 
(denn  sie  muss  durch  dieselben  Transformationen  in  sich  übergehen). 

Wenn  man  auf  eine  beliebige  Curve,  die  nur  nicht  selbst  einem 
Systeme  von  Curven  (20)  mit  demselben  Fundamentaldreiecke  ange- 
hört, die  Transformationen  unseres  geschlossenen  Systems  anwendet, 
so  besteht  die  Umhüllungscurve  der  dadurch  erzeugten  Curvenreihe 
aus  lauter  Curven  des  gegebenen  Systems.  — 

Es  sollen  im  Folgenden  noch  kurz  die  Ausnahmefälle  angedeutet 
werden,  welche  dadurch  eintreten,  dass  zwei  oder  drei  Wurzeln  der 
cubischen  Gleichung  (11)  einander  gleich  werden.*) 

1)  Ist  X2  =  x^,  so  fallen  zwei  Seiten  des  Fundamentaldreiecks 
zusammen,  während  die  dritte  {Ä^  =  0)  davon  getrennt  bleibt.  Es 
ist  daher  für  die  Collineation  jedenfalls  die  kanonische  Form  möglich: 

Bildet  man  dann  aber  jene  cubische  Gleichung  in  der  Form: 

Xj   K  0  ^1 

0         x.,  —  X         0      1  =  0, 
or  ß  y  —  X 

so  erkennt  mau,  dass  y  =  oc.,  sein  muss.     Setzt  man  nun  noch: 

^■^  +  ^~rjji     fi^i'     -^'3    i^iid    Ä,-\-^~Ä,     für    Ä,, 
so  gehen  die  Gleichungen  (25)  über  in: 

(26)  (,r,=x,.r,,     qF,  =  x,X,,     QF,  =  ßÄ,-{-K,Ä,, 
und  der  Connex  /' =  0  erscheint  in  der  kanonischen  For?n: 

f=  x,X,U,  +  X,  {XJJ,  +  ^3^,)  +  ßX,U,. 

Zwei  Ecken  des  Fundamentaldreiecks  sind  hier  in  den  Punkt 
^3  =  0  zusammengefallen ;  der  Punkt  U^  =  0  dagegen  ist  der  Schnitt- 
punkt der  beiden  benachbart  liegenden  Seiten  des  Dreiecks. 

Durch  A- malige  Wiederholung  der  Transformation  erhält  man  an 
Stelle  von  (18*)  die  Gleichungen: 

(27)  qY^  =  x^X^  ,     9  1^2  =  V^2 ;     ?^3  =  ^1^%  +  ^ß^-^}-  '^2  > 
und    durch    Elimination    von   A    findet    man    an  Stelle    von  (19)  die 
Gleichung : 

x^  {Y^X,  -  Y^X^)  log  ^  -  (log  £  -  log  £)  ßY.,X,  =  0. 


*)  Vgl.  Clebsch  und  Gordan  a.  a.  0.,  sowie  die  geometrische   Discussion 
dieser  Fälle  bei  Hirst  in  den  auf  p.  944  genannten  Aufsätzen. 
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Für  F2  =^  ^Yo  =  ^ ,  -Y'j  =  X ,  X.^  =  ij  erhält  mau  also  insbesondere 
die  logariümiische  Linie:  y  =  ^log  Bx,  wo  A,  B  Constante  bedeuten. 
—  Die  Gleichung  der  Hauptcoincidenzcurven  von  /"  =  0  findet  man 
dagegen  in  der  Form: 

2)  In  dem  Falle,  wo  ausserdem  ß=0  wird,  geben  die  Glei- 
chungen (26): 

wir  haben  eine  perspectivische  Transfornialion ,  die  schon  früher  ein- 
gehend behandelt  wurde  (p.  264).  Man  kann  dieselbe  algebraisch 
dadurch  charakteiisiren,  dass  die  Formen  ^  und  ^  identisch  Null 
sind.  —  Alle  Curven  (28)  bestehen  aus  Geraden  durch  das  Collinea- 
tionscentrum. 

3)  Wenn  alle  drei  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung  einander 
gleich  werden,  so  kann  man  für  die  entsprechende  Collineation  nur 
noch  eine  Gleichung  in  der  Form 

(28)-  Ql\  =  '^X^ 

annehmen;  die  beiden  anderen  hat  man  zunächst  in  der  Form: 

Ql\=^aX,^ßX,_  +(}^  +  ^)^3- 

Damit  jetzt  aber  die  in  z  cubische  Gleichung: 

%  —  z  0  ^1 

a         b  -{-  X  —  z  c  1=0 

«  ß  c  -{-  X  —  z\ 

die  Wurzel  z  =  x  dreimal  zulasse,  muss  man  haben: 

(30)  b-\-y  =  0,     by-cß==0. 
Diese  Gleichungen  werden  identisch  erfüllt,  wenn  man 

c  =  ft'-,     ß  =  —  v^,     b  ==  ^v ,     y  =  —  ^v 
setzt;  und  dadurch  verwandeln  sich  die  Gleichungen  (29)  in: 
^  ^2  =  «  X^  -\-  icX^-{-  ^{vX^-\-  (jlX.,) 
Qr,  =  aX,-\-xX,-v  {vX,  +  iiX,). 
Hieraus  aber  ergibt  sich: 

Q  {V r,  -i-iiF,)  =  {av-{-a^)X,-{-x  (vX,  +  ^^3)  . 

Setzt  man  also  jetzt  wieder  V.,  für  v  F.^-]-aF^,  und  Z2  für  vX^-^fiX^, 
so  erhält  man  eine  Gleichung  der  Form 

(31)  QF,=^aX^-\-xX,, 
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welche  aus  den  Gleichungen  (29)  immer  abgeleitet  werden  kann.    Man 
darf  daher  annehmen,   dass  eine  der  Gleichungen  (29)  die  Form  (31) 
bereits    habe,    d.  h.    dass  h  =  c  =  0.      Die    Gleichungen   (30)    geben - 
dann  y  ==  0,   während  ß  beliebig  bleibt.     Die   dritte  Gleichung   (29) 
Avird  also: 

(32)  QY,^aX,+ßÄ,-^ryiX,. 

Verändert  man  nun  noch  Y^  und  X.^,  indem  man  statt  derselben  bez. 
Y^ Y^,  X<^ X^  setzt,  so  fällt  in  (32)  noch  das  Glied  mit  ^1';^ 

fort;  und  es  bleibt: 

(33)  QY,  =  ßX,  +  ^X,, 

Avo  man  noch,  ohne  die  Allgemeinheit  zu  stören,  ß  =  a  nehmen  kann. 
Aus   (28),   (31),    (33)   findet  man  also  die  Gleichung  des  Connexes 
in  der  kanonischen  Form: 

f=  K  {U,X,  +  U^X.,  +  U,X,)  +  a  (Z,^2  +  ^^2^:0  =  0. 

Für  die  Hauptcoincidenzcurven  hat  man  hier  wegen  Ux  =  0  ein- 
fach-die  Differentialgleichung: 

X^  {X^dX^  —  X^dX^)  +  ^2  (.Y,  r^r,  —  X^dX^)  =  0 ,      • 
woraus  sich  durch  Integration  ergibt: 

CTj2  _|_  ^Y,2  _  2  Xj  Zg  =  0 , 

wenn  C  die  Integratiousconstante  bedeutet.  Die  Integralctirven  bilden 
also  einen  Büschel  von  Kegehchnilten ,  welche  sich  sämnitlich  in  einem 
Punkte  dreipunktig  berühren  (vgl.  p.  141);  und  zwar  ist  der  Berüh- 
rungspunkt der  Punkt  ^3  =  0,  in  welchen  die  Ecken  des  Dreiecks 
zusammengerückt  sind;  die  gemeinsame  Tangente  in  ihm  ist  die  drei- 
fach zählende  Dreiecksseite. 

Ein  ebensolches  System  von  Kegelschnitten  ergibt  sich  für  die 
Curven,  welche  durch  die  Collineation  (32)  in  sich  übergeführt  werden. 
In  der  That  erhält  man  nach  A- maliger  Wiederholung  der  Transfor- 
mation die  Formeln: 

qY^  =  jf^Xj  ,     qY^  =  x^X^  -f  ax^--^Xi 

qY^  =  x^X^  -\-av}-^X^  _f  |A  (A  -  1)  a'-x^-^X^  ; 

oder  wenn  man  auf  beiden  Seiten  mit  x^  "'^  dividirt : 

p  J',  =  x} X^^     Q  Y^  =  j<- J'2  -{-  ^axX^ 

qY^  =  Jc^JTg  -|-  A«kA%  +  -^ ^  (A  —  1)  a'^X^  . 

Diese  Gleichungen  stellen  aber  eben  die  Coordinaten  Y  der  Punkte 
einer  solchen  Curve  in  Function  eines  Parameters  x  dar. 

4)  In  Gleichung  (31)  und  (32)  kann  noch  eine  der  Constanten  a,  ß 
verschwinden.     Nehmen  wir  /3  =  0,  so  haben  wir  die  Collineation: 

(34)  Q  i\  =  X  JTi ,     Q  Y.,  =  X  X^  -{-  aX^ ,     q  Y.^  =  x  X^ . 
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Es  folgt  Fi^V;,  —  ^^1-^3  =  ^^;  tlie  beiden  Punktsysteme,  F  und  Ä  sind 
also  perspectivisch ;  das  Collineationscentrum  liegt  im  Funkte  JT,  =  0, 
^^3  =  i),  die  Colliucationsaxe*)  geht  durch  diesen  Punkt.  Die  oben 
betrachteten  Curven  sind  die  Geraden  des  Büschels  Ä^  -f-  ^-^r 

5)  Verschwinden  endlich  in  (31),  (33)  gleichzeitig  a  und  ß,  so 
hat  man  identische  Punktsysteme,  deren  entsprechende  Punkte  immer 
zusammenfallen. 

VII.    Ueber  die  Connexe  {m,  1)  oder  (1,  n),  insbesondere  für  den 

PaU  n  =  2. 

Einige  unserer  allgemeinen  Untersuchungen  über  die  Connexe 
(;/«,  n)  verlangen  eine  besondere  Betrachtung,  wenn  eine  der  Zahlen 
m,  n  gleich  1  wird.  Schon  beim  conjugirten  Connexe  hatten  wir 
Gelegenheit  dies  zu  bemerken  (p.  950);  ein  Element  (y,  v)  des  letz- 
teren ist  für  «  =  1  dadurch  definirt,  dass  v  gemeinsame  Tangente 
für  alle  Curven  C„,  sei,  welche  zu  den  durch  y  gehenden  Linien  u 
gehören,  und  dualistisch  entsprechend  für  ?«  =  1  dadurch,  dass  y  ge- 
meinsamer Punkt  aller  Curven  K,i  sei,  welche  den  Punkten  x  von  v 
im  Connexe  /'  =  0  zugehören.  Für  den  Fall  m  =  1,  auf  den  wir  uns 
im  Folgenden  beschränken,  tritt  ferner  die  Besonderheit  ein,  dass  die 
oben  mit  F'  =  0,  0' =^  0  bezeichneten  Curven  nicht  existiren,  denn 
da  eine  beliebige  Linie  u  nur  mit  einem  ihrer  Punkte  ein  Element 
der  Hauptcoincidenz  bildet,  kann  von  einem  Zusammenfallen  zweier 
solchen  Punkte  von  u  nicht  mehr  die  Rede  sein.  Statt  dessen  ti'eten 
hier  im  Allgemeinen  Linien  u  auf,  welche  durch  jeden  ihrer  Punkte 
zu  einem  Elemente  der  Hauptcoincidenz  ergänzt  werden,  ein  Umstand, 
der  für  «  >  1,  m  >  1  nur  in  besonderen  Fällen  als  Singularität  vor- 
kommen kann  (vgl.  p.  937).     Für  m  ==  1  nämlich  können  wir  setzen: 

wo  ^1 ,  ^2,  A^  Functionen  n*®''  Klasse  in  den  ui  sind.  Hier  wird  die 
Linie  u  in  der  Weise  ausgezeichnet  sein,  sobald  die  Gleichung  /"  =  0 
für  Xi  =  {iiv)i  unabhängig  von  den  vi  erfüllt  ist,  d.  h.  wenn  gleich- 
zeitig: 

A^u.,  —  ^2^1  "^^  0  ,     ^2^3  —  ^3%  "^^  '^  j     ^3^^i  —  A^u^  =  0  . 
Diese  Gleichungen  erlauben  nach  bekannten  Regeln  (p.  389)  n^  -\-  n  -\-  l 
gemeinsame  Lösungen,  und  somit  haben  wir  den  Satz: 

In  einem  Connexe  (1,  n)  o^f^t  ^s  n^  -\-  n  -\-  \  Gerade,  welche  je  mit 
allen  ihren  Pi/nkfen  Elemente  der  Hauptcoincidenz  bilden.  Dieselben  sollen 
Grimdstrahlen  des  Connexes  bez.  seiner  Hauptcoincidenz  genannt  werden. 


*)  Ist  dieselbe  die  unendlich  ferne  Gerade,   so  hat  man  den  Fall  der  Trans- 
lation, vgl.  die  zweite  Aumk.  auf  p.  1)96. 
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Offenbar  wird  auch  die  Differentialgleichung  der  Haupteoincidenz- 
curvcn,  welche  aus  f  ==  0  für  x;  =  {iidu)i  hervorgeht,  durch  jeden 
dieser  Grundstrahlen  unabhängig  von  den  Differentialen  dui  erfüllt. 
Die  «^  -\-  n  -\-  \  Grundstrahlen  eines  Connexes  (1,  ti)  werden  also  von 
allen  seinen  Hauptcoincidenzcurven  berührt.  *) 

Die  Grundstrahlen  stehen  ferner  in  besonderer  Beziehung  zu  den 
oben  betrachteten,  eindeutig  auf  einander  bezogenen  Curven  F  =  0, 
0  =  0  (vgl.  p.  969).  Die  damals  gegebene  Bestimmung  der  Singu- 
laritäten der  letzteren  bleibt  auch  für  m  =  1  bestehen.  Es  ist  also 
F  von  der  Ordnung  {n  —  \)  {ii  -\-  2)j  die  Zahl  der  Doppelpunkte  von 
F  gleich 

i(n-2)(n-3)  \{n  +  2f  +  ?>  n]  , 

die  Zahl  der  Spitzen  gleich 

3  (n  -  2)  (2  n  -f  1) , 

und  daher  findet  man  für  das  Geschlecht  von  F  die  Zahl: 

\n{ln—n). 

Hieraus  ergibt  sich '  die  Klasse  von  F  gleich  3  «•*,  die  Zahl  der 
Wendepunkte  gleich  12  w  (« — 1),  die  der  Doppeltangenten  gleich 
4  (9  71^  —  40  n2  +  35  n  +  2). 

Die  Curve  0  dagegen  wird  von  der  Klasse  3  n^  das  Geschlecht  der- 
selben stimmt  mit  dem  von  F  überein;  die  Zahl  ihrer  Doppeltangenten 
ergibt  sich  daher  gleich 

I  (3«  —  1)  (3  w  -  2)  —  i  n  (7  M  —  11)  =  w2  _|_  ;j  _|_  1  ^ 

denn  Wendetangenten  werden  im  Allgemeinen  nicht  auftreten. 

Wir  werden  sehen,  dass  diese  Doppeltangenten  eben  die  Grund- 
strahlen unseres  Connexes  (1 ,  n)  sind. 

Im  vorliegenden  Falle  nämlich  können  wir  die  Gleichung  der 
Curve  0  =  0  leicht  direct  aufstellen.  Wir  gehen  zu  dem  Zwecke  aus 
von  dem  Gewebe  der  Curven  {n  -f-  l)*"'  Klasse  (vgl.  p.  966) : 

( 1 )  U,  =  {a  u  v)  IIa"  =  i:Ai  (u  v)i  =  0  . 

Eine  jede  Curve  desselben  berührt  die  n-  -\-  n  -\-  l  Grundstrahlen  und 
ausserdem  die  Linie  v,  zu  welcher  sie  gehört;  und  der  Berührungs- 
punkt y  von  V  ist  der  zu  v  gehörige  Punkt  der  Hauptcoincidenz. 
Von  jedem  Punkte  von  v  kann  man  ausser  v  selbst  noch  n  weitere 
Tangenten  an  die  Curve  ^„  =:=  0  legen ,  und  dies  sind  die  n  zu  dem 
betreffenden  Punkte  von  v  gehörigen  Strahlen  der  Hauptcoincidenz; 
für  den  Punkt  y  selbst  aber  fällt  einer  dieser  n  Strahlen  mit  der  Linie 

■^  Vgl.  auch  die  Bemerkungen  über  singulare  Lösungen  am  Schlüsse  dieser 
Abtheilung, 
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V  zusammen.  Ist  nun  v  eine  Tangente  der  Curve  <t>  =  0,  so  ist  ij  ein 
Punkt  von  F=0,  und  es  fällt  noch  ein  weiterer  der  von  y  aus- 
gelieuden  7t  Strahlen  der  Hauptcoincidenz  (Tangenten  von  Uv  =  0)  in 
die  Linie  v]  d.  h.  y  wird  Rückkehrtangente  der  Curve  U„  =  0.  Die 
Bedingung  hierfür  ist,  dass  v  gleichzeitig  die  Hesse 'sehe  Curve  von 
jj^  =  0  berührt.  Sei  also  Uv  =  »n"  +  S  so  ist  die  Gleichung  der  Curve 
0  =  0  durch 

(Jt  n  7t")-  U„"  -  1  Un-"  -  ^  Un-"  "  ^  =  0 

gegeben,  wenn  man  links  u  =  v  setzt.  Die  linke  Seite  dieser  Glei- 
chung ist  vom  Grade  3  n  in  den  Ui  und  vom  dritten  Grade  in  den 
Coefficienten  von  /'.  Versucht  man  eine  solche  Contravariante  sym- 
bolisch zu  bilden,  so  hat  man  nur  die  Wahl  zwischen  den  drei  Formen: 

(rt  h  C)  l(a"  y^i"  Uy"  ,       (a  h  ll)  Ca  Ua"  ~  '  U/'  Uy"  ,       da  Ha"  ~^  (bc  u)  Uß"  Uy"  . 

Die  erste  von  diesen  verschwindet  identisch,  da  sie  bei  Vertauschung 
von  b,  ß  und  c,  y  ihr  Zeichen  ändert;  gleiches  gilt  von  der  letzten 
(welche  überdies  in  zwei  getrennte  Factoren  zerfällt);  die  Gleichu7iy 
der  Curve  0  =  0  ist  also : 

(2)  0  =  («  &  u)  Ca  Ua"  -  ^  U/'  Uy"  =  0  . 

Ist  nun  u  ein  Grundstrahl  des  Connexes,  so  verschwinden  die 
Grössen  {bii)iiiß",  und  folglich  ist  auch  0  selbst  Null.  Aber  auch  die 
Differentialquotienten  von  0  verschwinden,  denn  es  ist: 

1^  =  {a b)i  Ca  u^"  - 1  u^"  Uy" 

4-  {(ibn)  CaVa"~~ti(i"~^Uy"~'^  {{n  —  \)aatßiiy  -f  nUa{u^yi-\-Uyßi]. 

Auf  der  rechten  Seite  verschwindet  das  zweite  und  dritte  Glied  wegen 
der  Factoren  {(tbu)7i^"\  das  vierte  ist  gleich 

t(Y"ßiUa"~^U^"~^   [(aCU)ba  -f  (cftw)  ««  +  {d  b  c)  Ua], 

ist  also  ebenfalls  Null.     Das  erste  Glied  endlich  ist  gleich 

4-  {ab)iUa"-'^Uß"  -^Uy"  {CaUß  —  CßUa)  =  ^  {ab)iUa" -^  Uß'  -hiy"  {cuiv)  . 

wenn  iVi  =  (o:/3),-;  dasselbe  verschwindet  also  auch  wegen  der  Factoren 
{c  u  w)  Uy".     Wir  haben  so  den  Satz : 

Die  n?  -f-  «  -(-  1  Grundslrahlen  eines  Connexes  (1,  n)  sind  Doppel- 
tangenten  der  zugehörigen  Curve  0  =  0;  und  letztere  hat  im  Allgemeinen 
keine  anderen  singulären  Tangenten. 

Dieselben  Grundstrahlen  sind  auch  Doppeltangenten  der  Curve 
F  =0,  wie  sich  durch  näheres  Studium  der  Curvensysteme  6^„  =  0  und 

(3)  Xy  =  Ua:  {(xxy)"  =  0 

ergeben  wird.  Wir  verweilen  zunächst  bei  dem  Gewebe  der  Curven 
{n  -f-  1)'^'    Klasse    Uv  =  0,     Eine   Curve  desselben  ist  im  Allgemeinen 
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bestimmt  durch  zwei  beliebige  Taugeuten  u,  u",  indem  sich  die  Para- 
meter Vi  daun  durch  die  Gleichungen: 

(4)  {(/ 2i v)  11  a"  =^  0     und     (au'v)  u"a"  =  0 

berechnen  lassen.  Eine  Ausnahme  tritt  jedoch  ein,  wenn  der  Schnitt- 
punkt tj  von  II  und  ii"  gleichzeitig  Coincidenzpunkt  für  beide  Linien 
ist,  d.  h.  wenn  die  Gleichungen  bestehen: 

CyiU"  =  0 ,     a,ju"a"  =  0 ,     1/^'  =  0  ,     Uy"  =  0  ; 

dann  nämlich  sind  beide  Gleichungen  (4)  sowohl  für  v  =  u'  als  für 
V  ==  u"  erfüllt,  dienen  somit  nicht  mehr  zur  Bestimmung  von  v.  Es 
gibt  also  noch  eine  lineare  Schaar  von  Curven  (/„,  welche  alle  die 
Linien  u',  ii'  und  ebenso  die  n  —  2  anderen  Strahlen  berühren,  denen 
derselbe  Coincidenzpunkt  y  zukommt.  Dies  können  wir  in  dem  Satze 
aussprechen :  *) 

Die  n^  -\-  n  -\-\  Grundsirahlen  des  Connexes  (1 ,  n)  bilden  zusatnmen 
mit  n  Coincidenzslralücn,  welche  einem  beliebigen  Punkte  in  der  Huupt- 
coincidenz  entsprechen ,  ein  Syste?n  von  solchen  {n  -|-  1)^  Geraden,  die 
von  unendlich  vielen  Curven  {n  -\-  1)'""  Klasse  (^„  =  0)  beriXhri  werden. 

Hierdurch  ist  das  Gewebe  ^„  =  0  vor  einem  beliebigen  Gewebe 
(n  -f-  l)**^'  Klasse  wesentlich  ausgezeichnet.  In  der  That  würde  letzteres 
ja  schon  durch  ^  n  (n  +  5)  feste  Tangenten  völlig  bestimmt  sein, 
während  wir  hier  7i^  -|-  '*  "f"  ^  solche  Tangenten  haben.  Die  Grund- 
strahlen sind  also  nicht  von  einander  unabhängig,  sie  bilden  vielmehr 
ein  besonderes  Liniensystem,  welches  den  früher  kurz  erwähnten 
Systemen  von  R  Punkten  dualistisch  gegenübersteht,  durch  welche 
noch  ooi  Curven  einer  gegebenen  oo'- Schaar  von  C„  hindurchgehen, 
wenn  q  '>  t  —  R  (vgl.  p.  757).  In  unserm  Falle  haben  wir  n  durch 
?i  -f-  1  zu  ersetzen  und 

;  =  i(n-f  l)(n  +  4),     q=^2,     i?  =  «2  _|_  „  _|_  i  . 

Nach  den  damaligen  Resultaten  genügen  also  die  Coordinaten  der 
jf  _|-  ;?  _|_  1  Grundstrahlen  einem  Systeme  von  Gleichungen,  welches  mit 

{rj  +  1)  (Ä  _  ;  +  q)  =  I  (/i  -  1)  {11  -  2) 

unabhängigen  Relationen  äquivalent  ist.  In  unserm  Falle  kommt 
dann  noch  die  weitere  Eigenschaft  hinzu,  dass  die  n  weiteren  gemein- 
samen Tangenten  zweier  Curven  desselben  sich  in  einem  Punkte 
schneiden.  Ob  indess  letztere  Eigenschaft  eine  Folge  der  ersteren  ist, 
ob  zwischen  den  w^  -f-  w  +  1  Grundstrahlen  noch  weitere  Relationen 
bestehen,  bedarf  einer  näheren  Untersuchung. 


*)  Die  folgenden  Betrachtungen  sind  Verallgemeinerungen  der  von  Godt 
über  den  Conuex  (1,  2)  angestellten  Untersuchungen;  vgl.  dessen  Inaugural- 
dissertation: Ueber  den  Connex  erster  Ordnung  und  zweiter  Klasse,  Göttingen  1873. 
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In  dem  Gewebe  Uv  =  0  werden  nun  unendlich  viele  Curven  mit 
einer  Doppeltangente  enthalten  sein,  ferner  eine  endliche  Zahl  von 
Curven  mit  zwei  Dopijeltangenten  oder  einer  Wendetangente.  Alle 
diese  ausgezeichneten  Curven  stehen  zu  der  Curve  7^  =  0  in  enger 
Beziehung.  Die  n  {ti  -\-  1)  —  2  =  (w  —  1)  (n  -\-  2)  einfachen  Schnitt- 
punkte von  V  mit  Uv  nämlich  sind  dadurch  charakterisirt,  dass  in 
ihnen  zwei  der  zugehörigen  n  Richtungen  der  Hauptcoincidenz  (Tan- 
genten von  (/,)  zusammenfallen;  diese  Eigenschaft  kommt  aber  nur 
Punkten  von  F  =  0  zu.  ßie  (n  —  1)  (n  -f-  2)  Schnittpunkte  von  1/^  =  0 
mit  V  sind  daher  identisch  mit  den  {n  —  1)  (n  +  2)  Schnittpunkten  von 
V  mit  F.*)  Soll  Ui,  eine  Doppeltangente  haben,  so  müssen  zwei  dieser 
Schnittpunkte  zusammenfallen  in  den  Schnittpunkt  von  v  mit  der 
Doppeltangente,  d.  h.  v  wird  Tangente  von  F;  und  umgekehrt  hat 
(/„  immer  eine  Doppeltangente,  wenn  v  Tangente  von  F  ist.  Andern- 
falls nämlich  müsste  v  selbst  dann  Doppeltangente  von  U^  =  0  sein, 
wir  würden  also  auf  v  zwei,  und  somit  unendlich  viele  Coincidenz- 
punkte  haben,  d.  h.  v  wäre  ein  Grundstrahl  unseres  Conuexes.  An- 
dererseits erkennt  man  aus  dem  Ausdrucke  f/„  sofort,  dass  in  der 
That  jeder  Grundstrahl  v  Doppeltangente  seiner  Curve  Ui,  ist ;  folglich 
ist  er  nach  vorstehender  Ueberlegung  auch  Doppeltangente  von  F. 
Wir  haben  so  folgende  Sätze: 

Die  Geraden  v,  deren  Curven  U„  eine  Doppeltangente  haben,  mnhüUen 
die  Curve  F  =  0.  Die  Discriminante  der  Form  Uv  giht  also,  gleich  Null 
gesetzt,  die  Gleichung  der  Curve  F  in  Liniencoordinaten.  In  der  That 
wird  sie  auch  vom  Grade  3  n"^  in  den  vi. 

Die  n^  -\-  71  -\-  \  Grundstrahlen  sind  Doppeltangenten  von  F;  in  den 
heiden  Berührungspunkten  werden  sie  gleichzeitig  von  den  zugehörigen 
Curven  Uv  berührt. 

Ferner  leitet  man  aus  den  letzten  EntwickluuQ-en  ohne  Schwierio-- 
keit  die  folgenden  Sätze  ab: 

Die  Doppeltangenten  der  Curven  Uv  =  0  umhidlen  die  in  (2)  ge- 
gebene Curve  4>  =  0;  letztere  (welche  nach  Obigem  ebenfalls  die  Grund- 
strahlen zu  Doppeltangenten  hat)  ist  also  auch  vermöge  dieses  Satzes 
eindeutiof  auf  i^  =  0  bezogen. 

Den  f  n  {n  —  \)  {^  n-  -\-  '^  n  —  11)  Doppeltangenten  von  F ,  welche 
nicht  Grundsir ahlen  des  Connexes  sind,  entsprechen  als  Linien  v  Curven 
Uv  mit  zivei  Doppeltangenten ;  letztere  gehen  durch  die  beiden  Berührungs- 
punkte von  V  mit  F. 


*)  Ebenso  wird  im  Connexe   (;«,  n)  die   Curve  V^,,  die  v  zur  to- fachen  Tan- 
gente hat,  von  v  in 

(m  -f  n  —  1)  (;«  +  n)  —  m  {m  —  1)  —  2  m  =  {n  —  1)  (n  -f  2  ?«) 
einfachen  Punkten  getrott'en,   welche  gleichzeitig  die   Schnittpunkte   von    F  mit 
1»  sind. 
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Die  V2n  {n  —  1)  Wendetangenten  von  F  sind  diejenigen  Linien^ 
welcJien  Curven  Z7,,  mit  einer  Wendetangenie  zugeliören. 

In  ähnlicher  Weise  steht  das  in  (3)  gegebene  System  der  Curven 
Xy  =  0  mit  der  Curve  7^  =  0  in  Beziehung.  Jede  Curve  desselben 
hat  in  dem  Punkte  y  einen  n -fachen  Punkt,  dessen  n  Tangenten  die 
zu  ij  gehörigen  Coincidenzstrahlen  sind  und  durch  die  Gleichung 
Uy  [axg)"  =  0  dargestellt  werden.  Sollen  daher  zwei  dieser  n  Tangen- 
ten zusammenfallen j  so  nwss  y  auf  der  Curve  F  liegen.  Während  y  die 
Curve  F  durchläuft,  umhüllen  die  zugehörigen  doppelt  zählenden 
Tangenten  die  Curve  (3  n)^^''  Klasse  0  =  0.  Verbindet  man  also  y 
mit  den  {n'~  —  1)  {n  -\-  2)  Schnittpunkten  von  Xy  =  0  mit  F  =  0,  so 
sind  unter  den  Verbindungslinien  jedenfalls  doppelt  zählend  die  3  n 
durch  y  gehenden  Tangenten  von  0;  und  da  auf  jeder  der  letzteren 
nur  ein  Coincidenzpunkt  liegt,  so  fallen  von  jenen  (/<-  —  1)  (n  -]-  2) 
Schnittpunkten  6  n  paarweise  zusammen ;  wir  haben  also  den  Satz : 

Jede  Curve  Xy  =  0  berührt  die  Curve  F  in  3  w  Punkten ,  trifft  sie 
also  ausserdem  noch  in  n^  -{-  2  n"^  —  In  —  2  Punkten.  Letztere  Zahl 
gibt  gleichzeitig  die  Klasse  der  Curve,  welche  von  den  n  —  2  ein- 
fachen zu  einem  Punkte  von  F  gehörigen  Strahlen  der  Haupteoinci- 
denz  umhüllt  wird. 

Wir  können  leicht  noch  eine  dritte  Curve  angeben,  welche  durch 
die  Berührungspunkte  von  Xy  ==  0  und  F  =  0  hindurchgeht ,  so  dass 
diese  3  n  Punkte  (welche  kein  vollständiges  Schnittpunktsystem  bil- 
den) als  die  gemeinsamen  Punkte  von  3  Curven  bestimmt  sind.  Zwei 
Curven  Xy  und  X:  nämlich  schneiden  sich  in  (?i  -\-  ly  Punkten.  Von 
diesen  liegt  immer  einer  auf  der  Linie  yz,  nämlich  der  ihr  in  der 
Hauptcoincidenz  zugeordnete  Punkt.  Lassen  wir  nun  z  auf  der 
Geraden  yz  beliebig  nahe  an  y  heranrücken,  so  bleibt  der  auf  yz  ge- 
legene Schnittpunkt  fest,  die  anderen  71- -\- 2  n  Punkte  verschieben 
sich  auf  Äy.  Die  Verbindungslinien  derselben  mit  y  und  z  werden 
dann  einander  benachbart  (soweit  die  Punkte  nicht  selbst  an  y  heran- 
rücken), werden  also  zu  Tangenten  von  4>;  es  können  folglich  nur 
3  n  dieser  Schnittpunkte  getrennt  liegen,  die  übrigen  (w  -^  1)-  —  3n  —  1 
müssen  sich  in  y  vereinigen.  Pie  Berührungspunkte  von  F  mit  Xy  sind 
also  die  einfachen  nicht  auf  yz  gelegenen  Schnittpunkte  der  Curven 
Xy  =  0  und  Xyj^iz  =  0,  wo  £  unendlich  klein  ist,  d.  h.  der  Curven 
Xy  =  0  und 
(5)  -  tta:  (ccxy)"  -  ^  (axz)  =  0  . 

In  der  That  erkennt  man  auch   aus    den   Gleichungen,    dass   }i-  —  n 
Schnittpunkte  beider  in  den  Punkt  y  zusammenfallen. 

Liegt  der  Punkt  y  insbesondere  auf  einem  Grundstrahle  des 
Connexes,  so  muss  sich  zufolge  der  Definition  der  Curve  Äy   von  ihr 
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der  Grundstrahl  selbst  absondern.  Den  Punkten  eines  Grundsiraldes 
entspricht  so  eine  Reihe  von  Curven  /i'*"'"  Ordnung ,  von  denen  jede  die 
Curve  F  in  3  n  —  2  Punkten  berührt.  Dem  Schnittpunlcte  zweier  Grund- 
strahlen entspricht  daher  eine  Curve  {n  —  1)*"  Ordnun^^,  welche  F  in 
3  71  —  4  Punkten  berührt.  — 

Die  vorstehenden  Entwicklungen  wollen  wir  jetzt  insbesondere 
für  den  Fall  n  ^  2,  d.  i.  für  den  Connex  (1,  2),  verwerthen,*)  Für 
denselben  wird  die  Curve  F  =  0  von  der  vierten  Ordnung  und  hat 
keine  singulären  Punkte;  sie  ist  dann  überhaupt  die  (dlgemeine  Curve 
vierter  Ordnung,  denn  die  Zahl  der  Constanten,  von  denen  die  Haupt- 
coincidenz  des  Connexes  (1,  2)  abhängt,  ist  gleich  14,  also  gleich  der 
Zahl  der  Constanten  einer  allgemeinen  C^.  Man  erkennt  so,  dass  die 
Theorie  des  Connexes  (1,2)  aufs  Engste  mit  der  Theorie  einer  allge- 
meinen  C^  verknüpft  ist;  und  dadurch  wird  der  Fall  n  =  2  von  l)e- 
sonderem  Interesse.  In  der  That  brauchen  wir  in  obigen  Sätzen  nur 
immer  ??  =  2  zu  nehmen,  um  sofort  eine  Reihe  von  Theoremen  über 
die  Doppeltang enten  einer  C^  zu  erhalten,  wie  wir  sogleich  noch  sehen 
werden.  Zuvor  sei  bemerkt,  dass  man  in  diesem  einfachen  Falle,  wo 
771  =  1  und  71  =  2,  leicht  einige  der  covarianten  Curven  wirklich  auf- 
stellen kann,  welche  früher  beispielsweise  erwähnt  wurden  (p.  944); 
in  der  That  haben  wir  es  hier  ja,  wenn  wir  a:,,  X2,  %  als  Parameter 
auffassen,  nur  mit  einem  Gewebe  von  Kegelschnitten  Ii^  zu  thun,  und 
mit  einem  solchen  beschäftigten  wir  uns  schon  früher  (p.  519).  Wir 
können  daher  sofort  die  folgenden  Sätze  aussprechen: 

Alle  Punkte  x,  dcre7i  zugehörige  K^  m  ei7i  Punktpaar  zerfallen, 
bilden  die  Curve  dritter  Ordnung: 

(6)  />=«,^».,c,  («/3y)2  =  0. 

Die  Doppeltang ente7i  der  zerfallenden  K.^  un%hüllc7i  die  Curve  di'itter 
Klasse 

(7)  7^  {übe)  {aßy)  UaUßUy  =  0 

d.  i.  die  J  a  c  o  b  i  'sehe  Curve  des  Gewebes  a^  w„-  =  0. 

Die  Pu7iktepaa)^e  der  ze7'fallende7i  K.,  bUde7i  die  Cu7^ve  d7itter  Oi^d- 
nung : 

(8)  H=  {abc)  (ccßx)  (ßyx)  (yax)  =0, 

d.  i.  die  Her miie' sehe  Cu7've  des  Geiuebes. 

Die  Beziehungen  der  Curven  /  =  0  und  H  =0  auf  einander  sind 
aus  der  Theorie  der  Kegelschnittgewebe  bekannt.  Die  Curve  P  =  0 
ist  vermöge  der  Gleichungen: 

a^.UaC<i  ==  0  ,      a^rttaCC-i  ==  0  ,       a^eUadi  =  0, 


*)  Vgl.  im  Folgeudeu  Godt  a.  a.  0. 
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linear  auf  die  Curve  7  =  0  Lezogen ;  beide  haben  also  dieselbe  abso- 
lute Invariante.  Drei  Punkten  von  P=  0,  welche  in  gerader  Linie 
n  liegen,  entsprechen  drei  Punktepaare  von  //  ==^  0^  welche  die  Ecken 
eines  vollständigen  Vierseits  bilden;  die  Seiten  des  letzteren  sind  die 
gemeinsamen  Taugenten  der  Kegelschnittschaar  Oy  u^  -\-  K  a~  Ua^  =  0, 
wenn  y  und  z  zwei  Punkte  von  u  sind.  Jede  dieser  vier  Seiten 
bildet  dann  ein  Connexelement  mit  jecletn  Punkte  von  ?/;  d.  h.  liegt 
X  auf  einer  der  vier  Seiten,  so  bilden  x  und  ii  zusammen  ein  Element 
des  coujugirten  Connexes  (p.  1001).  Die  Gleichung  des  letzteren,  näm- 
lich (p.  951): 

{(ihu)  {cdu)  {aöxf  (ßyxy  =  0, 
stein  daher  das  Product  der  gemeinsamen   Tangenten  aller  Kegelschnitte 
dar,  luelche  im  Connexe  (1,  2)  zti  den  Punkten  von  u  gehören.  — 

Wir  geben  nun  im  Folgenden  eine  Zusammenstellung  der  aus 
unseren  allgemeinen  Erörterungen  über  den  Connex  (1,  n)  resultiren- 
den  Sätze;  und  zwar  lassen  wir  letztere  in  derselben  Reihenfolge,  in 
welcher  sie  oben  abgeleitet  wurden ;  nur  bei  einzelnen  fügen  wir  unter 
Benutzung  bekannter  Resultate  aus  der  Theorie  der  Curven  dritter 
Ordnung  bez.  Klasse  einige  Erörterungen  hinzu: 

Es  gibt  7  Strahlen,  ivelche  mit  allen  ihren  Punkten  Elemente  der 
Hauptcoincidenz  eines  Connexes  (1,  2)  bilden  („Grundstrahlen  desselben"). 

Die  Curve  F=0,  d.  i.  der  Ort  der  Punkte  x,  welche  auf  den 
zugehörigen  f{.^  «/.^w«- =  0  liegen,  ist  die  allgemeine  Curve  4*'^'"  Ord- 
nung und  gegöben  durch  die  Gleichung:     a_^.h_^  (aßxY  ==  0. 

Die  Curve  0=0,  d.  i.  die  Enveloppe  der  Tangenten,  welche  man 
in  Punkten  von  F  =  0  an  die  zugehörigen  A'j  ziehen  kann ,  ist  von 
der  6*®"  Klasse  und  gegeben  durch  die  Gleichung:  {abu)CaUaiiß'^Uy'^=0. 

Die  7  Grundstrahlen  sind  Doppeltangenten  der  Curve  4>,  letztere 
hat  keine  anderen  Doppeltangenten. 

Die  Grundstrahlen  bilden  zusammen  mit  den  zwei  Strahlen,  die 
in  der  Hauptcoincidenz  einem  beliebigen  Punkte  x  entsprechen  (d.  i. 
Tangenten  von  x  an  die  K^  a^Ua  =  0),  ein  System  von  9  Geraden, 
welche  eine  Curve  dritter  Klasse  nicht  bestimmen. 

Die  Gleichung  U^,  e^  («wy)  w«^  =  0  stellt  das  allgemeine  Gewebe 
von  Curven  dritter  Klasse  mit  7  gemeinsamen  Tangenten  (den  Grund- 
strahlen) dar. 

Die  ternäre  absolute  Invariante  einer  Curve  U„  =  ^  ist  gleich 
der  binären  absoluten  Invariante  der  vier  Punkte,  in  welchen  F  von 
V  geschnitten  wird.  Die  Invarianten  S„  und  T^,  von  Uv  sind  also  pro- 
portional zu  den  Contravarianten  {AßvY  und  (ABvy  {BCvf  {CAvy 
von  F  iHE  AJ. 

Insbesondere  ist  die  Gleichung  der  Curve  F  in  Liniencoordinaten 
v.    S,^  —  6  r,2  =  0. 
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Die  7  Grundslralilen  sind  Doppeltangenien  von  F  =  0.*) 

Den  übrigen  21  Doppeltangenten  von  F  entsprechen  Curven  l/^ 
mit  zwei  Doppeltangenten,  cl,  li.  Curven,  welche  in  einen  Kegelschnitt 
und  einen  Punkt  zerfallen.  Ersterer  kann  nur  5  der  7  Grundstrahlen 
berühren;  der  Punkt  fällt  daher  in  den  Schnittpunkt  der  beiden  an- 
deren Grundstrahlen.     Also: 

Jeder  der  übrigen  21  Doppel  lang  enten  von  F  ist  ein  bestimmter  von  den 
Schnittpunkten  der  7  Grundstrahlen  zugeordnet  der  Art,  dass  die  zu  jener 
Doppeltangente  gehörige  U^.  in  den  Punkt  und  in  einen  Kegelschnitt  zerfällt, 
welcher  die  5  nicht  durch  den  Punkt  gehenden  Grundstrahlen  berührt. 

Die  beiden  Tangenten,  welche  man  von  dem  Punkte  an  den 
Kegelschnitt  legen  kann,  sind  die  Doppeltangenten  der  betreffenden 
Vx,,  sie  gehen  also  durch  die  beiden  Berührungspunkte  der  Doppel- 
tangente V  mit  i^.**) 

Es  gibt  24  Curven  Ui,  mit  Wendetangente,  entsprechend  den  ge- 
meinsamen Tangenten  ■  der  beiden  Curven:    S,,  =  0  und  Jj,  =  0. 

Die  Gleichung  Xy  ^  «r  {axyy  stellt  ein  System  von  Curven  dritter 
Ordnung  dar,  deren  jede  in  dem  betreffenden  Punkte  y  einen  Doppelpunkt 
hat;  die  Tangenten  des  letzteren  sind  die  Strahlen,  welche  mit  ij  Ele- 
mente der  Hauptcoincidenz  bilden.  Sind  Sy,  Ty  die  beiden  Invarianten 
der  Curve  X,i,  so  ist  die  Bedingung  Sy-^  —  6  Ty-  =  0  hier  für  y  identisch 
erfüllt.  Da  ferner  Sy  und  Ty  gleichzeitig  verschwinden,  wenn  y  auf 
F  =  0  liegt,  indem  dann  die  Curve  Äy  =  0  einen  Rückkehrpunkt  in 
y  hat,  so  unterscheiden  sich  die  Invarianten  Sy,  Ty  von  Xy  bez.  twr  um 
Zahlenfacloren  von  dem  Quadrate  und  dem  Cubus  der  Form  F=ayby{aßyy. 

Jede  Curve  Xy  berührt  die  Curve  F  in  6  Punkten,  d.  i.  in  allen 
Punkten,  tvo  sie  ihr  begegnet. 

Durch  die  6  Berührungspunkte  von  Xy  geht  auch  die  Curve 
a^c  {ccxy)  {axz^  =  0.  Diese  aber  ist  symmetrisch  in  y  und  z;  so- 
mit folgt: 

Die  12  Berührungspunkte  zweier  Curven  Xy  und  X~  liegen  auf  der 
Curve  dritter  Ordnung: 
(9)  a^.  {axy)  (axz)  =  0  .***) 

*)  Die  Theorie  des  Gewebes  dritter  Klasse,  welches  durch  7  Doppeltangenten 
einer  C^  bestimmt  wird,  ist  zuerst  von  Arouhold  studirt:  Berliner  Monats- 
berichte 1864,  p.  499.  —  Ueber  die  Doppeltangenten  der  Q  vgl.  oben  p.  850. 

**)  Da  diese  Linien  auch  Tangenten  von  0  =  0  sind,  hat  man  also  durch 
dualistische  Uebertragung  den  Satz :  Sind  7  beliebige  Punkte  in  der  Ebene  ge- 
geben, so  liegen  die  42  Punkte,  in  denen  die  Verbindungslinie  je  zweier  von 
ihnen  den  durch  die  .5  übrigen  bestimmten  Kegelschnitt  schneidet,  in  einer 
Curve  Gier  Ordnung,  welche  alle  7  Punkte  zu  Doppelpunkten  hat. 

***)  Dieselbe  ist  der  Ort  der  Punkte  x,  dei'eu  zugehörige  Strahlenpaare  der 
Hauptcoincidenz  die  Verbindungslinie  zweier  beliebigen  Punkte  y  und  :  harmo- 
nisch th  eilen. 
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Die  zu  den  Punkten  y  eines  der  7  Grundstrahlen  gehörigen  Curveu 
Xy  zerfallen  in  diesen  Grundstrahl  selbst  und  in  ein  System  von  ein- 
fach unendlich  vielen  Kegelschnitten,  deren  jeder  die  C^  F  in  4 
Punkten  berührt. 

Die  dem  Schnittpunkte  y  zweier  Grundstrahlen  entsprechende 
Curve  Xy  zerfallt  in  die  beiden  Grundstrahlen  und  eine  der  übrigen 
21  Doppeltangenten  von  F.  Jedem  Schnitt pirnkte  y  zweier  Grunäslralilen 
(7  DoppcUangenten  von  F)  ist  so  eine  heslimmle  weitere  Doppellang ente  v 
von  F  zugeordnet,  so  dass  man  hierdurch  alle  28  Doppcltangenten  von  F 
erhält.  7i\x  der  Doppeltangeute  v  gehört  dann  der  Punkt  y  als  ein 
Theil  der  betreffenden  Curve  Uv  in  der  oben  besprochenen  Weise 
(p.  1009). 

Jeder  Grundstrahl  nun  wird  von  6  anderen  geschnitten.  In  jeder 
Reihe  von  Bcrährungskegelsclinitten.,  die  einem  Grundstrahle  zugehört, 
^ ind  also  6  Paare  von  Doppeltangenten  enthalten;  von  jedem  Paare  ist 
eine  Doppeltangente  eben  einer  der  6  übrigen  Grundstrahlen. 

Liegen  y  und  z  beide  auf  demselben  Grundstrahle,  so  muss  jede 
Curve  Xyj^xz  =  ^-^  diesen  Strahl  enthalten,  und  folglich  auch  die 
Curve  (9).  Es  folgt  so,  dass  die  8  Berührungspunkte  zweier  Kegelschnitte 
desselben  Systems  immer  auf  einem.  Kegelschnitte  liegen  (vgl.  p.  842).    — 

Die  meisten  der  hier  ausgesprocheneu  Sätze  beziehen  sich  allein 
auf  die  sieben  Grundstrahlen  und  die  Curve  vierter  Ordnung,  sie 
gelten  ganz  unabhängig  davon,  dass  wir  durch  den  Connex  aa:Ua-^=() 
auf  sie  geführt  werden.  Man  kann  daher  auch  umgekehrt  von  einer 
beliebigen  Curve  vierter  Ordnung  ausgehen,  man  hat  dann  Relationen 
zwischen  7  beliebigen  Doppeltangenten  (von  denen  keine  vier  zer- 
fallende Kegelschnitte  desselben  Systems  von  ßerührungskegelschnitten 
bilden  dürfen)  und  den  21  übrigen  Doppeltangenten  der  C^.  Man 
kann  aber  auch  weiter  von  7  beliebigen  Geraden  der  Ebene  ausgehen 
und  aus  ihnen  die  übrigen  21  Doppeltangenten  sowie  deren  Berüh- 
rungspunkte mit  der  C^  construiren.  Zu  dieser  Construction  wird 
man  von  unserm  Connexe  aus.  am  einfachsten  geführt,  indem  man 
von  einem  andern  Connexe  ausgeht,  welcher  mit  dem  gegebenen 
dieselbe  Hauptcoincidenz  hat  und  von  besonders  einfacher  Natur  ist. 
Dies  ist  ja  erlaubt,  da  dfe  Curve  F  =^  allein  von  der  Hauptcoinci- 
denz des  Connexes  (1,  2)  abhängt. 

Wir  nehmen  drei  der  sieben  Grundstrahlen  zu  Seiten  des  Coor- 
dinatendreiecks.  Dann  muss  die  Gleichung  des  Connexes  erfüllt  wer- 
den durch  jedes  der  drei  Werthsysteme : 

1/2  =  0,  W3  =  0 ,  a^'j  =  0 
2/3=0,  Mj  =  0  ,  ^2  =  0 
i/i  =  0 ,     W2  =  0 ,     0:3  =  0 . 
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Es  müssen  also  die  Glieder  mit  den  Factoren  x^u^\  X\,u-<^,  x.,u.^',  x^u^, 
.x'.{ ?<,'-',  x^u^  fehlen;  durch  Hinzufügen  des  Productes  von  ^^.^■  mit  einem 
in  den  u  linearen  Ausdrucke  kann  man  ferner  auch  die  Glieder  mit 
Xyu(^,  x^ii^^,  x.^u.y  zerstören.  Die  Ilaupicomciäenz  eines  allgemeinen 
Connexes  (1,2)  kann  daher  immer  dargestelU  werden  ab  flauptcoincidenz 
eines  Connexes  der  Form: 
(10)  r/.^.  w.^j^j  -|-  hxU-^u^  -j-  CxU^u.y  =  0  , 

dessen  Gleichung  auf  drei  der  sieben  Grundstrahlen  bezogen  ist;  und  es 
gibt  35  solche  Connexe,  entsprechend  den  35  Arten,  wie  man  3  Grund- 
strahlen auswählen  kann. 

Der  Connex  (10)  ist  dadurch  ausgezeichnet,  dass  alle  seine  Ourven 
/{.,  die  Seiten  des  Coordinatendreiecks  berühren.  Die  Curve  7  =  0 
zerfällt  daher  in  die  drei  Ecken  des  Dreiecks,  die  Curve  H  =  0  m 
die  drei  Seiten  (vgl.  p.  525),  nnd  für  die  Curve  P=i),  deren  Glei- 
chung sich  durch  Elimination  der  u  aus  den  Gleichungen 


0  ,     c-cii^  -\-  «,'/.,  =  0  ,     ttj^u.^  -|-  //.^.w,  =  0 


ergibt,  findet  man: 


Die  Gleichung  der  Curve  vierter  Ordnung  endlich  ist  durch  die  Punkt- 
coordinatengleichung  des  Kegelschnittes  (10)  gegeben;  sie  nimmt  also 
die  einfache  Gestalt  an: 

Cx       ^.r       ^1 

0 


0 

Cx 

hx 

Cx 

0 

Clx 

^^  2  a^h^Cx  =  0 

K 

a.v 

0 

(H) 


^F=- 


0 

X, 


"■a:       X.) 

0     Xj 
0 


0 


1       ^^2       '^15 

Bilden  wir  ferner  Ä^,  indem  wir  ij  in  die  Ecke  ?/,  =  0  des  Coor- 
dinatendreiecks legen,  so  wird,  indem  tjy  ==  l: 

Xy  =  —  a^x^x-i . 

Die  in  (10)  auftretenden  Linien  a^  =  0,  ö^.  =  0,  c^  =  0  sind  daher 
diejenigen  Doppeltang enten  von  F,  die  den  Ecken  des  Dreiecks  als  Schnitt- 
punkten von  Grundstrahlen  in  obiger   Weise  zugeordnet  sind. 

Alle  sechs  linearen  Formen,  welche  in  der  Determinante  (11)  auf- 
treten, bedeuten  also,  gleich  Null  gesetzt,  Doppeltangenten  von  F  =  0. 
Man  verificirt  dies  auch  leicht  an  der  Gleichung  (11)  direct.  Setzt  man 
in  ihr  nämlich  z.  B.  c^-  =  0,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

{a^Xi  —  bxX^Y  =  0 , 

und   dasselbe   Resultat   ergibt  sich  für  x-,  =  0.      Die    Linien  c^  =  0, 
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a'g  =  0  berühren  daher  F  =  0  in  den  Schnittpunkten  mit  dem  Kegel- 
.schnitte  «3:^1  —  b^x^  ==  0.  Letzterer  geht  durch  die  Schnittpunkte 
von  «,.  =  0  mit  b^c  =  0  und  x.,  =  0,  von  b^,-  =  0  mit  x,  =  0  und 
von'Xi  =  0  mit  x^  =  0.  Dies  gibt  den  sogleich  noch  zu  verwerthen- 
den  Satz,  welcher  wieder  unabhängig  von  der  Gleichungsform  unseres 
Connexes  ist: 

Sind  6',,  6-2,  A"3  drei  unter  7  von  e/nafider  unabhängigen  Doppel- 
tangenien von  F,  ivelche  sich  bez.  in  den  Punkten  ;;,,  p^,  p.^  schneiden, 
und  sind  ö^,  ö^^  6^  die  den  p;  zugeordneten  Doppeltangenten,  ivelche 
sich  in  Tty,  n^,  Jt^  schneiden,  so  liegen  die  B er fdirungs punkte  von  s,  und 
(jj  7nit  den  Punkten  /?,  und  n^  sowie  ?nii  den  Schnittpunkten  von  s.^  mit 
(?3  und  «3  mit  a.^  in  einem  Kegelschnitte,  etc.;  und  die  so  entstehenden 
drei  Kegelschnitte  gehen,  wie  man  aus  ihren  Gleichungen: 

(12)     x^bx  —  x^C:c  =  ^  ,     x^c^r  —  x,  «.r  =  0 ,     Xia^  —  x^b.r  =  0 

sofort  erkennt,  durch  dieselben  vier  Punkte.  — 

Indem  wir  nun  zu  7  beliebig  gegebenen  Geraden  zunächst  einen 
der  speciellen  Connexe  (1,  2)  von  der  Form  (10)  aufsuchen,  können 
wir  die  folgende  Aufgabe  ohne  wesentliche  Schwierigkeiten  lösen: 

Es  sind  sieben  beliebige  Gerade  als  Grundstrahlen  eines  allgemeinen 
Connexes  (1,2)  gegeben,  man  soll  die  Hauptcoincidenz  des  letzteren 
construiren. 

Wir  benutzen  0  beliebige  der  7  Strahlen  als  Fundamentalstrahlen 
eines  Connexes  der  Form  (10).  Sie  seien  s, ,  s.^,  53,  und  ihre  Schnitt- 
punkte /?, ,  P2,  Pz  genannt;  die  4  übrigen  Strahlen  mögen  mit  ty,  t.^, 
t^,  t^  bezeichnet  werden,  ihre  Schnittpunkte  bez.  mit  p^^,  p^^,  etc. 
Da  alle  Connexkegelschnitte  A',  die  Linien  Si  berühren  müssen,  so 
sind  durch  die  Auswahl  dieser  Linien  mehrere  Connexkegelschnitte 
sofort  bestimmt.  Es  entsprechen  nämlich  den  Punkten  eines  Grund- 
strahls Kegelschnitte,  die  ihn  selbst  berühren,  also  den  Schnittpunkten 
je  zweier  Geraden  t  Kegelschnitte,  welche  beide  berühren,  für  die  also 
fünf  Tangenten  bekannt  sind.  Man  kennt  so  von  vornherein  die 
Kegelschnitte,  welche  zu  den  Ecken  des  vollständigen  Yierseits  der 
Linien  ti  gehören. 

Nun  kann  man  aber  auch  zu  allen  anderen  Punkten  der  Geraden 
/,•  die  Kegelschnitte  finden.  Die  zu  den  Punkten  von  /,  gehörende 
Schaar  von  K^  z.  B.  ist  projectivisch  zu  der  Reihe  ihrer  Berührungs- 
punkte auf  ty]  und  diese  projectirvische  Beziehung  ist  dadurch  festge- 
legt, dass  die  drei  den  Punkten  z^,,?  Pn^  P\a  zugehörenden  K^  und 
somit  auch  deren  Berührungspunkte  ■Ji^.^,  jr,3,  jr,^  bekannt  sind.  Man 
kann  daher  zu  jedem  beliebigen  Punkte  p  von  /,  den  zugehörigen 
Berührungspunkt  %  construiren  und,  wenn  man  diesen  erst  gefunden 
hat,  auch  den  zu  ;;  gehörenden  Kegelschnitt,   welcher  dann  durch  die 
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vier  Tangenten  a-,  ,  .v,, ,  .v., ,  i^  und  den  Berührungspunkt  n  auf  /,  in 
bekannter  Weise  bestimmt  ist.  An  ihn  kann  noch  durch  lineare  Con- 
structiön  von  p  aus  die  andere  Tangente  gezogen  werden,  welche  mit 
/,  zusammen  das  zu  p  gehörige  Strahlenpaar  der  Hauptcoincidenz 
bildet. 

Es  kommt  ferner  darauf  an,  die  für  den  Connex  (10)  wichtigen 
Linien  a^;  =  0,  hx  =  0,  r^-  =  0  zu  construiren.  Jeder  Punkt  von  s^ 
bildet  nun  mit  dem  Schnittpunkte  ;;,  von  «2  und  s^  einen  Kegelschnitt, 
welcher  als  Curve  A'o  ^^  einem  bestimmten  Punkte  von  «^  =  0  ge- 
hört. Dadurch  sind  die  Punkte  von  s^  und  «^  =  0  einander  projecti- 
visch  zugeordnet.  Von  letzterer  Linie  aber  kennt  man  die  vier  Punkte, 
welche  den  Schnittpunkten  von  s^  mit  den  Linien  ti  entsprechen,  nach 
den  eben  gemachten  Bemerkungen,  denn  diese  Schnittpunkte  bilden 
mit  ;;j  zusammen  Kegelschnitte  der  schon  bekannten  Schaaren,  welche 
den  Punkten  der  Geraden  ti  entsprechen.  Es  ist  hierdurch  die  Linie 
«^  ==  0  bestimmt  und  gleichzeitig  die  projectivische  Zuordnung  ihrer 
Punkte  zu  den  Punkten  von  s,.  Analoges  gilt  für  die  Linien  ^^-  =  0 
und  c.i-  =  0 ;  man  kann  daher  alle  zerfallenden  Kegelschnitte  und  die 
Punkte,  zu  denen  sie  als  TTo  gehören,  construiren. 

Die  nun  noch  zu  lösenden  Hauptaufgaben,  zu  einem  beliebigen 
Strahle  n  die  Connexgerade  C^  und  zu  einem  beliebigen  Punkte  x  den 
Connexkegelschnitt  Ä'.,  zu  construiren,  erledigen  sich  einfach. 

Zu  einem  Strahle  u  die  Connexgerade  finden,  heisst  diejenige 
Gerade  bestimmen,  deren  Punkten  x  die  den  Strahl  7i  berührenden  Ä'j 
zugeordnet  sind.  Solche  K^  sind  nun  offenbar  die  drei  Schnittpunkte 
von  II  mit  s^,  82-,  s^,  bez.  zusammengenommen  mit  den  gegenüber- 
liegenden Ecken  /?j,  j).^,  p^'^  die  zugehörigen  Punkte  x  liegen  auf  den 
Geraden  a,  h,  c,  sind  also  nach  Vorstehendem  bekannt;  sie  liegen 
aber  auch  selbst  in  einer  Geraden,  eben  der  gesuchten  C^,  welche  zu 
II  gehört. 

Um  zu  einem  Punkte  x  den  Kegelschnitt  K^  zu  finden,  ziehe  man 
eine  Gerade  v  durch  a:;  man  kennt  dann  die  zerfallenden  Kegelschnitte, 
welche  den  Schnittpunkten  der  Geraden  mit  «^  =  0,  ^a-  =  0,  c,r  =  0 
entsprechen,  folglich  auch  den  zu  x  gehörigen,  denn  die  Schaar  der 
zu  den  Punkten  x  von  v  gehörenden  ä%  ist  projectivisch  zu  der  Reihe 
dieser  Punkte  x. 

In  Folge  dieser  Constructionen  ist  der  Connex  (10)  als  völlig  be- 
kannt zu  betrachten;  man  kennt  daher  auch  seine  Hauptcoincidenz, 
d.  i.  die  Hauptcoincidenz  eines  beliebigen  Connexes,  welcher  die  7 
gegebenen  Geraden  zu  Grundstrahlen  hat.*) 


*)  Man  kann  hier  die  Lösung  mancher  anderen  Aufgaben  anschliesseu.     IJm 
z.  B.  die  9'e  gemeinsame  Tangente  zweier  Curven  dritter  Klasse  zu  finden,  wenn 
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Mit  Hülfe  der  Construction  dieser  Haupteoincidenz  löst  man  ferner 
leicht  folgende  wichtige  Aufgabe.  *) 

Es  sind  7  v07i  einander  unabhängige  Doppellangenten  einer'  Curve 
vierter  Ordnung  gegeben,  man  soll  die  21  anderen  und  die  Beri'ihrungs- 
punkte  aller  28  constritiren. 

Man  benutze  die  7  gegebenen  Doppeltangenten  als  Grundstrahlen 
einer  Haupteoincidenz  (1,  2),  die  man  in  angegebener  Weise  con- 
struiren  kann.  Zieht  man  dann  von  dem  Schnittpunkte  je  zweier  der 
7  Strahlen  das  Tangentenpaar  an  den  durch  die  5  anderen  bestimmten 
Kegelschnitt  und  sucht  auf  den  Tangenten  jedes  Paares  die  Coinci- 
denzpunkte,  so  ist  jedesmal  die  Verbindungslinie  der  Coincidenzpunkte 
eines  Paares  ebenfalls  eine  Tangente  des  benutzten  Kegelschnittes, 
ausserdem  aber  eine  der  21  gesuchten  Doppeltangenten,  und  die 
Coincidenzpunkte  sind  ihre  Berührungspunkte  (vgl.  die  Sätze  auf 
p.  1009).  Um  ferner  die  Berührungspunkte  auf  den  drei  gegebenen 
Doppeltangenten  zu  finden,  welche  bei  Construction  der  Haupteoin- 
cidenz (1,  2)  als  Strahlen  s^,  s.-^,  s.^  benutzt  werden,  braucht  man 
nach  einem  obigen  Satze  nur  ihre  Schnittpunkte  mit  den  drei  Kegel- 
schnitten (12)  zu  bestimmen,  die  leicht  construirt  werden  können. 
Um  endlich  die  Berührungspunkte  der  vier  noch  übrigen  Doppel- 
tangenten /, ,  /oi  t-M  U  ^^^  erhalten,  bemerke  man,  dass  dies  diejenigen 
Punkte  der  vier  Geraden  sind,  die  auf  ihren  zugehörigen  A',  liegen. 
Man  hat  dann  nur  die  sich  selbst  entsprechenden  Punkte  der  auf 
diesen  Geraden  in  einander  liegenden  (schon  oben  benutzten)  projecti- 
vischen  Punktreihen  zu  construiren,  was  in  bekannter  Weise  geschieht 
(p.  51).     Damit  ist  dann  die  gestellte  Aufgabe  gelöst. 

Vni.    Zur  Theorie  der  Differentialgleichungen. 

Wir  haben  gesehen,  wie  die  Haupteoincidenz  eines  algebraischen 
Connexes  aufs  Engste  mit  einer  bestimmten  algebraischen  Differential- 
gleichung zusammenhängt,  und  wir  haben  darauf  aufmerksam  gemacht, 
wie  aus  der  Invariantentheorie  der  Connexe  neue  Gesichtspunkte  für 
die  Theorie  der  Differentialgleichungen  entspringen  müssen;  überdies 
führten  wir  in  einigen  Beispielen  die  Integration  der  betreffenden 
Differentialgleichungen  wirklich  aus.  Die  Anschauungsweise  der  In- 
variantentheorie, insbesondere  die  durch  sie  geforderte  Homogeneität 
der  Gleichungen,   ist  aber  nicht  nur  für  die  rein  algebraischen  Diffe- 


8  solche  Tangenten  gegeben  sind,  bestimme  man  die  zu  7  der  letzteren  gehörige 
Haupteoincidenz  (1,  2)  und  in  ihr  den  Coincidenzpunkt  der  8*^1.  Von  letzterem 
ziehe  man  dann  die  zweite  Tangente  an  die  zugehörige  A'g;  sie  ist  die  ge- 
suchte Gerade. 

*)  Vgl.  Aronhold  a.  a.  0. 
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rentialgleichungen  von  Nutzen^  sie  bietet  vielmehr  auch  für  den  Fall 
wesentliche  Vortheile,  tlass  die  Potenzen  der  Differentiale  dx,  dy  in 
transscendente  Functionen  multiplijpirt  scheinen,  oder  dass  auch  diese 
Differentiale  selbst  in  trausscendenter  Weise  vorkommeu,  d.  i.  für  die 
ganz  allgemeinen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung: 

In  der  That  kann  man  ja  jede  solche  Function  O  in  eine  homogene 
Function    nullter    Ordnung    verwandeln,    indem    man   setzt:    a;  =  — , 

ij  =  ^\  und  dann  gilt  wieder  das  für  die  homogenen  Functionen  so 
373 

nützliche  E  u  1  e  r  'sehe  Theorem ,  zunächst  in  der  Form : 

dxi  ^1  "^  g^^  ^2  -r  g^^  ^3  —  ^• 

Im  Folgenden  sollen  nun  kurz  einige  Punkte  bezeichnet  werden, 
zu  deren  Erörterung  die  Anwendung  projectivischer  Denkweise  un- 
mittelbar Veranlassuug  gibt,  und  welche  in  neueren  Untersuchungen 
über  Differentialgleichungen  besonders .  in  den  Vordergrund  treten; 
doch  müssen  wir  uns  hier  auf  eine  kurze,  keineswegs  vollständige 
Einleitung  in  diese  Theorien  beschränken,  zumal  letztere  noch  im 
Entstehen  begriffen  sind.  Insbesondere  ist  es  auch  der  Zweck  des 
Folgenden,  den  Zusammenhang '  der  neueren  Anschauungsweise  mit  der 
gewöhnlichen  Theorie  hervorzuheben;  und  deshalb  gehen  wir  vom  Ge- 
brauche rechtwinkliger  Coordinaten  aus.  —  Die  hier  zu  besprechenden 
Gegenstände  können  in  folgender  Weise  näher  bezeichnet  werden: 

1)  Begriff  des  Integrals  einer  Differentialgleichung. 

2)  Begriff'  der  allgemeinen  Berührungstransformationen  und  Auf- 
stellung derselben. 

3)  Die  singulare  Lösung  einer  Differentialgleichung. 

Wenn  man  in  der  Gleichung 

(1)  9^(^,  l/>  P)  =  0,     wo     p  =  '^, 

X,  y  als  Punktcoordinaten  in  der  Ebene  deutet,  so  wird  durch  sie  im 
Allgemeinen  jedem  Punkte  x,  y  eine  Richtung  p  oder  eine  endliche 
Zahl  solcher  Richtungen  zugeordnet  werden,  und  die  Aufgabe  der 
Integration  derselben  kommt  darauf  hinaus,  Curven 

fix,  y,  «)  =  0 

(wo  a  ein  Parameter)  zu  finden,  welche  in  jedem  ihrer  Punkte  von 
einer    der  zugehörigen  Richtungen  p  berührt  werden,  oder  —  anders 
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ausgedrückt  —  die  von  den  einzelnen  Punkten  a;,  y  ausgehenden 
Bogenelemente  x,  y,  p  zu  Curven  an  einander  zu  reihen. 

Fortan  wollen  wir  x,  y,  p  die  Coordinaten  des  betreffenden 
Bogenelementes  nennen,  und  es  möge  sogleich  als  ein  Grundgedanke 
des  Folgenden  hervorgehoben  werden,  dass  diese  Coordinaten  immer 
als  (jleichberechiigte  Veränderliche  gedacht  werden.  Die  Bogenelemente, 
welche  qo  =  0  genügen,  sollen  die  Haupfelemente  der  Gleichung  (statt 
Elemente  der  Hauptcoincidenz)  heissen,  und  die  Curven  /"  =  0,  welche 
die  integrale  von  qp  =  0  vorstellen,  die  zugehörigen  Integralcurvm. 
Aus  den  od-''  Hauptelementen  (d.  i.  Elementen  des  identischen  Con- 
uexes  u,r  ==  0),  welche  es  überhaupt  gibt,  hebt  die  Gleichung  qp  =  0 
cxj'  heraus,  und  diese  erscheinen  durch  die  Integralcurven  in  cxi'  Grup- 
pen von  je  cx)'  Hauptelementen  zerlegt.  Dabei  besitzen  die  oc^  Haupt- 
elemente, welche  sich  an  dieselbe  Integralcurve  auschliessen,  eine  be- 
stimmte ausgezeichnete  Gruppirung.  Insofern  man  nämlich  eine 
Tangente  der  Curve  als  Verbindungslinie  zweier  successiven  Punkte 
derselben  auffasst,  kann  man  sagen,  dass  von  zwei  auf  einander 
folgenden  Hauptelementen  einer  Integralcurve 

x^  ij,  p     und     X  -\-  dx  ,     y  -\-  dy  ,     p  -\-  dp 

die  Gerade  des  einen  durch  den  Punkt  des  andern  hindurchgeht,  was 
analytisch  in  der  Gleichung: 
(2)  dy  —  pdx  =  0 , 

d.  i.  in  der  Definitionsgleichung  von  p  seinen  Ausdruck  findet.  Da 
diese  Gleichung  weiterhin  sehr  häufig  vorkommt,  so  soll  die  Bezie- 
hung zweier  benachbarten  Hauptelemente,  welche  ihr  genügen,  mit 
dem  besonderen  Namen  der  vereijiigten  Lage  beider  Elemente  belegt 
werden. 

Wenden  wir  jetzt  auf  den  hier  erörterten,  gewöhnlichen  Begriff 
der  Integralcurve  die  eine  Grundanschauung  der  projecti vischen  Geo- 
metrie an,  dass  alle  Vorkommnisse  als  gleichberechtigt  gedacht  werden, 
welche  durch  ColUnealion  (Projection)  oder  ducdistische  Umformung 
(Princip  der  Dualität)  aus  einander  hervorgehen.  Die  Einführung  der 
Collineationen  verlangt  nicht  eigentlich  eine  besondere,  wenigstens 
nicht  eine  aussergewöhnliche  Erweiterung  der  zur  Sprache  gebrachten 
Begriffe.  Immerhin  ist  indess  hervorzuheben,  dass  man  ihr  zufolge 
ebensowohl  von  unendlich  fernen  Hauptelementen  reden  darf,  als  von 
im  Endlichen  gelegenen,  wie  eben  bei  Benutzung  homogener  Coordi- 
naten am  besten  hervortritt;  auch  wird  man  selbstverständlich  imagi- 
näre Hauptelemente  von  vornherein  zulassen.  Es  ist  ferner  deutlich, 
wie  man  von  der  Fortsetzung  einer  Integralcurve  durchs  Unendliche 
(durch  die  unendlich  ferne  Gerade)  hindurch  zu  denken  hat,  dass  ins- 
besondere  z.    B.   die   unendlich   ferne   Gerade   selbst  als  Integralcurve 
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auftreten  kann,  etc.  Weiter  schon  geht  es  über  die  gewöhnliche  Auf- 
fassungsweise hinaus,  wenn  man  consequenter  Weise  verhingt,  dass 
z.  B.  auch  bei  den  Untersuchungen  über  singulare  Lösungen  unend- 
lich ferne  Vorkommnisse  gleichmässig  berücksichtigt  werden  sollen. 
Ein  neuer  Gedanke  wird  indess  durch  Betrachtung  der  dualisti.schcu 
Umformungen  eingeführt.  Durch  sie  entstehen  aus  den  Hauptelemen- 
ten, welche  sich  an  eine  Curve  anschliessen,  im  Allgemeinen  die 
Hauptelemente  einer  neuen  Curve.  Letztere  artet  jedoch  in  einen 
Punkt  aus,  wenn  erstere  aus  einer  Geraden  besteht;  und  so  wird  man 
dazu  geführt,  neben  der  Geraden  auch  de7i  Punkt  oder,  wenn  man 
will,  den  Sirahlbüschel  als  mögliche  Form  einer  Integralcurve  anzusehen. 
Diese  Auffassung  ist  in  der  That  in  Uebereinstimmung  mit  der 
Gleichung  (2),  welche  für  zwei  consecutive  Hauptelemente  einer  Inte- 
gralcurve charakteristisch  ist;  dieselbe  ist  eben  auch  erfüllt,  wenn  man 
dx^=di/=^0  setzt,  während  /;  beliebig  bleibt,  d.  h.  wenn  sich  ein 
Hauptelement  um  einen  festen  Punkt  dreht. 

Ein  Beispiel  hierfür  gibt  die  Schaar  der  Integralcurven  eines 
Connexes  (1,  1),  welche  im  Allgemeinen  in  der  Form: 

x^^'X2^-x^^'  =  Const. 

dargestellt  werden  können  (p.  979),  wo  Aj  -j-  Aj  +  A.^  =  0.  Hier 
bilden  die  drei  Seiten  des  Fundamentaldreiecks  eine  Curve  der  Schaar; 
ebenso  sind  aber  auch  die  drei  Ecken  desselben  als  Integrale  aufzu- 
fassen, denn  die  Liniencoordinaten- Gleichung  der  Curven  wird  von 
ganz  dersell^  Form.  So  gut  es  ferner  Differentialgleichungen  gibt, 
deren  Inte^Rcurven  aus  geraden  Linien  bestehen  (z.  B.  die  der  Glei- 
chung p  =  0),  wird  man  auch  Gleichungen  concipiren,  als  deren 
Integralcurven  nur  Punkte  auftreten.  Analytisch  sind  das  einfach  die- 
jenigen Gleichungen,  welche  p  nicht  enthalten,  d  h.  Gleichungen  der 
Form  (f  (x,  y)'=  0  oder  einfach  a:  =  0.  Ihr  genügen  alle  Haupt- 
elemente, deren  Punkte  auf  einer  festen  Curve  liegen  (p.  937  f.),  und 
die  Integralcurven,  welche  sich  aus  ihnen  bilden  lassen,  sind  eben 
diese  Punkte  selbst,  aufgefasst  als  Träger  von  Strahlbüscheln  —  ausser- 
dem noch  die  von  den  Punkten  gebildete  Curve,  welche  als  singulare 
Lösung  zu  betrachten  ist.*) 

Den  hier  genannten  Forderungen  der  projecti vischen  Geometrie 
werden  wir  genügen,  wenn  wir  (zunächst  unter  Nicht-  Berücksichtigung 
des  Unendlich- Weiten)  eine  Integralcurve  in  folgender  Weise  de- 
finiren:**) 


*)  Vgl.  das  letzte  Beispiel  am  Schlüsse  dieser  Abtheilung. 
**)  Vgl.  Lie:  Zur  Theorie  partieller  Differentialgleichungen  erster  Ordnung, 
Göttinger  Nachrichten,  1872,  p.  473, 
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Eine  ein/ach  unendliche  Reihe  von  Hauptelementen  x,  y,  p  soll  eine 
Integralcurve  oder  hesser  (damit  der  Ausdruck  Curve  kein  Missverständ- 
niss  hervorruft)  eine  Integral  -  Mannig  faltigkeil  von  einer  Dimension  („In- 
tegral-M^^^)  genannt  werden,  wenn  für  je  zwei  consecutive,  im  Endlichen 
gelegene  Hauptelemente  .r,  y ,  p  und  x  -\-  dx,  y  -\-  dy ,  p  -\-  dp  die 
Bedingung  (2)  erfidll  ist,  nämlich: 

dy  —  pdx  =  0  . 

Die  Aufgabe,  eine  Gleichung  g)  (x,  y,  p)  =  0  zu  integrireu,  lässt 
sich  dann,  unter  Einschluss  des  Falles,  dass  p  in  qo  nicht  vorkommt, 
dahin  formuliren,  dass  die  oo-  Hauptelemenle  der  Gleichimg  g)  =  0  in 
CX5'  Integral- M^  zusammengefassl  werden  sollen. 

Analytisch  wird  man  daher,  um  alle  Fälle  zu  umfassen,  ver- 
langen, eine  zutretende  Gleichung,  die  einen  willkürlichen  Parameter 
a  enthält: 

(3)  ^  {x,  y,  p,  a)  =  0 

aufzustellen  der  Art,  dass  vermöge  cp  =  0  und  f  =  0,  unabhängig 
von  dem  Werthe  des  Parameters  a,  die  Bedingung  (2)  erfüllt  ist, 
sei  es,  dass  dies  für  alle  Hauptelemente,  welche  den  Gleichungen 
cp  =  0,  xjj  =  0  genügen,  oder  nur  für  einen  Theil  derselben  eintritt. 
In  der  That  bilden  ja  für  einen  gegebenen  Werth  von  a  die  beiden 
Gleichungen  gemeinsamen  Hauptelemente  eine  einfach  unendliche 
Schaar;  und  man  erhält  die  Gleichung  der  Integralcurven  in  Punkt- 
coordinaten 

(4)  f(x,y,a)  =  0,  ^ 

falls  die  Aufstellung  einer  solchen  überhaupt  möglich  ist,  durch  Eli- 
mination von  p  aus  gp  ==  0  und  ^  =  0.  Man  kann  aber  auch  die 
Gleichung  (4)  selbst  als  eine  Gleichung  der  Form  (3)  auffassen,  inso- 
fern sie  zusammen  mit  der  hinzugedachten  Gleichung  • 

df 

dy 

die  Combiuation  der  Gleichungen  qp  ==  0,  tl)  ==  0  vollkommen  vertritt. 
Enthält  die  Gleichung  (1)  die  Grösse  p  nicht,  so  genügt  auch  nicht 
eine  Gleichung  der  Form  (4),  um  die  Integral- y¥j  darzustellen.  Man 
wird  vielmehr  mit  der  Gleichung  ^  =  0  eine  Gleichung  (3)  combiniren 
müssen,  so  dass  in  diesem  Falle  unsere  neue  Formulirung  des  Integra- 
tionsproblems in  der  That  nothwendig  wird.  Dabei  ist  von  selbst 
deutlich,  dass  diejenigen  Gleichungen  (3),  welche  jetzt  zur  Darstellung 
der  Integral  - i1/j  von  (p  =  0  anwendbar  werden,  eben  solche  Glei- 
chungen sind,  welche  p  nicht  enthalten,  wohl  aber  einen  Parameter  a. 
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Es  kommt  dann  ja  nur  darauf  an,  die  Punkte  der  Curve  (p  =  0  dar- 
zustellen, und  dies  geschieht  am  einfachsten  durch  den  Schnitt  von 
(p  =  0  mit  einer  einfach  unendlichen  Schaar  anderer  Curven. 

Die  Eigenschaften,  denen  eine  Function  xf;  genügen  muss,  um  in 
der  ges.childerten  Weise  eine  Integral- y)/j  von  (p  zu  bestimmen,  lassen 
sich  durch  eine  lineare  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
darstellen.  Mau  muss  nämlich  dann  zu  jedem  gemeinsamen  Haupt- 
elemente von  (p  und  xl^  ein  benachbartes  Hauptelement  finden  können, 
w^elches  mit  ihm  in  vereinigter  Lage  ist  (p.  1016)  und  auch  beiden 
Gleichungen  angehört;  d.  h.  es  müssen  die  drei  Gleichungen  zusammen- 
bestehen : 

ox  ^    oy  ^    dp 

p  dx  —  dy  =  0 ; 

und  aus  ihnen  folgt  die  Gleichung: 

/gx  ■      d^  d^ ^  ^  _i_  «  (^  ^ ^^1=0 

^  '  dx   dp        d X  d p  \dy  dp        cy  dp] 

Dies  ist  die  Bedingung  dafür,  dass  die  gemeinsamen  Hauptelemenle 
von  gp  =  0,  ^  =  0  (oder  auch  }iur  ein  abtrennbarer  Theil  dißser  Haupt- 
vlcmentc)  eine  Integral-  M^  für  beide  Gleichungen  bilden.'*)  Auszu- 
schliessen  hat  man  selbstverständlich,  allgemein  zu  reden,  den  Fall, 
wo  zwei  der  Gleichungen  (5)  mit  einander  übereinstimmen,  also  wenn: 

d(p  .  d(f  .  d(p d'^  ,  dt}}  .  3t/» 

d X  '  dy   'dp        dx  '   dy  '   dp' 

was  z.  B.   für   gj  =  t/>  -|-  Const.  eintritt,   sowie   den  Fall,   in  welchem 


*)  Vgl.  Jacob  i:  Vorlesungen  über  Dynamik,  herausgegeben  von  C  leb  seh, 
Berlin  1866,  p.  172  und  237  ff.  —  Die  Gleichung  (6)  nämlich  geht  in  die  Ja- 
cobi'sche  Bedingungsgleichung  über,  wenn  man  noch  den  Quotienten  p  :  q  statt 
—  p  einführt,  wo  dann  /?,  q  ganz  wie  Liniencoordinaten  zu  behandeln  sind.  Man 
hat  dann  die  Grössen  dx,  dy,  dp,  dq  aus  den  vier  Gleichungen: 

^—  dx  -{-  1^-  d y  -\-  -T—  dp  -\-  -i^  dq  =  0 

dx  dy  dp  dq 

p    dx  -\-    q    dy  =  0 

X    dp  -\-     y    dq  =  0  , 
zu  eliminircn,   und  dies  gibt  in  Rücksicht  darauf,    dass  (p,  tf)    in   p,  q  homogen 
sind,  die  Jacobi'sche  Bedingungsgleichung: 

dcp  dip    ,    dcp  djp  dq)  dil>  d^  d^  

dx  dp        dy   dq        dp  dx        dq  dy 
Vgl.  auch  unten,  die  Behanrllung  mit  homogenen  Coordinaten. 
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die  Gleichung  (6)  durch  das  Verschwinden  der  einzelnen  Diiferential- 
quotienten  von  cp  oder  4}  befriedigt  wird.  Auf  diese  Ausnahmefälle 
werden  wir  weiterhin  beim  Gebrauche  homogener  Coordinaten 
zurückkommen. 

Dasselbe  Resultat  können  wir  in  einer  andern  Form  ableiten  und 
aussprechen  j  welche  später  für  uns  von  Nutzen  sein  soll.  Die  Glei- 
chungen (5)  nämlich  sagen  aus,  dass  der  Ausdruck  pdx  —  dtj  ver- 
schwindet in  Folge  der  Gleichungen  d(p  =  0,  dtp  =  0]  und  dies  tritt 
offenbar  immer  ein,  wenn  man  eine  Function  %  (x,  y,  p)  so  bestimmen 
kann,  dass 
(7)  dcp-~  xdtp  =  {dy —  pdx)  Q, 

und  umgekehrt.  Wir  wollen  daher  jetzt  die  Bedingung  aufstellen, 
welchen  die  Functionen  g?,  i/',  %  genügen  müssen,  damit  eine  Gleichung 
dieser  Art  möglich  ist.  Die  Gleichung  (7)  zerfällt  unmittelbar  in  die 
folgenden  Relationen: 

?qp    _        _^   _^   ,    


l 

dy 

= 

Q, 

dp 

^  dp 

=  0. 

Hieraus  findet  man  durch  Elimination  von  %  und  q  in  der  That  wie- 
der die  Gleichung  (6).  Letztere  erhalten  wir  in  anderer  Gestalt  durch 
Einführung  totaler  Differentialquotienten;  da  nämlich: 

(^)  £  =  ^  +  ^^27/' 

so  gibt  die  zweite  Gleichung  in  Rücksicht  auf  die  erste: 

^  —  y  ^  =  0  • 
dx        ^  dx  '' 

in  Verbindung  mit  der  dritten  Gleichung  folgt  ferner: 

/q\  (l(p  crp  d(p  rhp  Q^ 

'^  dx   dp         d p  dx  ' 

eine  Gleichung,  die  sich  vermöge  (8)  auch  direct  aus  (6)  ergibt. 
Sollen  also  g)  ^=  0,  t/;  =  0  eine  Integral- M^  gemein  haben,  d.  h.  soll 
eine  Gleichimg  der  Form  (7)  bestehen,  so  tnuss  die  Bedingung  (9)  erfüllt 
sein,  in  welcher  im  Gegensatze  zu  (6)  totale  Differentialquotienteu 
vorkommen. 

Diese  allgemeinen  Betrachtungen  gewinnen  nun  ungemein  an 
Symmetrie  und  Uebersichtlichkeit  der  Darstellung,  wenn  man  homo- 
gene Coordinaten,  und  zwar  gleichzeitig  Punkt-  und  Liniencoordinaten, 
einführt.  Es  geschieht  dies  im  allgemeinen  Falle  ebenso,  wie  früher 
insbesondere  für  algebraische  Gleichungen  erläutert  wurde  (p.  965), 
indem    man    die    Differentialgleichung    in    eine    Gleichung    zwischen 
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Punkt-  und  Liniencoordinaten  verwandelt  und  dann  die  Bedingungen 
Ma:  =  0,  u,ia:  =  0  hinzunimmt,  also  durch  die  Substitution: 

Xi  CCa  Ul  I/o 

In  den  so  entstehenden  homogenen  Functionen  nulUer  Dimension  wer- 
ben zunächst  die  Nenner  x^,  v,^  eine  ausgezeichnete  Rolle  spielen;  es 
sind  indess  keineswegs  nur  Functionen  mit  solchen  Nennern  zu 
betrachten ,  es  wird  vielmehr  vortheilhaft  sein ,  dieselben  durch 
die  allgemeinaten  Functionen  nullter  Ordnung  und  nullter  Klasse  zu 
ersetzen.  Hat  man  es  also  insbesondere  mit  algebraischen  Differential- 
gleichungen zu  thun,  so  wird  man  nicht  nothwendig  von  solchen 
Functionen  ausgehen,  deren  Nenner  durch  Potenzen  von  u.^  und  x.. 
gebildet  wird,  sondern  man  wird  statt  dessen  Quotienten  zweier  alge- 
braischen Functionen  wählen,  in  denen  Zähler  und  Nenner  von 
gleicher  Allgemeinheit  sind,  so  dass,  wenn  z.  B.  0  gleich  dem  Quo- 
tienten der  Connexe  ö^r"'?/«"  und  rtV"i/a'"  gesetzt  wird,  die  Gleichung 
0  =  Const.  die  allgemeinste  lineare  Schaar  von  Counexen  darstellt. 

Die  Bedingung  (2)  der  vereinigten  Lage  zweier  benachbarten  Ele- 
mente a:,  u  und  x  -\-  dx,  u  -\-  du  ist  jetzt  durch  die  beiden  Gleichun- 
gen zu  ersetzen: 

(10)  UuidXi  =  0    und     üxidui  ==  0  , 

von  denen  vermöge  «/^  ==  0,  (ii  -\-  dii)^^^^  =  0  jede  eine  Folge 
der  andern  ist.  In  der  That  sagt  ja  die  erste  Gleichung  (10)  in  Ver- 
bindung mit  w^  =  0  dasselbe  aus,  wie  Gleichung  (2),  nämlich,  dass 
von  dem  Punkte  x  eine  Fortschreitungsrichtung  u  ausgeht,  welche 
durch  den  Punkt  x  -\- dx  bestimmt  wird;  Analoges  gilt  für  die  zweite 
Gleichung  (10). 

Setzen  wir  nunmehr  voraus,  dass  eine  in  x  und  u  homogene 
Gleichung  nullter  Dimension  vorliegt: 

(t)  (x,  m)  =  0 

und  suchen  die  Bedingung,  dass  dieselbe  mit  einer  anderen,  T  (o:,  li)  =  0, 
eine  Integral -iJ/i  gemein  habe,  d.  h.  dass  die  den  Gleichungen  0  =  0, 
Y  =  0,  u^.  =  0  genügenden  Hauptelemente  eine  Integralcurve  (Haupt- 
coincidenzcurv^e)  von  0  =  0  bilden.  An  Stelle  von  (5)  haben  wir 
dann  die  Bedingungen: 

2;  „      dXi  -\-  E  ^ —  dui  =  0 

2:|^  dXi-\-  E  l"^  dui  =  0 

Euid  Xi  =  0 ,     Exi  d  Ui  =  0  ; 
und  aus  ihnen  ergibt  sich  durch  Elimination  der  dXi,  diij,  wenn  mit 
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den  Indices  1,  2,  3  die  Differentiation  nach  a;, ,  x^,  x.^  mit  I,  IT,  III 
die  nach  //,,  «.,,  i/,  bezeichnet  wird,  und  wenn  man  die  absoluten 
Werthe  der  .v,  v  durch  die  Gleichungen  k:^  =  \ ,  ui  =  \  festlegt  (so 
dass  noch:  2J  l;,(lXi  =^0,  H /idui  =^  0),  die  Bedingungsgleichung: 

0 
0 
0 


Bezeichnen  wir  nun   mit  /  die  Indices  1,  2,  3,  mit  J  die  Indices  I,  II, 
III,  so  ist  in  Rücksicht  auf  das  Euler 'sehe  Theorem: 


^> 

?/, 

/m 

H^l 

0 

"^1 

?A, 

/c. 

'^•' 

0 

^,. 

//, 

A-:, 

H^3 

0 

Ol 

0 

0 

M^i 

.r, 

<t>ll 

0 

0 

M^ii 

X, 

0111 

0 

0 

%ii 

X, 

2:y,0, 

U^juj 

^^jkj 

2J  +  <t>)  «2  '^s 

2;+Y,a'2/3  = 

2:(I>,a;, 

w^- 

K 

2:(t>iii 

lll 

kl 

ZT;0;      0 

^V,A:; 

0            0 

1 

=  —  2;Y;0.. 

U<i>ili         1 

/Cl 

Eine    analoge    Gleichung    gilt    für    das   Product    der   beiden    anderen 
Determinanten,  und  somit  erhalten  wir  die  Bedingung: 


(11) 


2:0;Y,  —  2;y,-cD/ 


^  \dui  dxi       dui  dxj 


welche  vermöge  (p  =  0,  y  =  0,  m^==0  bestehen  muss. 

Diese  partielle  Differentialgleichung  tritt  an  Stelle  von  (6)  oder 
(9);  sie  ist,  wie  wir  uns  ausdrücken  wollen,  die  nothwendige  Bedin- 
gung dafür,  dass  die  Gleichungen  0  =  0,  Y  =  0  „m  involutorischer  Lage" 
sind  (eine  Integral  -  Ulf  j  gemein  haben).  Die  Gleichung  (11)  ist  indess 
auch  erfüllt  für  singulare  Hauptelemente  von  0  und  Y,  für  welche 
alle  Grössen  O,,  <i>j  oder  H^,,  M^^-  verschwinden  (z.  B.  wenn  ^  ==  P), 
ferner  auch,  wenn  die  Grössen  O,,  0;  bez.  den  Grössen  V,-,  Yj  pro- 
portional werden.  Nur  mit  Ausschluss  solcher  Fälle  darf  man  daher 
auch  den  Satz  aussprechen: 

Bas  Problem,  die  Gleichung  0  =  0  zu  integriren,  coincidirt  mit  der 
Aufgabe,  eine  in  x  und  u  homogene  Function  Y  nidller  Dimension  zu 
finden,  welche  der  partiellen  Differentialgleichung  (11)  genügt  und  einen 
Parameter  a  enthält. 

Die  Vortheile,  welche  der  Gebrauch  homogener  Coordinaten 
gegenüber    der    früheren    Darstellung    bietet,    sind    schon    an    diesem 
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Resultate  evident.  Zunüchst  nämlich  ist  die  Gleichung  (11)  im 
Gegensätze  zu  (6)  und  (9)  durchaus  S3'mmetrisch,  und  sie  enthält  allein 
partielle  Differentialquotienten*);  ferner  bedürfen  jetzt  die  unendlich 
fernen  Elemente  keine  besondere  Betrachtung  mehr;  es  bleiben  nur 
die  soeben  schon  genannten,  im  Wesen  der  Sache  begründeten,  Aus- 
nahmefalle zu  berücksichtigen. 

Von  besonderem  Interesse  und  für  spätere  Anwendung  von  be- 
sonderem Nutzen  wird  nun  das  in  Gleichujig  (7)  gegebene  Problem, 
wenn  man  es  unter  Anwendung  homogener  Punkt-  und  Liniencoordi- 
naten  behandelt.  Da  der  Ausdruck  dy  — pdx  alsdann  durch  u,ix  resp. 
{dii),r  unter  der  Bedingung  w^  =  0  zu  ersetzen  ist,  so  haben  wir 
offenbar  folgende  Aufgabe:  Es  sollen  die  Bedingungen  angegeben 
werden,  welchen  die  Functionen  0,,  0.,?  ^3'  ^i^  ^i->  ^3  genügen 
itüssen,  damit  eine  Gleichung  der  Form  besteht: 

(12)  ^ydF.^  -\-  <t>.^dF.^  +  <i>idF.^  ==  u^dx^  -}-  it^dx^  +  ii^dx.^, 
aus  der  dann  wegen  u^  =  0  die  symmetrische  Gleichung  folgt: 

(13)  i^i(/0,  -|-  F^d<^^  -\-  F^d<\).^  =  x^dif^  -f-  x.^du.^  +  x.^du._^ . 

Auf  der  rechten  Seite  von  (12)  könnten  wir,  wie  in  (7)  noch  einen 
Factor  q  hinzufügen,  doch  wollen  wir  uns  denselben  in  den  0,-  ent- 
halten denken;  und  zwar  möge  er  immer  so  bestimmt  werden,  dass 
alle  Functionen  0,  und  Fi  von  der  nullten  Dimension  in  x  und  u  sind. 
Die  Gleichung  (12)  schreiben  wir  in  der  Form: 

I  k  i  /i 

woraus  man  sofort  findet: 

i  i 

Durch  Differentiation  ergibt  sich  weiter: 

i  i 

c»,,  ^        dx^        ox^j^         öuj^ 

i  i 

du,,  ji^         du,.         cuj^^         du,^ 


")  Vgl.  auch  die  Anmerkung  auf  p.  1019. 
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und  also  durch  Ausführung: 


^ 
I 

2 


^.-»7,    ^^T?;,         ^.r/,  dx,J  '      ^   \^M/,    So;/.         dx,^  du,J  ' 


Diese    vier    Relationen    sagen    aus,    dass    aus   den   secKs   Gleichungen 

(/=1,2,  3) 

^  fdF,  dF.       X 


^'i  =    >     7, —  Vk  +  ^—  ^A- 


die  sechs  weiteren  Gleichungen  folgen: 


-  .„  =  2  V"  8-,.  - ""  ä^:;) 


Setzt  man  also  diese  Werthe  von  t//,,  z/,  in  die  vorhergehenden  Glei- 
chungen ein,  so  müssen  Identitäten  herauskommen;  und  in  dieser 
Weise  findet  man,  dass  auch  die  folgenden  Relationen  bestehen: 

(15)  {FiF,:)  =  0,     (i^,0,)=.O,     (0,(1),)  =  0,     {Fi<t>d=l, 

wo  allgemein  das  Symbol  {PQ)  den  Ausdruck  bezeichnet,  dessen  Ver- 
schwinden nach  (11)  die  Bedingung  der  involutorischen  Lage  für 
die  Gleichungen  P=  0,  0  =  0  gibt,  wo  also: 

i 

Dieselbe  Schlussweise  lässt  sich  auch  umgekehrt  verfolgen;  somit 
hat  man  den  wichtigen  Satz: 

Die  nothwendigen  und  lünr eichenden  Bedingungen  für  das  Bestehen 
der  Gleichung  (12)  oder  (13),  sind  unter  Hinzunahme  von  ?/^.  =  0  durch 
die  jidrtiellen  Differentialgleichungen   (15)  gegeben,   deren  Bedeutung  aus 

(16)  erhellt*)    • 

*)  Vgl.  S.  Lie:  Abbandlungen  der  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Chri- 
stiania,  3.  Mai  1872  u.  21.  Mai  1873  und  Math.  Annalen,  Bd.  8,  wo  der  Beweis 
aus  dejn  Pfaff'schen  Probleme  abgeleitet  wird.  Für  die  Herleituog  des  Textes 
vgl.  A.  Mayer:  Göttinger  Nachrichten,  April  1874  oder  Math.  Annalen,  Bd.  8, 
p.  304  und  Lie:  ib.  Bd.  9,  p.  257.  —  Fügt  man  auf  der  rechten  Seite  von  (12) 
der  Allgemeinheit  wegen  einen  Factor  g  hinzu ,  so  tritt  an  Stelle  der  letzten 
Gleichung  (15)  die  Gleichung:  iF.<^.)  =  Q,  alles  andere  bleibt  ungeändert;  jgl. 
Mayer  a.  a.  0.  In  May  er' s  Formeln  hat  man  nämlich  nur  immer  z  cons'tant 
zu  nehmen ,  nm  die  des  Textes'  zu  erhalten. 
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Gerade  die  letzten  Entwicklungen,   insbesondere   die   Gleichungen 

(15)  werden  nun  von  grossem  Nutzen,  wenn  es  sich  darum  handelt, 
alle  möglichen  sogenannten  Derührungstransformationen  aufzustellen. 
Unter  den  letzteren  versteht  man  solche  Transformationen  der  Ebene, 
welche  Curven,  die  sich  berühren,  in  Curven  mit  derselben  Eigenschaft 
überführen,  Tran^fortnalionen  also,  denen  gegenüber  Berührung  eine  rn- 
variante  Kigenacltiifl  is/.*)  Dahin  gehören  zunächst  die  Collineationen 
der  Ebene  und  überhaupt  alle  eigentlichen  Pi/nkttransformaümen,  d.  i. 
Transformationen  der  Form : 

(16)  a:'  =  /■  (a;,  y) ,     y  ==  (p  (x,  y) , 

ferner  auch  alle  dualislischen  Umformungen.  Schon  bei  letzteren  kann 
es  eintreten,  dass  eine  Curve  (Gerade)  in  einen  Punkt  verwandelt 
wird;  und  etwas  Analoges  tritt  überhaupt  in  dem  allgemeineren  Falle 
ein,  wo  man  nicht  den  Punkt,  sondern  das  Hauptelement  (p.  1016)  der 
Coordinatenbestimmung  zu  Grunde  legt  und  demgemäss  als  Curve  jede 
einfach  unendliche  Mannigfaltigkeit  von  Hauptelementen  bezeichnet, 
von  denen  je  zwei  benachbarte  in  vereinigter  Lage  sind.  Diese  Auf- 
fassung führt  dann  zu  den  allgemeinsten  Transformationen,  bei  denen 
Berührung  eine  invariante  Beziehung  ist.  Eine  Berührungstransfor- 
mation können  wir  nämlich  offenbar  auch  so  definiren,  dass  sie  ver- 
einigt gelegene  hencichbarle  Elemente  wieder  in  solche  überführt. 

Wir  wollen  zunächst  wieder  nicht- homogene  Coordinaten  für 
die  analytische  Darstellung  benutzen.  Nach  unserer  letzten  Definition 
erhalten  wir  dann  die  allgemeinste  Berührungstransformation,  wenn 
wir  die  Coordinaten  .r,  y ,  p  eines  Hauptelementes  durch  solche  Func- 
tionen der  neuen  Coordinaten  x,  ij ,  p   ersetzen,  dass  die  Ausdrücke 

dy  — p  dx      und     dy — pdx 
immer  zugleich  verschwinden.     Setzen  wir  also: 

(17)  x  ==  (p  {X,  y,p),     y'  =^t  {x,  y ,  p)    P  =  %  {x ,  y ,  p) , 

so  muss  zwischen  cp ,  i^ ,  i  die  Gleichung  (7)  bestehen;  und  aus 
unseren  früheren  Entwicklungen  folgt  dann: 

Die  Gleichungen  (1.7)  stetle7i  eine  Berührungstransformation  dar, 
tvenn  die  Bedingung  (6)  oder  (9)  erfüllt  ist,  d.  h.  wenn: 


wo  —  =  —  4-  ;  — 

dx        dx  dy 


dcp  d't\>         dtp  dip  ^. 

dx   dp         dp  dx 


*)  Dieselben  sind  von  Lie  eingeführt  worden  (wenngleich  auch  vorher 
gelegentlich  von  P lücker  und  Jacobi  betrachtet);  vgl.  besonders  dessen  Auf- 
satz: Begründung  einer  luvariantentheorie  der  Berührungstransformationen,  Math. 
Aunalen,  Bd.  8,  wo  die  Resultate  verschiedener  früheren  Arbeiten  zusammenge- 
fasst  sind. 
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Neben  diese  allgemeinste  Darstellung,  bei  der  nicht  unterschieden 
wird,  ob  den  Punkten  x,  \j  wieder  Punkte  oder  Curven  entsprechen, 
stellen  sich  speciellere. 

Entsprechen  nämlich  den  Punkten  x,  y  oo-  Curven  ^  so  mögen 
diese  durch  die  ■  Gleichung  (Aequatio  direcfcrix): 

(18)  9.  {x,  y,  X,  y)  =  0 

gegeben  sein,  vermöge  deren  den  oo^  Hauptelemeuten  x,  y ,  p ,  die  den 
Punkt  o;,  y  enthalten,  die  oo'  Hauptelemente  x,  y ,  p  entsprechen, 
welche  sich  an  die  Curve  Q  =  0  anschliessen.  Den  Punkten  einer 
Curve  f  {x,  y)  =  0  entspricht  dann  eine  Schaar  von  Curven  Q  =  0, 
und  die  Enveloppe  der  letzteren  (welche  auch  aus  einzelnen  Punkten 
bestehen  kann)  ist  die  der  Curve  f=0  zugehörige  Curve.*)  Ein 
Element  x,  y,  p,  welches  die  beiden  Punkte  x,  y  und  x  -f-  dx, 
y  ~\~  dy  enthält,  welches  also  die  Bedingung  dy  — pdx  =0  befriedigt, 
hat  dasjenige  Element  zum  entsprechenden,  welches  den  Curven 

Q  =  0     und     Q  +  I"  dx  J^^^dy  =  0 

ox  \    oy 

gemeinsam  ist;  ist  also  x,  y  ein  Schnittpunkt  beider  Curven,  so  ist 
das  zugehörige  p    offenbar  gegeben  durch: 

ox     '    -^     cy 
Zugleich  ist: 

■K-  .  dx  -\-  7^  du  =^  ö 
dx  '    dy 

oder : 

ö — r  p  •  ^  =  0. 

ex  oy 

Jede  Berührungstransformation,  welche  nicht  eine  blosse  Punkttrans- 
forynation  ist,  kann  folglich  auch  dargestellt  iverden  durch  Gleichungen 
der  Form : 

9.  {x,  y,  x,  y)  =  0 

aß  aß 

/io\  dx  ,  dx- 

(19)  />  = .^,     p 


^  aß  ■ 

dy  dy' 

Berührungstransformationen  dagegen,  welche  blosse  Punkttrans- 
formationen sind,  können  durch  die  Gleichungen  (16)  dargestellt 
werden : 

x  =f(x,  y),     y  =(p  {x,  ?/); 


*)  Vgl.  Plücker:  Analytisch  geometrische  Entwicklungen,  Bd.  2,  Essen  1831, 
p.  251.  —  Ein  Beispiel   gibt  der  auf  p.  .865  f.  betrachtete  Fall,    wo    die    Curven 
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man  hat  dann : 

(20)  ^'•  =  iMr- 

dx    '    dy 

Die  hier  gegebenen  analytischen  Definitionen  der  Berührungs- 
transformationen lassen  sich  nun  unmittelbar  für  die  homogrenen 
Coordinaten  x,  u  aussprechen,  wenn  man  sich  erinnert,  dass  die  Be- 
dingung dy  ~  pdx  ==  0  durch  i/,/^  ==  0,  bez.  (f/i/).^  =  0  zu  ersetzen 
ist,  und  dass  dann  die  Bedingung  (7)  in  die  Gleichung  (12)  übergeht. 
Wir  haben  so  zunächst  den  Satz,  welcher  alle  Fälle  umfasst: 

Durch  die  Gleichungen: 

(21)  yi  =  Fi{x,u),     Vi  =  <^i{x,u) 

in  denen  die  Fi,  0;  homogene  Functionen  nulller  Dimension  sind,  wird 
eine  Berührungsiransformation  dargeslelll ,  wenn  die  Bedingungen  er- 
fidll  sind: 

{FiF,)=^0,     {F,(i>,)  =  0,     (0,0,)  =0, 
iFi0i)  =  1  . 
Tn  der  That  wird  ja  dann  vermöge  Vy  =  0,  u^  =  0: 

Uvidt/i  =  Uuidxi ,     Zyidvi  =  Ux;dn; . 

Die  Gleichungen  (19)  dagegen  geben  jetzt  den  Satz:  Jede  Berüh- 
rungslransformalion,  die  keine  Punkllransformation  isl ,  kann  dargeslelll 
werden  durch  Gleichungen  der  Form: 

Q  (a:,,  X,,  x.^-^  y,,  y.,,  y^)  =  0 

(22)  ^  aß  dQ 

Wenn  endlich  eine  Punkllransformalion  vorliegt,  so  kann  man  fol- 
gende Darstellung  anwenden.  Man  gehe  von  zwei  Gleichungen  zwischen 
den  Xi  und  ?/,: 

Q'  [x^  y)  =  0    und     Q"  {x,  y)  =  0 

aus  und  bestimme  ein  durch  x  gehendes  Hauptelement  mittelst  eines 
Parameters  A  durch  die  Gleichungen: 

Das  entsprechende  durch  y  gehende  Hauptelement  ist  dann  bestimmt 
durch : 

aß'      .  aß"  ^x 


*)  Vgl.  Jacobi's  Vorlesungen  über  Dynamik,  p.  470  und  Lie:  Math.  Anna- 
len,   Bd.  8,  p.  223. 

65* 
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und  die  Gleichungen: 

Q'  =  0,       Q"  =  0 

aß'  ,   3  aß"      ^        ^ß'  I   3  ^^" 

'^^  dx-    '        dx^  '  dyi    '        dyi 

stellen  zuacinmicn  die  Berülirungsiransformaüon  dar.   — 

Die  fundamentale  Bedeutung  der  Beruh fungstransformationen  für 
die  Theorie  der  Differentialgleichungen  ist  schon  aus  ihrer  Definition 
evident  und  wird  im  Folgenden  noch  mehr  hervortreten.  In  der 
That  erhellt  aus  unserer  Definition  der  Integral  -  J/j  einer  Differential- 
gleichung (p.  1018)  unmittelbar: 

Die  Berührungstransformaiionen  sind  identisch  mit  denjenigen  Trans- 
formationen einer  Differentialgleichung  (oder  eines  Connexes)^  hei  welchen 
die  integral' M^  der  gegebenen  Gleichung  in  die  Integral-  M^  der  neuen 
Gleichung  übergehen. 

Das  gilt  gleichzeitig  für  jede  beliebige  Differentialgleichung,  und 
hierdurch  ist  zunächst  ein  Unterschied  der  allgemeinen  Berührungs- 
transformationen gegenüber  denjenigen  Transformationen  bedingt, 
welche  wir  früher  betrachteten,  und  welchen  nur  die  beschränkende 
Bedingung  auferlegt  war,  die  Integral  -  j'Jf,  einer  gegebenen  Gleichung 
f=0  in  die  Integral  -  il/j  der  transformirten  Gleichung  überzuführen, 
welche  sich  also  zu  den  allgemeinen  Berührungstransformationen  ähn- 
lich verhalten,  wie  die  eindeutigen  Transformationen  einer  einzelnen 
Curve  zu  den  Cremona'schen  Transformationen  der  ganzen  Ebene. 
Wenn  wir  bei  diesen  früheren  Betrachtungen  ausserdem  die  Eindeutig- 
keit der  Transformation  voraussetzen,  so  ist  dies  für  die  nunmehr 
vorliegenden  Fragen  irrelevant;  in  der  That  gelten  unabhängig  davon 
die  damaligen  Entwicklungen,  denen  zufolge  die  Transformation  (21) 
folgenden  beiden  partiellen  Differentialgleichungen  genügen  muss,  um 
zu  einer  Gleichung  /  {x,  u)  =  0  in  besagter  Beziehung  zu  stehen  (p.  976): 

i 

2^ir,(ct),/-)  =  /r/-+z'w... 

i 

Sollen  diese  Bedingungen  unabhängig  von  /  =  0  vermöge  ?/^.  =  0 
erfüllt  sein,  so  erhält  man  aus  ihnen  in  der  That  wieder  die  Glei- 
chungen (14),  aus  denen  die  Gleichungen  (15)  hervorgingen.  Man 
hat  nämlich   zu  dem   Zwecke  nur  auf  der    rechten    Seite    der    ersten 

Gleichung  f  bis  auf  einen  Zahlenfactor  durch  27  ^-  Ui  und  m  der  zwei- 
ten  Gleichung  durch  2J  ^  xi  zu    ersetzen.      Lässt    man    alsdann    die 

^  a.Tj- 

Coefficienteu   der  Grössen  |^ ,    |^    einzeln   Null   sein,   so   folgen   aus 
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der  ersten  Gleichung  wieder  die  Bedingungen  (14)  bis  auf  den 
rechts  auftretenden  Factor  K  und  aus  der  zweiten  Gleichung  die  dua- 
listisch entsprechenden  Bedingungen : 

i  ! 

Erwähnen  wir  hier  namentlich  sofort  den  folgenden  wichtigen 
Satz: 

Jede  Dijferentialgleiclmng  erster  Ordnung  kann  durch  ßerührungs- 
Iransformation  in  jede  andere  Differentialgleichung  erster  Ordnung  über- 
geführt werden;*)  sie  hat  also  gegenüber  diesen  Transformationen  keine 
Invarianten. 

Zum  Beweise  hat  man  nur  zu  zeigen,  dass  man  die  Integral  -  y)!/j 
der  einen  Gleichung  in  die  der  andern  überführen  kann;  und  dass 
dies  möglich  ist,  wird  sofort  deutlich,  wenn  man  beachtet,  dass  jede 
zweifach  unendliche  Curvenschaar  in  die  zweifach  unendlich  vielen 
Punkte  der  Ebene  und  also  jede  einfach  unendliche  Curvenschaar  in 
die  Punkte  einer  Geraden,  etwa  x^  =  0,  transformirt  werden  kann. 
Die  Möglichkeit  nämlich,  jede  Differentialgleichung  in  jede  andere  zu 
transformiren ,  erwächst  aus  der  hiermit  bewiesenen  Möglichkeit,  jede 
Gleichung  in  die  kanonische  Form  o;,  =  0  zu  bringen.  Mit  der 
Transformation  der  Differentialgleichung  in  diese  einfachste  Form 
würde    dann    selbstverständlich    auch    ihre    Integration    geleistet    sein, 

OD  / 

denn  die  Integralcurven  der  Gleichung  x^  =  0  sind  bekannt,  sie  be- 
stehen nach  dem  Obigen  aus  den  Punkten  der  Linie  x^  =  0,  aufge- 
fasst  als  Träger  von  Strahlbüscheln.  Dies  ist  eine  bemerkenswerthe 
Formulirung  des  Integrationsproblems,  — 

Da  gegenüber  den  Berührungstransformationen  Punkte  und  Curven 
nicht  wesentlich  verschieden  sind,  wird  man,  um  volle  Allgemeinheit 
zu  erreichen,  auch  nicht  mehr  von  Punktcoordinaten  sprechen.  Viel- 
mehr wollen  wir  jetzt  schliesslich  unter  x^,  a:,,  x.^  die  homogenen 
Parameter  irgend  einer  zweifach  unendlichen  Schaar  von  Curven  (M^) 
verstehen,  die  „ausgezeichnet"  heissen  sollen.     Eine  Gleichung 

(p{Xi,  x^,  x.^)  =  0 

soll  dann  diejenige  Curve  darstellen,  welche  von  den  ausgezeichneten 
yl/,  umhüllt  wird,  deren  Parameter  x,-  die  Gleichung  cp  =  0  befriedigen. 
Die  Gleichung 

Ul  X^    -\-   U2X.,    -f-   WgXg   =   0 

stellt,  wenn  die  x,-  als  Parameter  gedacht  werden,  eine  neue,  lineare, 
zweifach  unendliche  Schaar  von  M^  dar,  welche  zu  der  ursprünglichen 

*)  Für  Gleichungen  höherer  Ordnung  gilt  dies  nicht  mehr;    vgl.    Lie:    Göt- 
tinger Nachrichten,  1872. 
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Scliaar  conjugirt  heissen  mag.  Legt  man  den  Grössen  a,,  i<,  solche 
feste  Werthe  bei,  dass  diese  Gleichung  erfüllt  ist,  so  sollen  sie  wieder 
die  Coordinaten  eines  Ilaupteletnenies  heissen.  Aus  der  Bedeutung, 
welche  wir  soeben  einer  Gleichung  cp  {x)  =  0  beilegten,  erhellt  sofort, 
dass  dann  je  zwei  Curveu  der  beiden  einander  conjugirten  Schaaren, 
welche  ein  Hauptelement  bilden,  sich  gegenseitig  berühren;  so  drückt 
sich  also  hier  geometrisch  in  sich  selbst  dualistischem  Sinne  die  Be- 
dingung aus,  welche  an  Stelle  der  Bedingung  der  vereinigten  Lage 
von  Punkt  und  Gerade  tritt.  Ueberhaupt  fällt  bei  unserer  jetzigen 
Coordinatenbestimmung  die  ausgezeichnete  Stellung  fort,  welche  sonst 
Punkt  und  Gerade  gegen  einander  einnehmen.  Auch  die  Zweitheilung 
der  Berührungstransformationen  in  eigentliche  Punkt-  (bez.  Linien-) 
Transformationen  und  allgemeinere  Element -Transformationen  verliert 
ihren  principiellen  Charakter.  Es  bleibt  natürlich  eine  solche  Zwei- 
theilimg  in  den  Formeln  immer  bestehen,  aber  sie  ist  nicht  mehr 
durch  den  geometrischen  Inhalt  bedingt;  die  Sonderung  ist  nur  noch 
eine  relative,  auf  das  gewählte  Coordinatensystem  bezügliche,  keine 
absolute. 

Für  die  so  definirten  Hauptelemente  gelten  nun  wieder  alle  die 
obigen  Sätze,  wenn  man  noch  die  vereinigte  Lage  benachbarter  Ele- 
mente durch  die  Bedingung  u,i^  ^=  —  {d\i),r  =  0  definirt.  Insbesondere 
heisst  eine  Gleichung  (p  {x,  w)  =  0,  welche  die  x  und  ?/  je  homogen 
in  irgend  einer  Weise  enthält  und  mit  u_^  =  0  verbunden  gedacht 
wird,  eine  Differentialgleichung.  Die  letztere  integriren  heisst  eine 
neue  Gleichung  aufstellen: 

ip  (x,  u,  «)  ==  0 

welche  einen  Parameter  a  enthält,  so  dass  vermöge  q)  =  0 ,  t^  =  0, 
11^  =  0  auch 

Udx  =  0 ,     bez.     (du)a:  =  0 

wird  (p.  1021),  u.  s.  f.  Doch  wollen  wir  diese  allgemeinste  Formuli- 
run g  hier  nicht  weiter  durchführen.  — 

Wie  wir  oben  unendlich  kleine  lineare  Transformationen  be- 
trachteten (p.  996),  kann  man  nun  auch  unendlich  kleine  Berülirungs- 
transformaiionen  aufstellen.  Eine  solche  wollen  wir  darstellen  in  der 
Form: 

(23)  yi  =  X;  +  SCpi  {X,    U)  ,      Vi  =  Ui  -f-  Ell^i  {x,    u) , 

wenn  e  eine  unendlich  kleine  Grösse  bedeutet,  und  wenn  die  g),  vom 
nullten  Grade  in  den  m,,  vom  ersten  in  den  Xi,  die  tl^i  vom  ersten 
Grade  in  den  ?/,,  vom  nullten  in  den  Xi  sind.  Im  Gegensatze  zu 
unseren  früheren  Annahmen  benutzen  wir  also  jetzt  Functionen  erster 
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Dimension.'*)  Die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  (23)  müssen  hier 
wieder  den  Bedingungen  (15)  genügen,  wenn  man  setzt: 

Fi  =  .r,  -{-  S(pi,         <X>i  =  U;  +  £  ti . 

Diuin  aber  findet  man  durch  Entwicklung  und  Auslassung  infinitesi- 
maler (rrössen  zweiter  Ordnung: 

d(Pi       dqi/,       dcpf  dtp,.       dipi        dib,, 

wo  i,  k  alle  Werthe  1,  2,  3,  insbesondere  auch  beide  denselben 
Werth  annehmen  dürfen.  Diese  Gleichungen  sagen  aus,  dass  es  eine 
Function  //  gibt,  für  welche: 

Die  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  müssen  von  demselben  Grade 
in  X,  u  sein,  wie  die  rechten  Seiten  von  (23);  es  ist  also: 

'V      A  {^I£\  —  0         V        ^   /^\  —  ^" 

i  i 

woraus : 

und  durch  Integration,  unter  Auslassung  einer  unwesentlichen  Con- 
stauten : 

^^  Ui  ^-  =  H    und  ebenso :      ^^  a:,-  ^ —  =  /T ; 

i  i 

d.  h.  //  muss  eine  Function  erster  Dimension  in  den  Xi  und  Uj  sein. 
Setzt  man  noch  in  (23)  x  -\-  dx  statt  tj ,  u  -\-  du  statt  v  und  dl  statt 
£,  so  resultirt  also  der  Satz: 

Isi  H  eine  Function  erster  Bimensiofi  in  den  xi  und  w,,  so  kann  jede 
unendlich  kleine  Beriihrungstransformation  dargestellt  werden  in  der 
Form:*'*) 

('■U\  ^^\^dH       '^  ^  _  oH 

^  ^  dt         du.  '       dt  dx;  ' 

Vermöge  dieser  Gleichungen  wird  jedem  Hauptelemente  einer 
Gleichung  0  =  0  ein  benachbartes   Hauptelement   zugeordnet.     Insbe- 


*)  Eine  Function  erster  Dimension  in  den  x  wird  allgemein  von  der  Form 
2] /J-x-  sein,  wenn  die  ^,-  beliebige  Functionen  nullter  Dimension  in  x  und  u  sind. 
Man  sieht  leicht,  dass  die  Gleichungen  (15)  auch  für  Functionen  von  nicht  null- 
ter Dimension  bestehen. 

■■■*)  Vgl.  Lie:  Göttinger  Nachrichten  1874,  p.  537  und  Math.  Annalen ,  Bd.  8, 
p.  239. 
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sondere  kann  es  dabei  eintreten,  dass  das  letztere  ebenfalls  der  Glei- 
chung 0  =  0  angehört;  und  dann  wird  offenbar  diese  Gleichung 
durch  die  Transformation  (24)  in  sich  selbst  übergeführt,  wie  wir  es 
früher  auch  bei  den  linearen  Transformationen  gesehen  haben  (p.  90G). 
Eine  Gleichung  0  =  0  von  dieser  Eigenschaft  ist  zunächst  die  Glei- 
chung H  =  0  selbst.  In  der  That,  setzt  mau  in  //  x -\--  clx  statt  x 
und  u  -}-  du  statt  n,  so  geht  in  Rücksicht  auf  (24)  H  über  in: 

H-\-  2:^^  dXi  -\-  E^~  (Im  =  //,  q.  e.  d. 

Wendet  man  dagegen  die  Transformation  //,  d.  i.  die  Transforma- 
tion (24),  auf  eine  beliebige  Gleichung  0  =  0  an,  so  wird: 

'  OX^  '  Olli  '  \^^l  ^"i  Ou-    ÖXfJ  ' 

0  geht  also  in  sich  selbst  über,  sobald  (0,  //)  =  0  vermöge  0  ==  0 
(oder  identisch  =0,  aber  nicht  erst  vermöge  //=0). 

Das  Problem  der  Integration  der  Gleichmig  0  =  0  ht  in  diesem 
Sinne  identisch  mit  dem  Probleme  der  Bcslimtminf/  einer  unendlich  kleinen 
Transformation ,  loelche  0  in  sich  überführt.  Aber  nicht  gibt  umgekehrt 
jede  Function  H,  welche  eine  mit  0  involutorische  Differentialgleichung 
darstellt,  auch  unmittelbar  eine  unendlich  kleine  Transformation  von 
0  in  sich  selbst.  Man  erkennt  aus  diesem  Satze,  wie  die  weitere 
Untersuchung  dieser  Transformationen  von  besonderem  Interesse  wird ; 
doch  gehen  wir  auch  hierauf  nicht  mehr  ein.*) 

An  diese  Erörterungen  über  den  begrifflichen  Inhalt  einer  Diffe- 
rentialgleichung fügen  wir  schliesslich  noch  einige  Bemerkungen  über 
deren  singidäre  Lösungen  an.  —  Man  pflegt  letztere  gewöhnlich  in 
folgender  Weise  einzuführen.**)     Sind  durch  die  Gleichung 

in  der  «  ein  Parameter  ist,  einfach  unendlich  viele  Curven  dargestellt, 
so  betrachte  man  den  Ort  der  Schnittpunkte  consecutiver  Curven, 
dessen  Gleichung  sich  durch  Elimination  von  a  aus 

(25)  /•  =  0     und    -^  =  0 


*)  Insbesondere  ergibt  sich  hier  eine  neue  Auffassung  des  sogenannten  Jacobi- 
Po is so n 'sehen  Theorems  (vgl.  Jacobi's  Vorlesungen  über  Dynamik,  \).  268); 
es  gelingt  ferner,  die  Theorie  des  Integrabilitätsfactors  geometrisch  aufzufassen. 
In  letzterer  Beziehung  vgl.  einen  Aufsatz  von  Lie:  Abhandlungen  der  Gesell- 
schaft der  Wissenschaften  zu  Christiania  1874,  p.  242  ff. 

**)  In  Betreff  einer  zusammenhängenden  Darstellung  dieser  Theorien  in  ihrer 
üblichen  Fassung,  insbesondere  nach  ihrer  historischen  Entwicklung  vgl.  Boole: 
A  treatise  on  ditferential  equations,  2.  ed.  Cambridge  and  Dublin  ]865,  p.  163  ff. 
und:  Suppleraentary  volume,  jd.  28  ff. 
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ergibt.  Derselbe  wird,  wenn  zwischen  den  Constanten  der  Function  f 
keine  besondere  Relationen  bestehen,  die  UmhüUu7i<jscurve  der  Carven 
f  =  0  darstellen ;  und  sie  ist  es ,  welche  als  singulare  Lösung  der- 
jenigen Differentialgleichung  gilt,  deren  Integralcurven  eben  durch 
f  =  0  gegeben  sind.  Es  kann  aber  eintreten,  dass  die  so  gefundene 
Curve  keine  eigentliche  UmhüUungscurve  ist,  sondern  durch  den  Ort 
der  Doppelpunkte  der  Curven  /"  =  0  (oder  anderer  beweglichen  sin- 
gulären  Punkte)  ganz  oder  theil weise  absorbirt  wird,  oder  dass  sich 
überhaupt  keine  Curve  ergibt,  wie  z.  B.  wenn 

f  =  ^  -\-  (i^  , 
d.  h.  wenn  f  =  U  einen  Curvenbüschel  darstellt.  Allerdings  wird  man 
in  letzterem  Falle  in  Folge  unserer  allgemeinen  Definition  der  Inte- 
gralcurven (p.  1018)  die  Grundpunkte  eines  Büschels,  jeden  als  Träger 
eines  Strahlbüschels  gedacht,  noch  als  Umhüllungsgebilde  gelten  lassen 
und  in  dem  Sinne  noch  von  einer  singulären  Lösung  sprechen. 
Kücken  dagegen  die  Schnittpunkte  von  ^  =  0,  i^  =  0  z.  B.  paarweise 
zusammen ,  so  berühren  sich  alle  Integralcurven  in  den  betreffenden 
Punkten,  und  es  gibt  eine  endliche  Anzahl  ausgezeichneter  Haupt- 
elemente, aber  keine  von  ihnen  gebildete  singulare  Lösung. 

Gegenüber  diesen  verschiedenen  Möglichkeiten  wird  man  zunächst 
die  Präge  aufwerfen:  Wa&  tritt  im  Allgemeinen  ein*'),  d.  h.  wenn  die 
Coefficienten  der  gegebenen  Differentialgleichung  keinen  besonderen 
Relationen  genügen?  Es  ist  zunächst  klar,  dass  für  jeden  Punkt  der 
singulären  Integralcurve  zwei  der  zugehörigen  Fortschreitungsrichtun- 
gen  (Hauptelemente)  zusammenfallen.  Der  Ort  der  Punkte  aber,  für 
welche  dies  eintritt,  ist  im  Allgemeinen  der  Ort  der  Spitzen  der  Inte- 
gralcurven, und  nicht  eine  eigentliche  UmhüUungscurve,  wie  wir  schon 
früher  bei  den  algebraischen  Differentialgleichungen  gesehen  haben 
(p.  9G8)  und  wie  man  für  andere  Gleichungen  ganz  ebenso  beweist. 
Andererseits  ist  selbstverständlich,  dass  man  aus  den  Gleichungen  (25) 
eine  eigentliche  UmhüUungscurve  erhält,  wenn  die  Coefficienten  von 
/■=0  allgemeiner  Natur  sind.**)  Wir  können  dies  in  folgendem 
Satze  aussprechen: 


*)  Vgl.  im  Folgenden:  Uarboux:  Sur  les  sohitions  singulieres  des  equations 
aux  dirivees  ordinaires  du  prcmier  ordre,  Comjites  rendus,  t.  71  nnd  Bulletin  des 
sciences  mathematiques,  t.  4,  187.S,  sowie  Clebsch,  Math.  Annalen,  Bd.  6,  p.  '211, 

**)  Selbstverständlich  können  in  besonderen  Fällen  noch  Ausnahmen  anderer 
Art  eintreten.  Von  der  aus  (25)  erhaltenen  Curve  wird  sich  z.  B.  der  Ort  der 
Doppelpunkte  der  Curven  f=0  absondern  (wie  schon  oben  gemerkt'',  wenn  ein 
solcher  vorhanden  ist;  die  Curve  könnte  auch  möglicherweise  ganz  durch  einen 
solchen  Ort  absorbirt  werden,  und  dann  hat  man  keine  UmhüUungscurve  mehr. 
Mit  dem  Orte  der  Spitzen  dagegen  steht  ein  solcher  Ort  von  Doppelpunkten 
nicht  weiter  in  Zusammenhang,  denn  für  einen  Punkt  des  letztern  fallen  keines 
wegs  zwei  der  zugehörigen  Coincidenzstrahlen  zusammen. 
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Die  Constanlcn  in  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung  müssen 
besmideren  Bedingungen  genügen,  wenn  die  Integralcurven  eine  eigent- 
liche Umhüllung scurve  haben  sollen;  andernfalls  bestehen  zwischen  den 
Constanten  der  Integralgleichung  solche  Relationen,  dass  stall  dessen  ein 
Ort  von  Spitzen  auftritt.  Welcher  von  beiden  Fällen  im  Allgemeinen 
vorkommt,  hängt  sonach  davon  ab,  ob  man  die  üiiFerentialgleichung 
oder  die  Integralgleichung  allgemein  voraussetzt.*) 

Es  bleibt  uns  übrig,  die  Bedingungen  anzugeben,  unter  welchen 
eine  eigentliche  Umhüllungscurve  erhalten  wird.  Unsere  frühere 
Schlussweise,  welche  zu  dem  Orte  von  Sjiitzen  F=0  führte,  wird 
nur  ungültig,  wenn  die  zu  einem  Punkte  von  F  =0  gehörige,  doppelt 
zählende  Fortschreitungsrichtung  mit  der  Tangente  von  F  in  diesem 
Punkte  zusammenfällt,  denn  dann  kann  sich  eine  Integralcurve  diesem 
Punkte  nähern  und  sich  wieder  von  ihm  entfernen,  ohne  die  Curve 
F  zu  überschreiten  und  ohne  doch  eine  Spitze  zu  bilden,  nämlich 
eben,  indem  sie  F  in  dem  Punkte  berührt;  die  von  den  Geraden 
der  dojjpelt  zählenden  Hauptelemente  (deren  Punkte  auf  F  =  0  liegen) 
umhüllte  Curve  0  =  0  muss  also  mit  i^  =  0  zusammenfallen.  Die 
Bedingung  der  eigentlichen  Berührung  aber  ist  sich  selbst  dualistisch; 
dieselbe  Curve  F  muss  daher  auch  von  denjenigen  Geraden  umhüllt 
werden,  welche  im  Allgemeinen  die  Wendetangenten  der  Integral- 
curven (Tangenten  von  F'  =  0)  sind,  d.  h.  welche  durch  einen  dop- 
pelt zählenden  Punkt  zu  einem  do^Dpelt  zählenden  Hauptelemente  der 
Differentialgleichung  ergänzt  werden;  und  endlich  muss  dann  auch 
der  Ort  O'  =  0  der  letzteren  Punkte  mit  F  =  0  identisch  sein. 

fVenn  also  eine  singulare  Lösung  (eigentliche  Umhüllungscurve)  ent- 
stehen soll,  jnuss  der  Ort  der  Rückkehr pxuikte  der Jntegralcurven  F=0 
oder  ein  Theil  desselben  mit  dem  Orte  der  Wendetangenten  dieser  Curven 
(^F'  =  0)  oder  eine?n  Theile  desselben  zusammenfallen.  Mit  der  Enve- 
loppe  fallen  dann  auch  der  Ort  der  Wendepunkte  und  die  Enveloppe 
der  Wendetangenten  bez.  Theile  derselben  zusammen. 

Die  Bildung  der  Gleichung  F=0,  F' =  0  kann  in  der  oben 
geschilderten  Weise  geschehen,  denn  die  betreffenden  Regeln  sind 
ebenso  auf  trausscendente  wie  auf  algebraische  Curven  anwendbar. 
An  diesen  Gleichungen  kann  man  dann  sofort  erkennen,  -ob  eine 
singulare  Lösung  vorhanden  ist  und  diese  selbst  angeben;  es  muss 
ebeti  F  einen  Factor  enthalten,  welcher,  in  Liniencoordinaten  dargestellt, 
mit  einem  Factor  von  F'  identisch  ist.  Besondere  Untersuchungen  be- 
dürfen  dann  nur  noch   etwaige   lineare  Factoren   von  F  und   F' ,   da 


*)  Dass  ein  Ort  der  Spitzen  auftritt,  wenn  eine  eigentliche  Umhüllungscurve 
nicht  vorhanden  ist,  zeigte  auch  schon  De  Morgan:  On  some  i:»oints  of  the  in- 
tegral calculus,  Transactions  ofthe  Cambridge  Philosophical  Society,  vol.  l»,  part.  2. 
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dieselben  immer  nur  in  der  einen  Art  von  Coordinaten  darstellbar 
sind.  In  dem  Vorhergehenden  sind  die  Principien  enthalten,  nach 
denen  man  solche  Vorkommnisse  am  zweckmüssigsten  beurtheilt. 

Wir  erwähnen  nur  noch  die  Möglichkeit,  dass,  in  besonderen 
Fällen,  eine  noch  innigere  Beziehung  der  Integralcurven  zur  Curve 
F  =  0  eintreten  kann.  Bestehen  z.  B.  die  Integralcurven  aus  den 
Krümmungskreisen  einer  ebenen  Curve,  so  ist  die  letztere  eine  Oscu- 
lations-Enveloppe;  sie  Avird  von  den  Integralcurven  gleichzeitig  be- 
rührt und  durchsetzt.  Gehören  ferner  etwa  die  Integralcurven  einem 
Netze  an: 

A-\-  Bkv  -\-  CXi  =  0, 

so  ist  die  Jacob i'sche  Curve  des  Netzes  ein  Ort  nicht  für  Spitzen, 
sondern  für  Selbstberührungspunkte  der  Integralcurven,  ohne  doch 
eine  Umhüllungscurve  zu  sein  (p.  382),  etc. 

Es  sollen  diese  Erörterungen  zum  Schlüsse  noch  an  einer  Reihe 
von  Beispielen  erläutert  werden.*) 

1)  Es  ist  schon  früher  hervorgehoben,  dass  die  Integralcurven  des 
allgemeinen  Connexes  (1,  n)  die  w^  -\-  n  -{-  \  Grundstrahlen  desselben 
zu  gemeinsamen  Tangenten  haben  (p.  1002);  die  Grundstrahlen  stellen 
hier  also  eine  singulare  Lösung  dar;  ausserdem  gibt  es  einen  Ort  von 
Spitzen  i^=0;  hingegen  keine  Curve  F'  =  0. 

Dualistisch  entsprechend  haben  die  Integralcurven  des  allgemeinen 
Connexes  (w,  1)  fn"^  -\-  m  -\-  1  gemeinsame  Punkte,  welche  eine  sin- 
gulare Lösung  darstellen  (p.  1033).  Einen  Specialfall  hiervon  erhält 
man  durch  die  Differentialgleichung: 

(26)  ''Päy  —  (pdx  =  0 

wenn  f  und  ip  von  der  m^^'^  Ordnung  sind.  Hier  hat  man  m"^  feste 
Basispunkte;  die  Gleichung  (26)  entsteht  also  nur  dann  aus  einem 
allgemeinen  Connexe  {m,  —  l,  1),  wenn  m  —  1  Schnittpunkte  der 
Curven  9)  =  0,  xp  =^  0  auf  der  unendlich  fernen  Geraden  liegen,  d.  h. 
wenn 

rp  =  (f.,  —  fp-^ij ,     ^  =  cp^  —  cp^x 

wo  die  cpi  von' der  (m —  1)'^"  Ordnung  sind.  In  der  That  erhält  man 
dann  aus  dem  allgemeinen  Connexe  ürpim  =  0  für  ^'3  =  1,  dx.^  =  0, 
die  Differentialgleichung: 

dx  (^2  —  Tsy)  +  dy  {(p-^x  —  9)1)  =  0 ; 

und  von  den  tn"^  Schnittpunkten  der  beiden  Curven  9?  =  0,  t/>  =  0 
fallen  m  —  \  in  die  Schnittpunkte  von  (p^  ==  0  mit  der  unendlich 
fernen  Geraden  zusammen. 


*)  Man  findet  weitere  Beispiele  bei  Darboux  a.  a.  0.  behandelt. 
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2)  Es  sei  die  Differentialgleichung  gegeben: 

(27)  xdy  =  ijclx\ogy, 
oder  homogen: 

(28)  ^'  "'  +  log  -'  =  0  . 

Hier  ist  offenbar  der  Punkt  a-,  =0,  x.,  =  x-^,  d.  i.  x  =  0,  y  =  1  allen 
Integrälcurven  (welche  durch  y  =  e^-^  dargestellt  werden)  gemeinsam.  *) 
Da  die  ?/,  linear  vorkommen,  gibt  es  keinen  Oj^t  der  Spitzen.  Um  die 
Enveloppe  der  Wendetangenten  F'  =  0  zu  erhalten,  hat  man  die 
Punktgleichung  (28)  in  Liniencoordinaten  v  darzustellen,  d.  h.  q  und 
Vi  aus  den  Gleichungen : 

1       Ml  X,      ?/<         ,         1  l 

QV^  =  -~  ^-,     QV-2  =  —  ,71  r  +  ^  '     ^^';'  ^  ~  V 
und  aus  (ßS)  zu  eliminiren.     Dies  gibt: 

iog(--'"0-('^--^Wo. 

\  '■'    "2/  \^'»  "V 

Hieraus  entsteht  i-''  für  w  =  v;  es  ist  also: 

(29)  F'  =  u,  +  ./,  =  0 

die  gesuchte  Curve.  Dieselbe  fällt  mit  dem  gemeinsamen  Punkte  der 
Integrälcurven  zusammen  und  gibt  eine  singulare  Lösung.  In  der 
That  kann  man  die  Gleichung  (29j  nicht  durch  einen  speciellen  Werth 
von  C  aus  der  Gleichung  der  Integrälcurven  in  Liniencoordinaten : 

'^-i"g(-5S)-^i:+'=o 

erhalteu ;  sie  ergibt  sich  dagegen  auch  durch  Elimination  von  C  aus 
M^  =  0  und  ^  =  0. 

3)  Die  Differentialgleichung**) 

(30)  '/-  {2)' 't '■''''/.  +  "'-'' 
hat  das  allgemeine  Integral: 

Aa^x"^  —  2Cy''  -\-  C  ==  0 , 
und  also  die  singulare  Lösung: 

(31)  4«2a:2  _  y4  =  (2  ax  —  y')  (2  ax  +  r)  =  0  . 
Aus  (30)  erhalten  wir  den  Connex: 

(t^u^- x.^x^  —  x.^n^u^  =  0  . 

*)  Ueber  das  particuläre  Integral  y  =  0  dieser  Gleichung  vgl.  Boole  a.  a.  0. 
Supplementary  volnme,  p.  14  und  17. 

**)  Schlömilch's  Compendium  der  höheren  Analysis,  3.  Ausg.,  Bd.  1,  p.  509. 


Die  Connexo.  1037 

Die  Form  F  entsteht  daher  aus: 

4  y,  ^3  Mj  ^^3  —  a-  u.f  v.t^  =  0  , 
wenn  man  m  =  y  setzt,  gibt  also: 

F  -^  4  Wj'^  ?/.('•  —  «^  «^2^  =  0  ; 
uutl  ebenso  findet  man: 

F'^  4«2a;,2a:.j2  —  Xo^  =  0  . 

Die  beiden  letzteren  Gleichungen  stellen  in  der  That  dieselbe  (Jurve 
(31)  dar. 

4)  Die  Integralcurven  der  Differentialgleichung  ('-/{)   =         bilden 

ein  System  von  Curven  dritter  Ordnung  mit  Spitzen: 

{x  -f-  Ct/Yi/  =  1     oder:     (x,  -[-  Cx^Y  x.^  =  x.^^ . 
Die  Spitzen  erfüllen  die  Linie  x.^  =  ^.     Wir  erhalten  den  (Joniiex: 

w,-.r2  —  «2^X3  ==  0  . 
Die  ('urve  F,  d.  i.  der  Ort  der  Punkte,  für  welche  zwei  Werthe  von 
II ^  :  ?/y  zusammenfallen,  besteht  aus  a;.,  =  0,  dem  Orte  der  Spitzen, 
und  x^  =  0,  der  festen  Wendetangente;  der  Schnittpunkt  beider  Linien 
ist  der  gemeinsame  Wendepunkt;  er  stellt  keine  singulare  Lösung  dar, 
weil  zu  ihm  nur  eine  ausgezeichnete  Fortschreitungsrichtung  gehört. 

5)  Die  Differentialgleichung*): 

G«)  ,._  2. yfl +  (!  +  .')  (2)^-1=0 

ist  dadurch  ausgezeichnet,  dass  ihre  Integralcurven: 

ij  =  Cx^  yi  —  c^ 

aus  den  Tangenten  eines  festen  Kegelschnittes  bestehen ;  sie  entspricht 
also  dualistisch  einer  solchen  Gleichung,  welche  die  Differentiale  der 
Coordinaten  nicht  enthält**),  und  deren  Integrale  dann  aus  den 
sämmtlichen  Punkten  einer  festen  Curve  bestehen  (p.  1017).  Der 
Connex,  zu  welchem  die  Gleichung  (32)  gehört,  darf  daher  die  Punkt- 
coordinaten  x  nicht  enthalten,  und  in  der  That  findet  man  für  ihn 
die  Gleichung: 

M,2  —  ll.j^  -{-  u./  =  0 . 
Er  stellt  gleichzeitig    die    singulare   Lösung  von   (32)   in   Liniencoor- 
dinaten  dar. 


*)  An  ihr  entwickelte  Lagrange  zuerst  seine  Theorie  der  singulären  Lö- 
sungen; vgL  Boole  a.  a.  0.  p.  149  und  165. 

**)  Auch  Plücker  machte  darauf  aufmerksam,  dass  bei  Umformung  einer 
Difterentialgleichung  von  Punkt-  in  Ebeneucoordinaten  die  Diflerentialquotienten 
ganz  verschwinden  können,  und  dass  die  so  entstehende  Fliichengleichung  eine 
singulare  Lösung  ist.  Vgl.  dessen  System  der  Geometrie  des  Raumes,  Düssel- 
dorf 184Ü,  p.  27. 
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683,  798,  822,  838,  846,  850,  867,  885, 
887,  891,  897,  899,  903,  905,  911,  916, 
921,  925,  928,  958,  961,  979,  987,  1033. 

—  u.  Gordan,  248,  542,  561,  575,  581, 
596,  634,  643,  647,  667,  077,  687,  703, 
765,  778,  782-896,  916,  988,993,998. 

ClifFord,  489. 

Coincidenz,  im  binären  Gebiete,  210. 
— .  in  der  Ebene,  .389. 
— ,  eigentliche  u.  uneigentUche,  453,  679. 
— .  bei  Connexen,  938. 
Coincidenzcurve,  in  der  Ebene,  387. 
— ,  beim  erweiterten  Correspondenzpr. 
453,  697. 

—  — ,  Ordnung  derselben ,  452.  . 

,  Verhalten  in  Ausnahmepunkten, 

4.53. 

—  — ,  Gleichung  in  Beispielen,  446. 
Coincidenzpunkt  u.  -strahl,  963. 
Collineation ,  s.  lineare  Transformation. 
CoUineationsaxe  u.  -centrum,   256,  263, 

999,  1001. 
Combinanten,  208,  888. 

—  eines  Cj- Büschels,  298,  303. 

—  eines  syzygetischen  C3- Büschels,  565, 
571,  .575  f.,  632. 

Concentrische  Kreise,  149. 

Confocale  Cj,  163. 

Conjugirte  Durchmesser,  81,  92  ff.,  142. 

—  Netze  u.  Gewebe  von  Tj  und  A'2, 
521,  553,  577  An. 

~  Polaren,  81. 

—  Punkte  (Pole),  214,  519. 

—  —  auf  einer  C3,  516. 

—  r  Connex,  944,  957. 

des  Connexes  (1,  1),  9.50,  991  f. 

(2,  1)  od.  (1,  2),  951,  1008. 

(2,2),  956. 


Connex,  924,  936. 

—  (1,1),  988. 

—  (1,  2),  1007. 

—  (;/*,  1)  od.  (1,  7i),  1001. 
Construction ,  s.  Erzeugungsweise. 

—  der  Dopp.  projectivischer  Reihen,  51. 

—  der  Schnittpunkte  von  Cj  u.  6',,  51. 

—  der  C,  aus  3  Polepaaren,  529. 

—  der  C4  aus  7  Doppeltangenten,  1014. 

—  des  9t<"n  Schnittpunktes  zweier  C3, 
536,  1013  An. 

—  der  Hauptcoincidenz  (1,  2),  1012. 
Contravariante,  266. 
Coordinaten,  2,  27,  56;  binäre,   170. 

—  eines  Hauptelements,  1016. 
Corresidual,  432. 
Correspondenz ,  210. 

—  mit  festen  Punkten,  454,  679. 

—  mit  mehrwerthigen  Punkten.  461. 

—  en,  zwei  simultane  auf  einer  C«,  443, 
726,  735 

—  en,  drei  simultane,  745. 

—  formein,  446,  739,  748. 

—  princip  von  Chasles,  210,  425. 

—  in  der  Ebene  (Salmon-Zeuthen),  386; 
Anwendungen,  969  ff. 

— ,  erweitertes,  441,  678. 

Cotterill,  724. 

Co  Variante.   173,  266,  546. 

— ,  identische,  266. 

Cramer,  204,  313,  331,  426,  .500. 

Cremona,  40,  204,  207,  303,  360,  370, 
374,  382,  391,  404,  428,  478,  484,  497, 
534,  536,  683,  720,  725,  761,  916. 

Curve,  3. 

—  erster  Ordnung,  20  ff.^  29. 

—  erster  Klasse ,  29. 

—  oter  Ord.  od.  Kl.,  47,  73  ff.,  277,  284, 
392,  476,  519,  537,  767,  887,  979,  981, 
1007. 

—  3ter  Ord.,  497,  600,  983;  mit  Dopp.. 
581,  899;  mit  Rückkehrp.,  417,  590; 
zerfallend  in  C^  und  (7,,  595,  984  Au.; 
zerfallend  in  drei  Ci ,  597. 

—  31er  Kl.,  513;  mit  Wendetang.,  417, 
590;  Ausartungen,  601.    . 

—  4ter  Ord.,  274  An.,  279,  416  An.; 
850  ff.,  1010;  mit  1  Dopp.,  868,  921, 
mit  2  Dopp.,  911  An.;  mit  3  Dopp., 
899  An. 

—  vom  Gechlechte  0,  883;  vom  Ge- 
schl.  1,  903;  vom  Geschl.  2,  91.5. 

Curvenpaar,  939. 
Cyclisch-projectivisches  System,   201. 


Darboux,  295,  1033,  1035. 
Dersch,  350. 
Descartes,  1. 
Determinante,  13. 

—  der  Substitution,  68,  130,  172,  988. 

—  einer  Cj,  77,  113,  130. 
Determinantenfactor,  symbolischer  einer 

Functionalinvariante ,  194,  545. 
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Differential,  einer  Cj,  767,  982;  einer 
^3,  s.  elliptisches  — ;  eines  Connexes 
etc.,  959. 

—  erster  Gattung,  789;  zweiter  Gat- 
tung, 792;  dritter  Gattung,  790,  794. 

Differentialgleichung,  965,  978,  1014. 

Directrix,  11,  12. 

Discriminante ,    178;    einer   bin.  quadr. 

Form,   2i;};    e.   bin.    cub.  F.,  219;    e. 

bin.  biquad.  F.,  239. 

—  einer  Cn,  313;  einer  C3,  565. 
Doppelelement,  199. 
Doppellinie.   106,   115,  120,  .392. 
Doppelpunkt,  binärer  Polaren,  206,  220; 

einer  Cj,  102,  115,  120,  392;  einer  C'^, 
582,  901;  einer  Cn.  313,  .321;  einer 
Cn  mit  p  =  0,  889;  mit  ?;  =  1 ,  913. 

—  e  zweier  projectivischeu  Punktreihen, 
51,  135,  198. 

Doppeltangente  einer  Cn ,  342 ,  348 ; 
einer  C4,  850,  1010;  einer  C4  mit 
Dopp.  877,  880;  einer  C4  mit  p  =  0, 
899;  einer  C„  mit  p  =  0,  891. 

Doppelverhältuiss,  37,  71,  196,217,235. 

—  ,  einer  binären  Transformation,  200; 
einer  C3,  531,  578,  603. 

Dreieckscoordinaten ,  6-.'. 

Dreitheilung  der  ellipt.  Functionen,  609, 

655;  d.  hyperellipt.  F.  920 
Dualität,  28,  264. 
Durchmesser  einer  C..,  80. 
Durege,  497,  536,  588,  811 


228,  239;  ternäre  lineare,  265;  tern. 
quadr.,  '284,  '288;  tern.  cub.,  542,  563. 

Form,  kanonische,  einer  bin.  quadr.  F., 
86,  214;  zweier  bin.  quadr.  F.,  215, 
217;  einer  bin.  cub.  F.,  224;  einer 
bin.  biquad.  F.,  247. 

,    einer    C^,    86;    zweier    Cj,    124, 

137,  139,  140,  141;  einer  C3,  509,  .567, 
570;  einer  C'3  mit  Dopp.,  584;  mit 
Rückkehrp. ,  .591;  einer  CoUineation, 
262,  989,  998. 

Formensystem,  endliches,  211, 

— ,  simultanes,  zweier  C^,  291. 

Fouret,  967. 

Frahm,  850. 

Fuchs,  803,  835,  836. 

Fünfseit,  282  An. 

Function,  elliptisclie ,  s.  elliptische  F. 

—  H,  629,  910. 

—  0,  629,  831,  836  f.,  846,  8135,  861; 
0',  861. 

—  T,  833,  836;  T',  875. 

—  p,  652. 
Functionaldeterminante ,   175,    222,  468 

An. ,  s.  Jacobi'sche  Curve. 

—  zweier  binären  quadr.  F.,  215;  dreier 
Q,  303. 

Functionalinvariante,  267;  eines  Con- 
nexes, 943,  989;  einer  Differential- 
gleichung, 973. 

Fundamentalcurve,  482,  662. 

Fundamentalpunkt,  476,  479,  662,  682. 


Eigentlich  reducirtes  System,  932. 

Eintheilige  C3,  499,  530;  —  A'3,  514, 

Element,  937. 

Elementarbedingungen,  393, 

Elementarsysteme,  416. 

Ellipse,  7,   10,  79,  80,  91,  302  An,  611. 

Iillliptische  Functionen,  603,  649,  909. 

Elliptisches  Differential,  776;  —  Inte- 
gral, 649,  652,  772,  984. 

Entfernung,  4,  150. 

Enveloppe,  27. 

Erzeugungsweise,  einer  C.^,  47;  nach 
Grassmann,  537. 

—  einer  6'«,  375,  761. 

—  einer  C3  nach  Schröter,  528,  540; 
nach  Grassmann,  538,  540,  614,  941 
An.;  nach  Chasles,  535,  540;  einer 
C^  mit  Dopp.  585. 

—  einer  C^  nach  Grassmann,  541  An.; 
nach  Chasles,  699  An.;  nach  Aron- 
hold,   1014. 

Euler,  426,  566,  1015. 
Excentricität ,  8. 


Fiedler,  169,  170. 

Fluchtlinie,  255. 

Form,  algebraische,  167;  bin.  lineare, 
177,  186;  bin.  quadr.,  213;  bin.  cu- 
bische,  218,  227,  584,  899;  bin.  biqu. 


Faultier,  151. 

Gauss,  173. 

Gegenüberliegender  Punkt,  535. 

Geiser,  724,  850,  851. 

Gent,  622. 

Geometrie  auf  einer  Cn,  425,  661  ff.; 
auf  einer  Q,  527,  602,  983;  mit  Dopp., 
586,  900;  mit  Rückkehrp.  593 

—  der  Anzahl,  390. 

Gerade  (Linie),  5,  20, ff. 

Geränderte  Determinante,  78,  114. 

Gergonne,  28. 

Geschlecht  einer  C»,  351,  429,  495,  s. 
Curve;  eines  Connexes,  958  f.;  einer 
Coincidenz.  961;  eines  Curvenpaares, 
962;  einer  Diflferentialgleichung ,  974. 

— ,  Erhaltung  bei  eindeutiger  Trans- 
formation, 459,  490,  666,  681. 

zweier  mehrdeutig  auf  einander  be- 
zogenen Curven,  458,  681  An. 

Gestalt  einer  C«  in  der  Nähe  eines 
Punktes,  337;  einer  C3,  499,  593; 
einer  /Tj,  514. 

Gewebe  von  A'2,  520,  10)7;  von  A'3, 
1009. 

Gitter  von  C,  bei  einer  6*3,  503. 

Godt,  1004,   1007. 

Gordan,  178,  208,  211,  274,  290,  427, 
453,  524,  542,  594,  889,  902,  928,  932 ; 
s.  Clebsch  u.  G. 
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Grad,  194,  212,  267;  einer  Sehaar  von 

Punktgrnppen,  43ü. 
Gram,  272. 

Grassniann,  204,  5:^6.  541.  014. 
Grundpunkte  einer  bin.  Form,  1(59. 
Grundstrahlen    eines    Couicxes    (1,  w). 

1001;  (1,  2J,   1008. 
Gundelfinger,  248,   280,   519,  542,  567, 

590,  594. 


Haase,  889. 

Halbirung  einer  Strecke  od.  eines  Win- 
kels, 40. 
Halphen,  400,  404,  413. 
Hamburger,  496. 
Harmonische  C3,  579,  644. 

—  Gerade  bei  C3,  502,  513,  578. 

—  Lage,  40,   147,  215,  221,  239. 

—  Theilung,  56. 

Ilarnack,  508,  531,  579,  G13,  621,  811, 

826,  981,  984. 
Hart,  911. 
Hattendorf,  14. 
Hauptaxe  einer  C2,  82,  88. 
Hauptcoincidenz,  962,  1016;  eines  Con- 

nexes  (1,  2),  1011. 
Hauptcoincidenzcurven ,  s.   Integralcur 

ven. 
Hauptelement,  1016. 
Hermite,   228,  248,  519,  605,  629,  649, 

776,  794,  910. 

—  'sehe  Curve  eines  Cg- Netzes,  519; 
eines  Ä.^- Gewebes,  521,  1007. 

—  'scher  Satz,  629. 

Hesse,  14,  23,  78,  153,  167,  176,  228, 
243,  312,  350,  377,  497,  505,  527,  542, 
598,  615,  656,  842,  850  ff. 

—  'sehe  Curve,  312,  318;  eines  Netzes, 
381;  Verhalten  in  singulären  Punkten, 
.324,  356;  Singularitäten,  361,  368; 
einer  C3,  501,  510,  527;  Zerfallen  in 
drei  C, ,  553 ,  559 ,  564 ;  einer  C3  mit 
Dopp.,  584;  mit  Rückkehrp.,  327, 
.592;  einer  A'3,  515. 

—  'sehe  Determinante  od.  Covariante, 
176,   191,  206,  220,   312. 

—  'sehe  Gleichung,  656  An. 
Hirst,  944,  998. 
Holzmüller,  995. 

Homogene  Gleichungen,  67,  1015,  1021. 
Hyperbel,  7,  10,  79,  80,  91,  302  An. 
Hyperelliptische    Curve,    663    An.,    687 

An.,  712,  717,  916. 
Hyperelliptisches    Integral,     815     An., 

830  An..   920. 
Hypocycloide ,  588  An. 


Jacobi,   175,  350,  426,  755,  790,  822,  830, 

1019,  1025,   1027,   10.32. 
—  'sehe  Curve,  377,  381,  467,  483,  663, 

724;  eines  Netzes  von  Cj,  304,   519; 

eines  Gewebes  von  K.^,  521,  1007. 

Clebsch,  Vorlesungen. 


.lacobi'sche  Determinante  ==  Functional- 
determinante. 

—  'scher  Satz,  822,  826. 
Identisches  Verschwindeti  von  Covarian- 

ten  etc.,  274. 
Identitäten,  binäre,  193;  ternäre,  283. 
Igel,  584. 
Imaginäre  Cj,  91,  284;  6*3,  498;  C,,  96, 

101,  109;  A',,  75,   173. 

—  Tangenten  einer  A'2,  610;  einer 
A'3,  612. 

Inflexionspunkt  od.  -tangente  =  Wende- 
punkt od.  -tangente. 

Intiexionstripel,  622  An. 

Integral,  erster  Gattung,  797,  801;  zwei- 
ter u.  dritter  Gattung,  804. 

—  curven  eines  Connexes  od.  einer 
Differentialgleichung,  964,  1016;  Bei- 
spiele, 965,  979,  980,  983;  des  Con- 
nexes (1,  1),  992,  998,  1000;  Ort  ihrer 
Spitzen  u.  Wendetangenten.  968, 
1034;  bei  Connexen  (1,  7«),  1005,  s. 
singulare  Lösung. 

—  mannigfaltigkeit .  1018. 
Integration    einer    Differentialgl.     1018, 

10:^2,   1032. 

Invariante,  binär,  173;  temär,  131,  266; 
simultane  zweier  bin  quadr.  F.  215; 
zweier  tern.  quadr.  F.  295;  einer  tern. 
cub.  F.  546,  556,  569,  579. 

— ,  absolute,  196,  267;  einer  bin.  biqu. 
F.  239,  247;  einer  bin.  linearen  und 
cub.  Form,  300,  987;  einer  bin.  linea- 
ren Transf.  200;  zweier  tern.  quadr. 
F.  299;  einer  C3,  533,  580;  einer 
Cremona'schen  Transf.  486  An. 

Invarianteneigenschaft,  167. 

Involution,  207;  quadratische,  135,  202, 
214;  besondere  cub.  226;  besondere 
biqu.  242. 

de  Jonquieres,  204,  207,  376,  382,  391, 
416,  459,  497,  541. 

Isolirter  Punkt,  321,  411. 


Kanonische  Form,  s.  Form. 

Kegelschnitte,  55,  72  ff.;  Gleichung  in 
Liniencoordinaten ,  78,  113,  131;  zer- 
fallende, 100,  115;  mit  gemeinsamem 
Mittelpunkte,  142,  164;  ähnliche,  144; 
Tabelle  der  verschiedenen  Arten,  119. 

Kegelschnittnetz,  303,  384;  s  Netz  und 
Gewebe. 

Kegelschnittsystem,  392. 

Kerncurve  =  Steiner'sche  Curve. 

Kiepert.  652,  654,  656. 

Kinematik,  996  An. 

Klasse,  31,  53,  55,  267,  279,  .308, 
343,  493. 

Klassenscheitel,  392. 

Klein,  151,  173,  500,  508,  610,  682,  968, 
994. 

—  u.  Lie,  996  f. 

Königsberger,  496,  604  f.,  653,  656,  790. 
66 


1042 


Index. 


Kreis,  5,  30,  145  ff.;  Asyraptoteu,  147, 
149;  coDJugirtc  burclimesser,  149; 
Periphcriewinkel,  47,  149. 

—  punkte ,  imaginäre ,  146. 

—  theilungsgleicliuugen,  201  Au.,  894. 
Kronecker,  703,  9:26. 

Kugel,  Geometrie  auf  der,  173,  215, 
226,  243. 


liage,  involutorische  zweier  Differential- 
gleichungen, 1022. 

—  ,  pers23ectivische  ebener  Systeme,  256. 
— ,  vereinigte,   von   C,    u.    A', ,   29,   44, 

«3,  69,  265;  von  C„  u.  A«,  385;  von 
Cj  u.  A'g,  521,  550  f.;  benachbarter 
Tlauptelemente,  1022. 

hagrange,  1037. 

Laguerre,  148. 

Legendre,  790. 

Lie.  1017,  1024—1032,  s.  Klein  u.  Lic. 

Liniencoordinateu,  27,  63. 

— ,  Gleichung  in  — ,  einer  C2,  s.  Ke- 
gelschn.,  einer  r« ,  279,  308;  einer 
C\.  279,  543,  544;  einer  Cj,  279. 

Linienpaiir,  99  ff".,  392. 

Logarithmische  Linie,  999. 

—  Spirale,  995. 
Lüroth,  173/798,  885. 


Maclaurin,  497,  503,  527,  536. 

Magnus.  251,  475, 

Maillard,  416. 

Mannigfaltigkeit.  430,  937,  1018. 

Marie,'  794,  806. 

Massbestimmung,    allgemeine  projecti- 

vische,  150  An.,  .302  An. 
Matrix,  687,  691,  742,  744,  749,  756. 
Mayer,  1024. 

Mechanismus,  Grassmann'scher,  539. 
Meridiancurve,  613. 
Minimalwerthe   der  Zahl  von  Punkten 

in  Specialgrupi^en,  707. 
Mittelpunkt,    einer    C^,    11,    80;    eines 

Strahlbüschels,  32. 
Moduln,  685,  712;  s    Perioden. 
Möbius,    28,     37,    67,    173,    251,    273, 

500,  885. 
de  Morgan,  1034. 
Müller,  652,  685. 


Nebenseiten  eines  Vierecks,  56. 

Nebenecken  eines  Vierseits,  56. 

Netz  von  C^,  304,  519,  521;  von  C„, 
381;  Beziehungen  zu  einer  festen 
Curve,  663,  721;  mit  einem  beweg- 
lichen Schnittpunkte,  480. 

Neumann.  173,  765,  799,  811,  830  f.,  816, 
867  f.,  920. 

Newton,  204,  331,  497,  500. 

Nöther,  327,  338,  433,  489.  491,  666, 
678,  683,  958,  960;  s.  Brill  u.  N. 


Nornialconnex,  936. 

Normalcurvo,    68(3,    690,    693  An.,  709; 

hyperelliptische,  719;  für  p  =  Q,  884; 

für  p  =  1,  903  ;  für  p  =  2,  717  An.,  919. 
Normalform,  Hesse'sche  der  6',,  ü3. 
Normalform  der  Kiemann'schen  Fläche, 

798. 
Normalintegral,    erster    Gattung,    804, 

807;   dritter   G.   805  f.,    867;    zweiter 

G.  805,   863. 


Olivier,  764. 

Ordnung,  4,  31,   53,  55,   194,  267. 

Ordnungsstrahl,  392. 

Ort,  geometi'ischer,  3,  27. 

Ortliogonalkreis ,  155,  304. 

Oval,  einer  ^3,  499;  einer  A3,  514. 


Paarer  Zug  einer  d,  500  An. 

Painvin,  391. 

Parabel,  12,  79  f.,  91,  97. 

Parameter,  einer  Reihe  oder  eines  Bü- 
schels, 22,  32;  eines  Curvensystems, 
390. 

—  darstellung,  einer  Cj,  887;  einer  63, 
60.3,  627.  647,  653.  899;  einer  C3  mit 
Dopp.  586,  899;  einer  C3  mit  Rückp. 
593;  einer  Cn  mit  p  =  6,  884;  einer 
C>,  mit  p  =  l,  906,  910,  913;  einer 
hyperelliptischeu  d,  920. 

—  vertheilung  auf  einer  C^,  610;  auf 
einer  A'^,  611. 

Pascal'scher  Satz,  50,  428. 
Perspectivischer  Durchschnitt,  45. 
Perspectivität ,  45,  254,  260,  999,  1001. 
Perioden,  der  ellipt.  Integrale,  604;  der 

Abel'schen  I.  80I ,  804,  807,  836  An.; 

einer  C^,  605. 
Periodicitätsmoduln,  s.  Perioden. 
Plücker,  28,  35,  67,   151,  204,  310,  312, 

342,  344,  351,  426,  428.  475,  497,  500, 

509,  851,  937,  965,   1025  f.,  1037. 

—  'sehe  Formeln.  344,  351,  948. 

Pol  u.  Polare  bei  C2,  75,  101.  112;  bei 
C«,  300;  bei  C3,  501;  Verhalten  in 
singulären  Punkten,  322,  355. 

Polarcoordinaten ,  3. 

Polardreieck,  81,  114;  gemeinsaitrcs 
zweier  Cg,  123,  297,  zweier  Kreise,  152. 

Polarsysteme,  binäre,  203. 

Polepaare  auf  einer  C3,  527,  587,  608, 
614,  621,  901. 

Poloconik,  543,  549. 

Polygone,  eingeschriebene  einer  C3, 
589.  593;   Steiner'sche,  589,  615. 

Poncelet,  28,  37,  67,  203.  308,  475. 

Potenzlinie,  151. 

Projectivische  Curvenbüschel.  375. 

—  Punktreihen  und  Strahlbüschel,  42  ff., 
195  ff'.;  Erzeugnisse  derselben,   46  ff. 

Projectivität,  43;  cyclische.  201,  225. 
Prym,  765,  803,  830,  867,  920. 
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Puiseux,  331. 

Punktepaare,     115,     3'J2;     geuicinsamo 

zweier  Correspondenzen  ,  444,  722. 
Punktcoordiuiiteu,  2,  62. 
Punktgriippen     mit    speciellen     Eigen- 

suhatten  auf  einer  d ,  721,  741,  743, 

749,  s.  Specialgruppen ;  in  der  Ebene, 

756. 


i^iiaternäre  Form,  168. 
Quadratischo  Form ,  's.  Form, 
Querschnitt,  681  ,  799. 
Quetelet,  911. 


IJadicalaxe,  151. 

Rechter  Winkel,  147. 

Rechtwinklige  Coordinaten,  2,  59,  65. 

Rcciprocitätsgesetz ,  Brill'sches,  464. 

Reducirtes  äquivalentes  System,  262,  997. 

Residuum,  residual,  429. 

Resolvente,  123. 

Restsatz,  429,  808,  811. 

Resultante,    17,    178;    zweier    bin.    lin. 

Formen,   177;   zweier  bin.   quadr.  F. 

218;     dreier    tern.     F.     313;     dreier 

Tj,  525. 
Riemann,  351,  666,  682,  693,  699,  709, 

714  f.,   765,    786,  790,  799,  803,  810, 

831  f.,  837  f.,  861,  870. 

—  'sehe  Fläche,  414  An.,  612  An.,   681, 
798. 

—  Roch'scher  Satz,  für  adjungirte  Cur- 
ven,  686,  699,  701.  752,  757,  862;  für 

—  nicht  adjungirte  Curven,  865  f. 
Riugfläche,  612. 

Roberts,  703. 

Roch,    701,    805,    831,    833,    835,    852, 

862,  877. 
Rosanes,  295,  385,  478,  489,  519,  979. 
Rosenhain,  803,  867,  920. 
Rosenow,  584,  588  f.,  888,  899. 
Rotation,  262,  997  An. 
Rückkehrpvmkt  ii.  -tangente,  315,  321, 

329;  einer  C^  bez.  A'3,  515,  518,  591. 


Salmon,  169,  178,  189,  284,  298,  313, 
367,  386,  390  f.,  407,  411,  432,  497, 
531,  578,  665,  683,  851,  858,  881. 

Schaar  von  A'j,  126. 

—  von  Punktgruppen,  430;  lineare,  436. 

Schiefwinklige  Coordinaten,  61. 

Schläfli,  803. 

Schnittpunkt  zweier  C, ,  24,  30,  70; 
zweier  Cg,  121,  292;  zweier  Kreise, 
146;  einer  Cj  u.  Cj,  73,  116;  einer  Cj 
u.  C3,  607,  651;  einer  C.^  u.  C',,,  623; 
einer  d  u  T,,  626,  631;  von  C„  u. 
C,„,  426,  430,  753,  823. 

Schlömilch,  1036. 

Schröter,  303,  529,  541,  902. 


Schubert,  601,  727. 

Selbstberührungspunkt,  323,  4ro. 

SelbsthüUcurven,  997  An. 

Simon,  652. 

Simultane  Invarianten  etc.  174. 

Shigularitäten    bei    Curven,     347;     bei 

Connexen,  914,  937. 
Singulare  Curve,  391,  409.  420. 

—  Lösung,  Singuläres  Integral,  969, 
1033;  Beispiele,  1035. 

—  Punkte,  319,  354,  491 ;  Tangenten,  341. 
Smith,  295,  519,  979. 
Specialgruppe,  686,  699;  Beispiele  688, 

690,  696,  858. 

Specialschaar,  699,  856,  865;  Bestim- 
mung von  S.  702,  705. 

Spitze  erster  Art  =  Rückkehrpunkt; 
zweiter  Art,  336,  411. 

V.  Staudt,  46,  145,  173,  225,  500. 

Steiner,  46,  52,  151,  303,  360,  475,  615, 
850,  902. 

—  'sehe  Curve,  360,  383;  Singularitäten 
derselben,  368,  670  An. ;  einer  Tj,  501. 

—  'sehe  Fläche,  979  An. 

—  'sehe  Polygone,  589,  615,  627. 

—  'sehe  Punktepaare,  611,  986. 
Stolz,   173. 

Strahlbüschel,  31,  70,  171. 
Substitution,  s.  Transformation. 
Sylvester,  167,  180,  313,  432,  598. 
Symbolische  Darstellung,   binärer  For- 
men, 187;  ternärer  Formen,  73,  271. 

Synthetische  Geometi'ie,  36. 

Systeme  von  Curven,  372,  390,  407;  von 
C3  mit  Spitze,  417;  von  Berührungs- 
curven,  842;  von  Collineationen,  985. 

Syzygetischer  Büschel  von  63,  505,  551. 


Tactinvariante ,  366;  zweier  C^,  298. 

Tangente,  27;  einer  C„,  307;  im  viel- 
fachen Punkte,  308;  im  Anfangs- 
punkte, 320,  3-'8. 

—  n,  von  einem  Punkte  an  eine  Tg,  76, 
106-,  111;  an  eine  6*3,  501;  an  eine 
C„,  279,  308,*  579  An.;  gemeinsame 
zweier  K^,  125,  1008. 

Tangentialpunkt,  530,  604,  643. 

Taylor,  536. 

Te'rnäre  Form,  168,  265. 

Theilung  der  oll.  Functionen,  609,  616, 
654,  659;  der  Abel'schen  F.  840. 

Thomä,  803. 

Träger,  32. 

Transformation,  der  Coordinaten,  59  tf. 

— ,  lineare,  binärer  Formen,  172,  195; 
ternärer  Formen,  250.  925,  937,  988, 
Ausnahmefälle,  998;  identische,  199, 
1001 ;  unendlich  kleine ,  996;  persisecti- 
visehe,  s.  Perspectivität. 

— ,    Cremona'sche    od.    rationale,    478, 
Ersetzung    durch    quadratische ,    489 ; 
quadratische,  475,  489,  939. 
66' 
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Transformation,    eindeutige,    459,    475, 

661,939;  Anwendungen,  674;  mittelst 

adjungirter    Cn  —  3,    687,    689;    eines 

Connexes,     956;     einer    Hauptcoinci- 

denz,  974. 
— ,  einer  C^j  in  sich  selbst,  991;   einer 

C3  in  sich  selbst,  508  An. 
—  auf  die  kanonische  Form,  zweier  Cj, 

124,    133;    einer  6*3 ,    512,   573;    eines 

Connexes  (1,1)  990. 
Translation,  997  An.,   1001  An. 
Transscendente   Curven,   966,  967   An., 

992. 
Typen,  gestaltliche  einer  C3,  499,  einer 

A'3,  514;   einer  C«  in  der  Nähe  eines 

Punktes,  337. 
Typische  Darstellung,  binärer  Formen, 

249,  987  Au.;  einer  ternären  cubischen 

Form,  643. 


Ueberschiebung,  211. 

Uebertragungspriucip  von  Clebsch,  274; 
bei  Connexen,  942. 

— ,  Hesse'sches,  243  An.,  887  An., 
900  An. 

Ueberzählige  Gleichungen,  280  Au.,  389, 
399,  691,  695  An.,  703,  742.  750. 

Umhüllungsgebilde  der  Verbindungs- 
linien entsprechender  Punkte  auf 
einer  C3,  621  f.,  986. 

Umkehrproblem  der  Aberschen  Inte- 
grale, Jacobi'sches,  830,  867;  Rie- 
niann'sches,  830  An.;  erweitertes, 
867,  882. 

Unendlich  ferne  Gerade,  67. 

—  ferner  Punkt  einer  C.,  33,  68. 


Terbindungslinie  zweier  Punkte,  4,  20, 
25,  30,  70. 


Verschwindungspunkte  einer  binären 
Form,    192. 

Verwandtschaft,  s.  Transformation. 

— ,  dualistische  od.  reciproke,  261,  939. 

Vei Zweigungspunkte,  494,  798. 

Vielfache  Punkte, '329,  491;  gemein- 
same zweier  Curven,  338;  Verhalten 
bei  eindeutiger  Transformation,    668. 

—  Taugenten,  342. 

Viereck  und  Vierseit ,  56. 

Voss,  683. 


Weber,  4.59,  815,  831,  835,  873. 
Weierstrass,  652,  7-15,  765,  803,  920. 
Wendepunkte,   bei   6'/,,   310,   312,   328, 

344;  bei  C«    mit    /)  =  0,    890;    reelle 

einer  C'3,  498,  508;  Eigenschaften  bei 

^3,    502,  506,  511,  562,  617,  655,  901; 

Gleichung,  578;   Bestimmung  bei  C^, 

504,  512,  563,  609,  651. 
Wendepuuktsdreiecke,    504,    512,    563, 

.567,  657. 
Weudepunktsliuien ,  503,  511,  564. 
Wendetangenten,    280    An.,    310,    346; 

bei  C3,  564,  578  An. 
Werthigkeit    eines     Punktes    in    einer 

Correspondenz,  443. 
Weyer,  581 ,  889. 
Wiener,  478. 
Winkel  zweier  Geraden,  26,  148. 


Zeutheu,  360,  387,  .391,  407  f.,  411, 
413,  416,  424  f.,  458,  500,  666,  681, 
683,  851. 

Zugehörige  Form ,  266. 

Zusammenhang  einer  Fläche,  682,  800. 

Zweige,  reelle  einer  (\,  499. 

Zweitheilige  C3,  499,  531;  K3,  514. 

Zwischenform,  266,  924. 


Zusätze  und  Verbesserungen. 


Seite     13,  Zeile  6  v.  u.  lies  a,'a„"a,..'"  statt  «,"V/„"//,„'. 
„        28,      „      6  V.  u.  lies  „gilt  für"  statt  ,,gibt". 
„        39,      „       16  V.  0.  lies  a«  —  a  +  1  =  0  statt  «^  _  „  _j_  j  =  i_ 

„        41,      „      1  II.  i  V.  u.  lies:  Also  wird  «,' =  =-^ r^  ■  c,     und    dies     ist 

(i±cy-i 
immer  und  nur  dann  eine  reelle  Grösse,  wenn  a  reell  ist. 
M        60,       „      6,4  u.  3  V.  u.  lies  —  au   —  bv    statt  —  au  —  bv. 
„        61,      „      14  u.  15  V.   0.  lies  (ösin  a  — i  cos'a)  y'-|-l  statt  («  sin  k-|-/»  cos  «)»/. 
>i        68,       „      22  V.  0.  lies  v^1J^  -\-  v^y^  -\-  v^y^  statt  v^x^  -\-  VjXn  +  Vr^'>'3- 
„        6'J,      „      2  V.  u.  sind  die  Worte  „Punkt"  und  „Linie"  zu  vertauschen. 

1  2 

„        79,      „      11  V.  0.  lies r-   statt r- . 

«^  a' 

„  81,  „  21  V.  0.  lies  n  statt  b  und  b  statt  a. 

„  83,  „  17  V.  II.  ist  -|-  1  zu  streichen. 

„  88,  „  3  V.  0.  lies  C>  =  0  statt  (10). 

„  96,  „  11  u.  12  V.  u.  sind  a  und  ß  zu  vertauschen. 

„       98,      „      1  V.  0.  lies  X  +^-J^    statt  y  +"^  —  ^  . 

2  p       2  m  p  2  p       2  m 

„     3  V.  0.  lies  x'  -\-~ ~  =  x"  statt  ?/'  +  —  =  — ?/"  . 

'    2p        2mp  -^     ^    2p       2  ni        -^ 

„      102,  lies  'g  -j-  Ix  statt  x  -\-  X^. 

„      104,  Zeile  1  —  4  v.  u.  ist  der  Factor  (u.  zu  unterdrücken. 

„      107,      „      8  ff.  lies:   so    müssen    nach    unseren    allgemeinen  Betrachtungen 

zwei  der  vier  Punkte  zusammenfallen;  es  muss  daher  .... 

„      109,      „      11  V.  u.  lies  z  -{-  Xy  statt  y  -\-  Iz   und  Zeile  7  v.  u.  lies  —  4  kQ* 

statt  =  4  a  (?2. 

„      111,      „      9  V.  u.  lies  fi.t>,-|-  ?/'j.  statt  v^-^- fiw^. 

„      125,      „      8  u.  10  V.  0.  lies  X'  —  X'"  statt  X'"  —  X'. 

„      136,  In  Fig.  23  ist  der  Punkt  «3  =  0  mit  P,    der  Punkt   cg  =  0    mit    Q    zu 

bezeichnen. 

Zeile  1  V.  u.  lies  y\y3  statt  y\yz. 

„      140,      „      3  V.  u.  lies  P— 2^^  + A'2.S' =       ir'^n.v^'^. 

„      2  V.  u.  lies  P— ;/»-S  =  _  4  A'^A' .  vjUj. 

„      1  V.  u.  Ues  P+X'^S  ==       2  X"^n  .  {v2^  +  V  4-  2  i'iVj). 

„      143,      ,,      6  V.  u.  lies  X'b^  statt  X"bn  und  X'  —  X"  statt  X"  —  X' . 

„      4  u.  2  V.  u.  lies  -j-  (r/,|  —  X'bfi)  statt  —  («,,  —  X" bn). 

„      146,      „      10  u.  11  V.  0.  lies  2  bBC  statt  2  /;^r. 

„      147,      „      20  V.  u.  lies  =  —  i  statt  =  i  und  Zeile  13  v.  u.  a  statt  x. 

„      148,      „      6  u.  7  v.  u.  lies  u  -j-  Xu',  v  -\-  Xv'  statt  u  -{-  Xv,  u  -\-  Xv'. 
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Seite  162,  Zeile  3  v.  o.  lies  <ru^  -f  h^v^  —  1  statt  a'hi^  +  f)^v\ 

„      13  u.  U  V.  0.  lies  (S)  und  (4)  statt  (2)  und  (3). 
„      165,      „      10  V.  u.  lies  ,,die  Gleichung  (5)   von   der  aus  ihr   durch  Vertau- 
schung von  l  und  (i  entstandenen"  statt  „dieselben  von  einander". 
„      172,      „      "20  V.  u.  lies  bexi  statt  bcxi- 
„      175,  Auf  der  linken  Seite  der  letzten  Gleichung  ist  y  statt  x  zu  setzen. 

„      179,  Zeile  4  v.  o.  lies  y  =  cx2~"  (paP,^^^  .  .  .  Pa*""  ^^)~^- 

„       191,      „       19  V.  u.  lies  —  n^  (n  —  1)«  statt  n^  (n  —  If. 

„      200,  In  (13)  lies  bez.  —  k-\-Vl  und  ~  k  -  VI  statt  k  -\-yi. 

Zeile  12  u,  13  v.  u.  lies  2  {ab)  statt  {ab). 
„      201,      „      3  V.  0.  lies  —  q  statt  -\-  q.  —  Es  sind  immer  e  und  c    zu   ver- 
tauschen. 
„      211,  Ein  vereinfachter  Beweis  für  die   Endlichkeit  des  Formensystems  bi- 
närer Formen  ist  neuerdings  von  Gordan  gegeben  in  der  Schrift: 
Ueber  das  Formensystem  binärer  Formen,  Leipzig  1875. 
,,      213,  Zeile  4  v.  o.  lies  „zweite"  statt  ,, erste". 
„      215,      „      16  V.  0.  lies  D'  statt  D". 

„      20  V.  0.  lies  ,,Subtraction"  statt  ,, Substitution". 
„      219,      „      18  V.  u.  lies  (7)  statt  (9). 

Auf  die  Invarianteneigenschaft  der  Bildungen    /i,  A,  Q   bei  einer   bi- 
nären cubischen  Form  machte  zuerst   Eisenstein  aufmerksam: 
Crelle's  Journal,  Bd.  27;  vgl.  auch  Cäyley,  ib.  Bd.  28. 
224 ,  In  (19)  lies  —  r]^  statt  +  n''- 

227,  In  (24)  lies  (x«  +  \  Rl^)^  statt  (h«  -j-  J  RX^). 

228,  Zeile  6  u.  7  v.  o.  Die  Factoren  1,,  1»  *uf  t^cu  linken  Seiten  der  Glei- 
chungen sind  zu  streichen. 

230,  In  (6)  und  (12)  lies  —  P  statt  P. 

232,  Zeile  7  v.  o.  lies  —  J^  i/J  statt  i//. 

237,      „      2  V.  u.  lies  |  i^  +  i  ß  statt  ^  ('■  +  ^ß. 

240,      „      5  V.  0.  lies  —  ^  (vii  —  7/12)-  statt  (?//i  —  '"z)^- 

241  ,      „      11  V.  0.  lies  -2-  D-,  I  D',  4  Df  bez.  statt  D^,   fJ\  Df. 

243,  Aumk.  Für  die  vollständigere  geometrische  Darstellung  der  Theorie 
der  binären  biquadratischen  Form  auf  einer  Kugelfläche,  insbe- 
sondere für  die  Construction  der  Grundpuuktc  der  Hesse 'sehen 
Form  aus  denen  der  Grundform  vgl.  eine  Note  von  Wedekind: 
Math.  Annalcn,  Bd.  0. 

244,  Zeile  1  v.  u.  und  Seite  245,  Zeile  3,  4,  9  u.  12  v.  0.  Das  Vorzeichen  von 
/,  und  /  ist  zu  ändern. 

251  ff".     I.'i's  immer  ^/^-  statt  A^^. 

257,  Zeile  13  v.  0.     Im  Zähler  ist  ?ii  statt  71  zu  setzen. 

259 ,  „      2  V.  0.  lies  k^  {  {x'  —  x)-  +  {1/  —  .y )- }   statt   k  (x'  —  x)^  -f  (y'    -  ?/)-. 

260,  „       10  V.  0.  lies  q  =  —  ?«  statt  g  =  m  (;«  -f-  n). 

261,  „      11  V.  o.  lies  —  Jj3  cos  qp  statt  ^jg  cos  qp. 

272.  „  16  u.  17  V.  0.  Die  Klammern  und  das  Wort  „Invariante"  sind 
zu  streichen. 

273,  „  1  —  4  V.  u.  lies:  also  eine  Zwischenfonn.  Denkt  man  sich  nuu 
die  Form  TT  in  eine  Reihe  entwickelt,  deren  einzelne  Glieder 
vollständige  Polarenbildungen  der  Formen  des  zu  TT  äquivalenten 
Systems  sind  (vgl.  p.  269  u.  927),  so  findet  man  in  der  That,  dass 
die  Bedingung  des  identischen  Verschwindens  von  TT  vollständig 
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durch    die   Forderung  ersetzt  werden   kann ,    dass    eine    gewisse 
Zahl  von  Zwischenformen  (eben   den  Formen  jeuejä  äquivalenten 
Systems)  identisch  gleich  Null  sei.     Dann  folgt  aber  .  .  . 
Seite  285,  In  Gleichung  (2)  lies  2  statt  ^. 

„      286,  Zeile  6  v.  o.  lies  2  {übe)  statt  {ahc)  und  Zeile  10  lies  {ahc)  h ^.  statt  (ahr). 

„      295,      „      16  V.  u.  lies  f  statt  f. 

„      300,      „      3  V.  u.  und  Seite  301,  Zeile  1  v.  o.  lies  3  A^^^^  statt  /^na^- 

„  301,  In  Gl.  (25)  u.  (26)  lies  A,  —  1  und  Aj  —  1  statt  A,  —  3  und  A;.  — 3; 
und  1  statt  27;  vgl.  auch  p.  987. 

,,  304,  Der  hier  gegebene  Beweis  des  Satzes  über  das  identische  Verschwin- 
den der  Jac ob i 'sehen  Determinante,  welcher  darauf  beruht, 
dass  die  Gleichung  in  Zeile  17  v.  u.  unabhängig  von  den  u  be- 
steht, wird  illusorisch  für  den  Fall,  dass  sich  von  den  drei 
Formen  iV  .,  -V  w,,  iV,^..  ein  gemeinsamer,  die  tt  enthaltender 
Factor  absondert,  wie  es  z.  B.  eintritt,  wenn  /'=a?,2,  g5  =  2.r,a;ä, 
il}  =  x.^.  In  diesem  Beisjiiele  verschwindet  die  Jacobi'sclie 
Determinante  identisch,  ohne  dass  man  /"=  cp  -\- 1'^  setzen  könnte. 
.    „      315,  Zeile  13 — 15  v.  o.  lies  u^,  u^,  «j  statt  v.^,  v^,  üj. 

„      318,       „      16  V.  0.    lies  aj' ~'^  f>J' ~"  cj'-^  statt  <'.,7>.^.c^.. 

„      325,      „      11  der  Anmk.  lies  7/ fj^^  statt  f^^^K 

„      328,      „      13  u.  10  V.  u.  lies  2i  statt  b. 

„  329,  In  Betreff  der  Untersuchung  singuJärer  Punkte  sei  noch  auf  einen  Auf- 
satz von  Stolz  verwiesen:    Math.  Annalen,  Bd.  8. 

„      337,  In  Gl.  (21)  ist  vor  das  Wurzelzeichen  der  Factor  //  zu  setzen. 

„      340,  Zeile  4  v.  u.  lies  k  ^  rj  -\-  7^  —  2  statt  k'  =  k  -\-  l  =  q  -\-  ?•  —  1. 
„      1  V.  u.  lies  P  =  I  (/•  +  2  <7)  (r  —  1). 

„       341,      „      2  V.  o.  lies  !3  =  ^{r(r—  1)  + Y(y—  1)}. 

„  341,  In  Betreff  eines  exacten  Beweises  der  in  Zeile  12  —  6  v.  u.  angegebenen 
Umkehr  des  vorhergehenden  Satzes  sei  auf  den  angeführten  Auf- 
satz von  Nöther  verwiesen. 

„      347,  Zeile  17  v.  u.  lies  (2)  statt  (3)  und  (3)  statt  (-'). 

„      356,      „      2  u.  4  V.  0.  lies  -|-  statt  — . 

„      357,       „      10  V.  0.  lies  «/  statt  aj. 

„      360,       „      12  V.  u.  lies  S(n  —  2)(abc)^  statt  i(abc)^. 

„  1  V.  u.  und  Seite  361,  Zeile  1  —  4.  Ein  Beweis  dafür,  dass  die 
Hesse 'sehe  Curve  im  Allgemeinen  keine  Singularitäten  hat,  liegt 
jedoch  darin,  dass  im  Folgenden  die  Singularitäten  der  Steine r'- 
schen  Curve  unabhängig  von  denen  der  Hesse 'sehen  Curve  be- 
stimmt werden,  und  dass  beide  Curven  eindeutig  auf  einander 
bezogen,  also  von  gleichem  Geschlechte  sind. 
„      3  der  zweiten  Anmerkung  lies  „Klasse"  statt  „Ordnung". 

,,  363,  ,,  8  V.  u.  lies  v^dfi  statt  d (i  und  Zeile  2  v.  u.  lies  qv  dx/. 
statt  Qdx/.. 

„      371,      „      18  V.  u.  lies  .,also"  statt  „aber". 

„      373,      „      10  V.  o.  lies  „umschrieben"  statt  „eingeschrieben". 

„  376,  Zu  der  in  Zeile  19  —  22  v.  o.  ausgesprochenen  Behauptung  vgl.  die 
Entwicklungen  auf  p.  760  ff. 

„  377,  Der  in  der  ersten  Anmerkung  ausgesprochene  Satz  erleidet  Aus- 
nahmen, wenn  die  drei  Grundcurven  theilweise  aus  mehrfach 
zählenden  Zweigen  bestehen;    vgl.   den  Zusatz    zu   p.   304   und 
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zwei  Noten  von  Gordan  und  Nöther  in  den  Sitzungsberichten 
der  physikalisch  medicinischen   Gesellschait    zu    Erlangen,  1875, 
sowie  einen  Aufsatz  derselben  in  Bd.  10  der  Math.  Annalen. 
Seite  888,  Zeile  8  v.  o.  lies  (a' +  ß)  statt  (a  +  (3). 

„  397,  In  Fig.  55,  b  sind  in  dem  untern  Winkel  zwischen  u  und  v  die  Buch- 
staben (p  und  ip  zu  vertauschen. 

„      405,  Zeile  18  v.  u.  lies  „endliche"  statt  „unendliche", 

„  12  V.  u.  Die  Zahlen  y',  d  sind  nicht  nur  von  der  Reihe  /?,,  sondern 
auch  von  der  Reihe  /^2  unabhängig.  Nach  dem  Satze  auf  p.  400 
nämlich  hängen  diese  Zahlen  von  dem  Grade  derjenigen  Bedin- 
gung in  den  Coefficienten  der  Reihe  /?,  ab,  welche  aussagt,  dass 
ein  Schnittpunkt  zweier  zusammengehörigen  Cz  der  beiden  Rei- 
hen auf  einer  beliebig  gewählten  Geraden  u  liegt.  Diese  Be- 
dingung ist  eben  die  Resultante  der  Gleichung  n^  =  0  und  der 
Gleichungen  der  beiden  Reihen  und  also  vom  zweiten  Grade  in 
den  Coefficienten  jeder  der  beiden  letzteren.  Die  Coefficienten 
a,y^  von  7^2  aber  lassen  sich  in  Folge  unserer  Construction  ein- 
deutig durch  die  Coefficienten  c/,y.  von  /?,  ausdrücken.  Der  Grad 
der  Resultante  in  diesen  wird  also  abhängen  von  dem  Grade 
der  a,/.  in  den  a-/^;  und  dieser  Grad  wiederum  hängt  allein  von 
der  Art  ab,  wie  die  eindeutige  Beziehung  von  /?i  auf  /?2  ver- 
mittelt wird,  nicht  von  diesen  Reihen  selbst,  derselbe  ist  daher 
durch  bestimmte  Zahlen  gegeben,  und  also  sind  auch  y',  S  reine 
Zahlenfactoren.  Die  Zahlen  a,  b,  c  in  yii-{-8v  hängen  daher 
nur  noch  von  den  Zahlen  a,  ß  und  somit  nur  noch  von  der  ge- 
gebenen oo'- Reihe  ab. 

„  417,  Zeile  2  v.  o.  lies  199  7i  statt  196  ??,  und  Zeile  19  v.  o.  lies  5,  5,  5  statt 
5,  4,  4. 

.,,      428,       „      14  V.  0.  lies  -|  m  (?«  -|-  3)  —  1  statt  |  ?«  (?«  +  '^)- 

„      434,       „      21  V.  u.  lies  residual  statt  äquivalent. 

,,      436,       „       11  V.  u.  lies  w  —  2  —  r  statt  n  —  3  —  r. 

„      451,       „      12  V.  u.  lies  ^  k/  statt  kj. 

In  Zeile  6  u.  5  v.  u.  lies  (n  —  1)  (T^  —  T,)  statt  T^  —  T,. 

„      453,  Zeile  9  v.  o.  Der  Factor  y  ist  vor  die  eckige  Klammer  zu  setzen. 

„  457,  „  8  V.  0.  lies:  (y  («  —  1),  y  {n  —  1))^,,  welche  einem  Punkte  von  f 
die  y  (71  —  1)  Schnittpunkte  der  von  ihm  .... 

'„      459,  Zu  dem  Zeuthen 'sehen  Satze  vgl.  die  zweite  Anmerkung  auf  p.  681. 

„      469,  Zeile  15  v.  u.  lies  (q  -f-  1)  statt  (q  —  1). 

„  474,  ,,  7  V.  0.  Dass  als  Zahlenfactor  bei  (q  —  l)  kein  anderer  als  +  1 
oder  —  1  auftreten  kann,  übersieht  man  leicht. 

„      478,       „      10  V.  0.  lies  ^  w  («  -f-  3)  —  1  statt  ^n(n-\-  3). 

„  484  ff.  Der  hier  bewiesene  Satz  ist  (nach  einer  Mittheilung  von  Fr  ahm 
an  den  Herausgeber)  auch  eine  unmittelbare  Folge  des  später 
gegebenen  Satzes  über  die  Ersetzbarkeit  der  Cremona'schen 
Transformationen  durch  quadratische. 

„      489,  Zeile  3  der  Anmk.    Das  Wort  „somit"  ist  zu  streichen. 

„      493,      „      16  V.  0.  lies:    in  jedem   Factor   fji^ixi,  xz)    von    r  =  l     bis 
r  =  li  mindestens  .  .  . 
„      19  V.  0.  und  Zeile  16  v.  u.  lies  immer  /  statt  i. 

„      494,       „       18  V,  0.  lies  2  («  —  1)2  statt  ^  (n  —  1)  {2  n  —  1). 
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Seite  498,  Zeile  6  v.  o.  lies  „Collineation"  statt  „Corabinatiou". 
„      517,      „      8  V.  u.  lies  —  4  6^  statt  —  4:h\ 
„      522,  In  Gl.  (11)  lies  m,,  statt  u,^^;  vgl.  hierzu  p.  550. 
Zeile  15  v.  u.  lies  ,,u  und  j^"  statt  „v  und  w". 
„      525,  In  Gl.  (19)  lies  8  statt  J. 
„      540,  Zeile  8.  v,  u.  lies  a  statt  y. 

„      557,      ,,      1.  V.  0.  lies  e    statt  </    und  Zeile  7  lies  (14)  statt  (20). 
„     560,      „      16  V.  0.  lies  G^Uf^,,  —  G.^  a^f.,^  statt  G^o;,^.,^  —  ^.^ «;;,/,. 
„      573,  In  Gl.  (33)  sind  s  und  s^  zu  vertauschen. 
„      578,  Zeile  10  v.  o.  lies  v^  —  s'vf  statt  ijj  -  s'wg- 
„      587,      „      1  V.  u.  lies  6  Ifi^  u.  6  A.V  bez.  statt  l[i^  u.  X^fj,. 
„      588,      „      2    u.    5  V.  0.   lies    6^2^1,2    statt    i^ft«    und    Zeile    7    lies    36?/,'/2 

statt    Mi?/2. 

„      593,       „      1  V.  o.  lies  ni  statt  2  7ti. 

„  598,  Der  in  der  Anmerkung  gegebene  Beweis  bedarf  noch  einer  Ergänzung 
für  den  Fall,  dass  die  Polaren  vielfache  Zweige  besitzen ;  doch 
gilt  auch  dann  immer  noch  der  Hesse'sche  Satz;  vgl.  den  Zu- 
satz zu  p.  377  und  die  dort  genannten  Arbeiten  von  Gordan  uud 
N  ö  th  e  r. 

„      002,  In  Gl.  (1)  und  (2)  ist  in  den  Klammern  x,  und  x.y  zu  vertauschen. 

„  024,  Zeile  12  v.  u.  lies  iy^^,  _  j  scA  statt  b^„^_icA;  und  in  der  letzten 
Verticalreihe  der  Determinante  ä  ist  immer  scA  statt  cA  zu 
setzen. 

„      627,  Zeile  16  u.  15  v.  u.  siud  xi  und  x^  zu  vertauschen. 

„      629,       „      14  V.  0.  lies  licAf(s^)  statt  eAf{s^). 

„  6.34,  „  2  V.  0.  lies  Ag  statt  A3  und  Zeile  3  lies  ^77-  '.VA  statt 
yV  S^f  -  l  TA. 

„      636,       „      6  V.  u.  lies  ^5  =  4  7'  statt  SS=  T. 

„      637,       „      8  V.  u.  lies  «,,  statt  u^. 

„      642,  In  den  letzten  beiden  Gl.  (49)  lies  T«  statt  V. 

„      644,  Zeile  9  v.  u.  lies  |i|;|  statt  f|. 

„      649  —  654,  Lies  immer  %'  —  v!"  statt  x"'  —  x'. 

,,      650  f.  Lies  — (rap)  statt  (rap). 

„      053,  Zeile  7  v.  0.  lies  p^^^  =  120  p''  —  36  Sp  +  16  T. 

1-  ,         ^  ,       •o'^^PP^P"  ip'^   —   p"^ 

„      654,       „       1  V.  u.  lies:  ;,  (3m)  =  7;  —  ip     (V2pp'^  —  p'^f- ' 

„      655,       „      2  V.  0.  lies:    {(^3-7>)(l2pp'2-;/'2)  +  4//2,/'j(l2/>7/2-    //'-) 

-16  7/«  =  0. 
„      659,     „      2  und  10  v.  u.  lies  1536  statt  384. 
„      667 ,       „      8  V.  o.  lies  TT  statt  p  und  in  der  ersten  Anmk.  v  -\-  p  —  1  statt 

v+p-2. 
,,      676,  In  (22)  lies  ^  statt  <  und  Zeile  17  u.  19  v.  o.  lies  v  statt  «. 
„      680,  Zeile  11   u.    10   v.   u.   sind  die  Buchstaben    C  und   U  zu   vertauschen; 

und  Zeile  6  v.  u.  lies  n  statt  v. 
„      711,       „      0  u.  7  V.  u.  lies  7^  —  2  statt  7?  —  3. 
„      719,       ,,      11  V.  0.  lies  y^  =  0  statt  y^  =  0. 
,,      723,       „      17  V.  0.  lies  w.v  —  Za.t-^idiits{ns — -S«,-^,)- 
„      729,       „       15  V.  u.  lies — rlla't' —  V n  statt  —vZa-t-'- 
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Seite  738,  Zeile  4  v.  u.  Das  Glied  —  2yy'   auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung 

ist  zu  streichen. 
„      1    u.    2    V.    u.    lies:     =  ?ik^  —  2yi  =  aß' ■}- cc'ß —  iyy'p,    wenn 

p  =  4(«  —  1)  (n  —2)  —  1.     Es  bleiben  also   die  auf  p.   732  und 

736  gefundenen  Resultate  auch  hier  richtig. 
„      739,      „      3  V.  u.  lies  (32)  statt  (25). 
„      743,       „      12  V.  u.  lies  z  statt  x. 
„      744,       „      8  V.  u.  lies  „Quadrupel"  statt  „Tripel". 
„      753,  Die  Zahlen  in  Zeile  16  und  19  v.  o.  sind  zu  vertauschen. 
„      759,  Zeile  16  u.  5  v.  u.   sind   die   Zahlen   ?>   und  ;;,    bez.   7i  und   q  in   den 

Klammern  zu  vertauschen. 
„      761  f.  Der  hier  gegebene  Beweis  bezieht  sich  nur  auf  den   Fall  n>>2?«; 

ein  analoger  für  «  <  2  m  ist  leicht  durchzuführen. 
„      763,  In  den  Gl.  (12)  lies:  ^  =  ^  w  (?i  —  3)  —  |  r  (r  —  3)  und  :  u,  =  ^  {)t  —  r) 

(«  —  3  r  +  3). 
„      805,  Zeile  1  v.  u.  lies  cp^,  (|)  statt  qp;^  (|). 
„      825,  Für    die    Behandlung   homogener  Ditferentialausdrücke ,    insbesondere 

bei  Ableitung  des  Abel 'sehen  Theorems  vgl.  auch:   Cremona: 

Sugli  integrali  a  differenziale  algebi-aico,  Memorie  deir  academia 

delle  scienze  delP  Istituto  di  Bologna,  Serie  2,  t,  10,  1870. 
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